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A    MONSEIGNEUR 

L  E  RECTEUR 

Ë  T 

A    L'UNIVERSITÉ 
DE      PARIS. 


ONSRIGNEVRi 


C'tST  dans  tUniverJhê  dont  vous  êtes  h 
Chef,  que  foi  puifê  quelques  connoiffances  des 
Mathématiques,  A  qui  puis-je  mieux  offrir  les 
Elèmtns  que  j  en  ai  recueillis  ,'  qu'a  cette  Mers 
commune  des  Sciences ,  de  qui  je  tiens  le  peu  que 
jen  ai  ?  Ce/2  un  tribut  que  je  lui  dois ,  ou  plutôt 
lejufle  hommage  d'un  Bien  qui  lui  appartient  ; 
car  je  riconnois  fans  peint  „  que  mon  Livre  nt 


Contient  que  tes- principes  répandus  dans  /es  éa* 
/tiers  de  quelques  Profeffeurs  de  P  hilofop/ue  $ 
auxquels  j'ai  tâché  de  donner  tordre  SC  reten- 
due que  demande  VimpreJJion* 
.  Témoin  des  peines  SC  des  dégoûts  que  caufent 
aux  jeunes  gens  qui  étudient  la  Philojbphie  y  des 
cahiers  écrits  peu  correSement  fur  des  tAatieres 
embarrajfantes  ,  j'ai  cru  que  ceferoit  leur  ren- 
dre fervice  que  de  leur  donner  imprimé  en  un 
feul  volume  ,  tout  ce  que  le  tems  leur  permet 
d apprendre  des  [Mathématiques  pendant  leurs 
cours.  Rien  ne  peut  être  plus  efficace  pour  les 
porter  à  le  lire  SC  à  en  profiter  ,  que  de  le  %  oir 
paraître  fous  le  nom  SC  fous  les  aufpices  (Tune 
Compagnie  célébré  *  qui  dépuis  plufieurs  Jiecles 
eft  en  poffejjion  de  réunir  dans  fon  fein  toutes 
Us  Sciences ,  SC  qui  pajffh  ,  à  jujle  titre  ,  pour 
la  première  Ecole  de  [Univers. 

Si  ce  fut  autrefois  un  grand  bonheur  pour  moi 
de  recevoir  di  fes  ^leçons  là  ejl  aujourd'hui  un 
honneur  dont  je  connois  tout  le  prix  +  quElle 
veuille  bien  me  permettre  de  lui  en  préf enter  les 
fruits.  Trouve^  bon ,  MONSEIGNEUR  *  que 
je  vousfupplie  d*étre  le  Dèpq/itaire  SC  le  Garant 
de  la  reconnoiffance  SC  du  profond  refpect  avec 
lequel  je  ferai  toute  ma  vie* 

MONSEIGNEUR, 


Son  très  -  humble ,  .très  *  fidèle 
t*jà,  &  très-de'voué  fervirciir, 

0  Riva  r  p. 
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jugement, 
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vent  même 
™t  ne  pas 
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c  y  en  faire 
ont  un  droit, 
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dont  fe  fert  la  Géométrie ,  arrêtent  l?t  légèreté 
de  l'imagination  en  frappant  les  y  eux  ;  elles  tra- 
cent dans  l'efpric  les  idée*  des  choies  qu'il  veut 
apperçevoir  ;  elles  furprennent  &  attachent 
àinfi  fon  attention  ;  fouvent  r  la  preuve  d'une 

fropofition  dépend  de  quantité  de  principes  \ 
efprit  n'eft^il  pas  alors  oblige  d'étendre,  pour 
âinfi  dire ,  fa  vue  avec  effort ,  afin  de  les  en-? 
vifager  tou$  en  même  temps  ? 

La  vérité  eft  difficile  à  découvrir  dans  ces 
Sciences  ;  mais  aulfi ,  elle  fembie  vouloir  dé- 
dommager ceux  qui  la> cherchent,  de  leurs  pei- 
nes ,  par  l'éclat  d'une  vive  lumière  dont  elle 
charme  leur  entendement ,  &  par  un  plaifir  pur 
&  fans  mélange  dont  elle  pénètre  l'ame.  À 
force  de  la  voir  &  de  l'aimer  %  on  fe  familiarife 
avec  elle ,  &  on  $  accoutume  à  remarquer  fi 
bien  les  traits  lumineux  qui  l'annoncent  &  la 
cara&érifent  toujours ,  qu'on  eft  bientôt  capa- 
ble de  la  reconnaître  fous  quelque  forme 
qu  elle  paroifle ,  &  de  diftinguer  en  toute  ma- 
tière ce  qui  ne  porte  pas  fon  empreinte. 

Enfin,  perfonne  n'ignore  que  la  méthode  des 
Mathématiciens  tend  plus  que  toute  autre ,  à 
rendre  l'efprit  net  &  précis ,  &  à  le  diriger  dans 
la  recherche  de  la  vérité  fur  quelque  fujet  que 
l'on  puiffe  travailler.  Les  Mathématiciens,  pour 
fondemens  de  leurs  connoUTances ,  ne  pofent 
que  des  principes  (Impies  &  faciles,  mais  cer- 
tains ,  lumineux ,  féconds.  Enfyite ,  ils  tirent 
de  ces  points  fondamentaux  les  concluions  les 
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plus  ailées  &  les  plus  immédiates  >  qui  n'ayant 
tien  perdu  de  l'évidence  de  leurs  principes,  la 
communiquent  à  d'autres  concluions  >  celles- 
à  à  de  plus  éloignées  9  &  ainfi  de  fuite.  Par-là  j 
il  fe  forme  une  longue  chaîne  de  vérités ,  la* 
quelle  ,  étant  attachée  par  un  bout  à  une  bafe 
inébranlable  ,  s'étend  de  l'autre  côté  dans  les 
matières  les  plus  difficiles» 

Peut-on  difconvenir ,  qu'une  application  de 
quelques  mois  y  '  donnée  à  la  pratique  d  une 
telle  méthode,  ne  ferve  infiniment  plus  que 
certaines  queftions  que  Ton  avoit  coutume  de 
traiter  fans  aucun  fruits  à  former  le  jugement , 
&  à  l'accoutumer  à  faire  ufage  dés  règles  de 
là  Logique  dans  toutes  les  autres  parties  de  la 
Philofophie ,  dont  les  routes  fe  trouvent  même 
par -là  fort  applanies  ?  Qui  pourroit  ne  pas 
approuver  les  Maîtres  de  Philofophie  qui  ont 
banni  à  perpétuité  de  leurs  Leçons ,  des  ma- 
tières vaines  èc  étrangères  >  pour  y  en  faire 
entrer  d'autres  fi  utiles ,  &  qui  y  ont  un  droit 
naturel  &  inaliénable  ? 

Une  féconde  confldération  auffi  très-impor-^ 
tante ,  engage  encore  lesProfefleurs  à  faire  voir 
les  Elémens  de  Mathématiques ,  fur-tout  ceux 
de  Géométrie;  c'eft  qu'ils  font  très- utiles,  pour 
ne  pas  dire  néceffaires ,  à  l'intelligence  des  ma- 
tières de  Phyfïque.  Cette  raifon  fait  même 
qu'on  ne  les  explique  pour  l'ordinaire  qu'im- 
Kiédiatement  avant  la  rhyfique* 

L&M&hanique ,  qui  eft  lç  fondement  de  la 
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vraiePhyfiqve,  fait  un  ufage  continuel  4es<pniW 
ripes  de  Mathématiques  :  qu?nd  je  dis  la  Mé- 
chanique  ^  je  n'entends  pas  feulement:  cet  art 
qui  enfeignç  à  lever  dçs .  fardeau*  très-pefaps  » 
par  le  mpyen  d'une  puiffance  peu  çQnfiçférable  : 
je  comprends  fpus  ce  nom  la  Science  entière  du 
xnouyepient  »  qui  apprend  à  en  mefuret  la  quan- 
tité ?  qui  en  découvre  les  propriétés ,  qui  ei> 
.^termine  les  loix  ;  la  Mçchanique,  prife  en  ce 
ifens  5  n'eft-çlje  pas  la  bafe  &  ïç  fondement  de  la 
^hyfique ,  dont  le  but  eft  d'expliquer  les  effets 
de  la  nature  j  effets  qui  font  toujours  produits 
par  quelques  mouvemens  ?  Or,  il  n'y  $  perfora 
ne  qui  pie  nier  que  les  Mathématiques  ne 
loient  néçeffaires  pour  traiter  cette  Science 
avec  quelque  exa&itude,  Eljes  pe  le  font  pas 
moins  pour  approfondir  un  peu  rAftronqmie, 
qui  eft  encore  une  partie  de  la  Phyfique  >  telle 
qu'on  a  coutume  de  la  donner  dans  les  Ecoles  , 
&  qui  çft  mêrçie  la  plus^cyrieufç  &  celle  dont 
la  connoiffance  nous  procure  plus  de  pjaifir  & 
de  fatisfa&ion  :  qu'y  a-t-il  en  effet  dans  les  feien? 
ces  naturelles  de  plus  capable  de  piquer  notre 
curioiîtéj  que  de  connoxtre  les  çaufes  de  ces 
phéflomene^  remarquables  qui  font  expofes 
?ux  yeux  de  tous  les  hommes  ;  tels  que  font 
les  éclypfes  de  Soleil  &  çle  Lune  y  la  diverfité 
des  Sciions *  l'inégalité  des  jours  dans  les  difie- 
jen?  Pçys  j  le  mouvement  des  Aûres  ?  C  eft  TAf- 
tronomie  qui  nous  développe  ies  raifons  dç 
toutes  ceç  apparences  rn^veUleufes  x  pajç  les 
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principes  des  Mathématiques  y  &  fur- tout  <fa 
la  Géométrie, 

Ajoutons  que  les  bons  livres  qui  traitent  de 
la  Phyfique  *  fuppofent  au  moins  les  Elémens 
de  Géométrie  :  enforte  que  cet»  qui  les  igno- 
rent y  font  obligés,  ou  de  renoncer  à  la  lecture 
des  meilleurs  Livres  de  Phyfique  y  ou  de  pafler 
Jes  endroits  qui  font  lçs  plus  curieux  &  les  plut 
intéreffans. 

Mais  il  n'eft  pas  befoin  de  m'étendre  davan- 
tage pour  prouver  une  vérité  dont  il  n'y  a  pref-. 
que  perfonne  aujourd'hui  qui  ne  tombe  d'ac- 
cord ;  on  fent  aflez  que  rien  n  eft  mieux  dans 
les  çlafles  que  de  cultiver  les  Mathématiques  3 
tant  pour  procurer  à  Tefprit  l'habitude  de  ju- 
ger folidement ,  que  pour  préparer  à  la  Phyfi- 
que. J'avois  oui  dire  plufieurs  fois  à  quelques 
Profefleurs  habiles  ,  qu'il  feroit  à  fouhaiter  que 
Ton  eût  dans  le  même  volume  un  Abrégé 
d'Arithmétique  &  d'Algèbre,  avec  des  E& 
mens  de  Géométrie  >  le  tout  proportionné  aux 
befoins  des  Etudians  en  Philofophie  ;  que  par- 
là,  on  éviterait  deurç  grands  inconvcniens  qui  fe 
rencontrent  à  dider  des  cahiers  de  Mathémati- 
ques ,  la  perte  du  temps  ;  ç'eft-à-dire ,  près  de 
deux  heures  par  jour  employées  à  écrire  des 
chofes  qu'on  n  entend  point  ;  &  les  fautes  qui 
fe  gliflent  fi  aifément  dans  cette  matière,  où  un 
chifre  ,  une  lettre ,  un  trait  de  plume  mis  pour 
un  autre ,  déroutent  un  Commençant  dans  les 
çhofes  les  plus  faciles  ,  le  défolent  &  larrê- 


x  PRÉFACE, 

tènt  quelquefois  pendant  }ang  -  temps  i  fan» 

pouvoir  paner  outre. 

Ces  conli  dérations  fur  l'avantage  que  les  jeu- 
nes Gens  pourraient  retirer  d'un  Ouvrage  fait 
dans,  ce  goût ,  me  déterminèrent  à  compofer 
quelques  cahiers  fur  cette  matière.  Quand  ils 
vût  étç  achevés  ,  je  les  ai  fait  voir  à  p lutteurs 
perfonhes  qui  m'ont  aidé  de  leurs  confeils  ,  Ôc 
qui  m'ont  enfin  engagé  à  les  faire  imprimer. 
-  On  trouvera  à  la  ,fin  de  la  Géométrie  un 
•Traité  de  Trigonométrie  re&iligne,  que  j'ai 
ajouté ,  pour  faire  voir  l'utilité  de  la  Géométrie 
dans  (a  pratique,  &  pour  montrer  aux  Etudians 
en  Phylique,  la  manière  dont  on  mefure  la  dif-. 
tancé  des  Planètes.  Je  ne  doute  pas  que  malgré 
mes  foins  il  ne  fe  trouve  plusieurs  défauts  ré- 
pandus dans  cet  Ouvrage.  Mais  fi  le  fond  n'eft 
pas  défapprouvé,  6c  que  l'on  le  croie  bon  pour 
i'ufagé  auquel  je  le  deftine  ,  je  m'eftimerai 
heureux  d'avoir  contribué  en  quelque  çhofe  à 
np&uQîbn,  des  jeunes  Gens, 
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LE  temps  qu  on  peut  employer  aux  Mathé- 
matiques pures  dans  les  clafles  de  Philofo- 
hié  fe  yéduifant  à  environ  quatre  mois ,  Mt97 
es  Profefleurs  qui  veulent  bien  fe  fervir  de  nos 
Elémens  in-quarto  pour  les  expliquer  à  leurs 
Ecoliers  ,  font  obligés  de  paffer  plufieurs  pro- 
portions qui  fe  trouvent  mêlées  avec  d'autres 
plus  néceffaires  pour  la  Phyfique.  Il  arrive  donc 
par-là  que  les  jeunes  Etudians  de  Philofophic  font 
obligés  d'acheter  un  Livre  qui  contient  plu- 
fieurs chofes  qui  leur  deviennent  inutiles  >  faute 
de  les  apprendre ,  6c  qui  par  cette  raifon  coûte 
plus  cher.  Pour  éviter  cet  inconvénient,  je  me 
fuis  déterminé  à  donner*  cet  Abrégé  qui  con- 
tient tout  ce  qui  eft  néceffaire  aux  Phyficiens 
dans  r  Arithmétique  5  l'Algèbre  &  la  Géomé- 
trie, je  l'ai  fait  en  cottant  les  articles  de  cet 
Abrégé  des  mêmes  numéros  que  ceux  aui  diftin- 
guent  ces  articles  dans  la  troifieme  édition  in* 
quarto ,  afin  que  l'on  pût  fe  fervir  de  cet  Abrégé 
pour  trouver  les  Pr&ppfitions  des  Mathémati- 
ques qui  font  citées  dans  les  Traités  de  la  Sphè- 
re &  de»  Cadrans  que  j'ai  fait  imprimer  ^  dans 
lefquels  les  articles  de  Géométrie  qui  font  ci- 
tés ,  le  font  conformément  à  la  troifieme  édi- 
tion in-quarto.  Au  refte,  pour  conferver  lesmê- 
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mes  citations,  j'ai  été  obligé  d'interrompre  plu- 
(ieurs  fois  la  fuite  de*  numéros  :  par  exemple  % 
j'ai  paffé  tout  d'un  coup  de  l'article  46  à  celui 
qui  eft  cotté  ^9  dans  le  feçonçl  Livre  de  la  pre- 
mière partie,  parce  que  j'ai  omis  les  articles  in- 
terméqiaîres  :  mais  je  n'ai  point  été  arrêté  par 
cette  considération  qui  ne  m'a  paru  d'aucun 
poids. 

J'avois  déjà  fait  plufieurs  augmentations  affez 
confidérables  à  la  féconde  édition  de  cet  Abrégé, 
j'en  ai  encore  ajouté  de  nouvelles  à  la  3  e.  qui  font 
auflî  dans  cette  8  e.  les  principales  fe  trouvent  dans 
la  première  partie  ;  fçavoir ,  1  °,  dans  la  Multi- 
plication &  la  Divifion  des  nombres  cpmplé- 
xes  avant  l'Algèbre  dans  le  premier  Livre,  a0, 
dans  les  Règles  qui  dépendent  des  Proportions 
avant  le  quatrième  Théorème  du  fécond  Li-> 
vre.  ??.  dans  le  troiiïeme  Livre  qui  eft  celui 
des  Equations,  au  il  y  a  1  $  Problêmes  au  lieu  do 
2  feulement  qui  fe  trouvoient  dans  la  féconde 
édition.  On  trouvera  plufieurs  autres  additions 
répandues  dans  la  première  &  féconde  Partie 
avec  quelques  çhangemens.  Comme  il  y  a  dans 
cette  édition  de  l'Abrégé  plufieurs  articles  qui 
n'étoient  pas  dans  la  troifieme  édition  i/ï-49.  j'ai 
été  oblige  quelquefois  de  mettre  le  même  nu-* 
ttiéro  à  plufieurs  articles  :  mais  cela  n'empêche 
pas  que  ces  articles  ne  foient  diftihgués  les  uns 
des  autres,  afin  de  pouvoir  les  citer,  parce  qu'on 
a  eu  foin  de  mettre  différentes  lettres  de  l'al- 
phabet après  les  numéros  qui  font  répétés  i  par 
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êïemple,  entre  l'art.  112  &  113  de  ia  premiè- 
re Partie  y  3m«.  édition  de  Yin-^9.  on  en  a  ajouté 
trois  dans  cette  édition  de  l'Abrégé  ,  qui  font 
.daignés  en  cette  manière,  1 1 2B,  1 1  iG>  1  12D. 
Il  y  a  auffi  quelques  articles  de  cette  dernière 
édition  in-S°.  dont  chacun  eft  marqué  par  plu- 
fleurs  numéros ,  parce  qu'il  renferme  plufieurs 
articles  de  la  troifieme  édition  i/2-40.  réunis  en 
un  feul'dans  la  préfente  édition  in-BQ. 

Dans  les  autres  endroits  j'ai  prefque  toujours 
confervé  les  numéros  de  la  troifieme  édition 
ûï-40.  tant  par  la  raifon  que  j'ai  apportée  ci- 
deffiiS;  que  parce  que  M.  Trabaud  à  cité  des 
PropofitionS ,  conformément  à  cette  édition  in*- 
40.  a  la  fin  de  fon  Traité  de  Méchaniquè,  intitu* 
lé  :  Principes  fur  le  Mouvement  éC  l  Equilibre  .« 
c'efï  unOuvrâge  très-eftimé  parles  connoifleuï$3 
L'Auteur  l'a  publié  d'abord  ia-^°. ,  fie  enfuite  il 
en  a  fait  un  Abrégé  qu'il  a  fait  imprimer  depuis 
peu  :  quoique  têt  Abrégé  foit  un  volume  affez 
médiocre ,  l'Auteur  a  trouvé  l'art  d'y  faire  ëA- 
trer  bien  des  matières  qui  y  font  traitées  avec 
beaucoup  d*ordre  fie  d'exa&itude. 

"Voici  les  Propofitions  rapportées  à  la  fin  de 
ce  Traité  de  Méchanique,  dans  lefquelles  il  y  a 
quelque  chofe  à  changer  pour  les  citations  dç 
cette  8mc.  édition.  Propofitions  d'Arithmétique 
ou  d'Algèbre  ;  numéro  4 ,  au  lieu  de  Liv.  IL 
%.,  mettez  Liv.  IL  8$ .  Num,  24,  au  lieu  de 
Liv.  II.  B6.  >  mettez  Liv.  II.  8p. 


•  APPROBATION. 

J'Ai  la  par  ordre  de  Monfeigneur4e  Garde  des  Sceaux  ira  Ma- 
nufçrit  intitulé  :  Elément  de  Géométrie ,  avec  un  Abrégé  îtA- 
réthmétique  &  d'Algèbre  ;  j'ai  cru  que  Tordre  &  la  clarté  qui  re- 
grfent  en  cet  Ouvrage ,  en  reodroient  Tirapreffiou  utile  au  Public. 
Fait  à  Paris  le  3  de  Mai  1732.  Sa  un  m, 

CONCLUSION  DU  TRIBUNAL  DE  L'UNIVERSITÉ. 

Bxtraftum  è  Commentariit  Univerjltatis  Parifienjïs+ 

Jt  Nno  Domini  millefimo  feptingentefimo  trigefimo  iecdndo , 
JijL  die  fécundo  menfis  Auguûi  f  habita  funt  apud  Ampliffimuni 
Reâorem  in  Collegio  Sorbon*  Plelfeo  Comitia  ordinaria  De** 
putatorum  Uaiverfitatis....acceffit  Magifter  Rivard  \  h  Conftan- 
tiiïïnia  Natiene  vir  Procuratorius  ,  petiitquefibi  licerec  Univerfi- 
tati  dedicare  Librum  à  fe  fcriptum,  de  Mathefeos  EUmentïs.  Illo 
è  Comitio  de  more  egreflb,  dixit  Ampliffimus  Reâor  euro  fecum 
jam  de  illo  libro  prsdiâus  Magifter  Rivard  privatira  egiflet  ,  fe 
ante  omnia  poûulafle  ut  opus  illud  fuura  viris  allquot  Academicis 
in  Mathefi  verfetis  legendum  rradefet  9  ut  ex  eorum  judicio  habe- 
*et  Univerfitas  «ucd  fequeretur  :  pçft  papeos  dits  venifle  ad  fe 
celeberrinios  Philofophi*  Profcflbres  Magiftros  Le  Monnier,  Guil- 
laume &  Grandin  ,  ac  de  prediâi  Magiftri  Rivard  opère  luCHÏerity 
dedifle  teftimonia.  His  ab  ampli ffimo  Reclore  diâis ,  audito  Ed- 
mundo  Pottrchot,  Syndico,  omnes  cenfiierunt  accipiendam  efle, 
quam  offierret  Magifter  Rivard  Libri  fui  Dedicationem.  Atone  ita 
ab  amplUSmo  Redore  conclufam  fait.  In  go  ut,  Vice  -  Scriba. 
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APPROBATION. 

J'Ai  lu  par  ordre  de  Moafeigneur  le  Chancelier  le  Livre  de 
Mr Rivard ,  des  Elément  de  Géométrie  ,  £  Arithmétique  & 

&  Algèbre.  Cet  Ouvrage  qui  a  mérité  l' approbation  &  Tcmprefle- 
tuent  du  Public  par  Tordre  &  la  clarté,  devient  encore  pins  utile 
par  les  additions  nouvelles  qu'on  trouvera  dans  cette  troifienie 
Edition.  Fait  à  Paris  ce  25  Février  1739.  Signé,  Pitot. 

AUTRE    APPROBATION. 

J'Ai  lu  par  ordre  de  Monfèigneiic  le  Chancelier  trois  Livres  de 
M.  Rivard,  intitulés  :  Elémens  de  Mathématiques  ,  Abrégé  des 
Elément  de  Mathématiques ,  Traité  du  Calendrier  ;  &  je  n'ai,  rien 
trouvé  dans  ces  Ouvrages  qui  en  puifle  empêcher  la  réiroprçffiou, 
A  Paris,  ce  25  Septembre  1744..  Signé,  Clair  aut. 


ON  trouvera  chez  Saillant  &  Nyon.hiô 
Saint  Jean  de  Beauvais  ,  &  la  Ve.  Desaint^ 
rue  du  Foin  »  les  Ouvrages  du  même  Auteur  *  fça- 

Traité  de  laSpkete,  trôijteme  édition,  ïn-8°.  ï^Sl* 
Traité  du  Calendrier ,  troijîeme  édition,  in-8°.  I7j*7« 
Abrégé  de  la  Sphère  &  du  Calendrier  >  à  Vufage  de  ceux 

qui  ne  fçavent  pas  de  Géométrie,  in- 12.  174$. 
Inur^  de  Gnomonique ,  ou  de  VArt  défaire  des  Cadrans, 

quatrième  édition ,  in-8°.  1767. 
Trigonométrie  teSiligne  &  Sphérique ,  avec  la  conftruc* 
tion  des  Tables  des  Sinus ,  des  Tangentes ,  des  Sécan- 
tes &  des  Logarithmes ,  troifieme  édition ,  iq-8°.  175*0* 
tables  des  Sinus ,  Tangentes ,  Sécantes ,  de  leurs  Loga- 
rithmes ,   &  de  €eux  des  nombres  naturels  ,  in  -  8°» 
1 743. 
Démens  de  Mathématiques >m*q?  .fixieme  édition ,  1767. 
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MATHÉMATIQUES. 

Notions      PRÊliMiitjtlKMs* 

I.  jfl  N  appelle  Mathématiques  ,   toutes  tes 

jj|  Sciences  qui  traitent  des  grandeurs ,  pour 
Il  en  découvrir  l'égalité  ou  l'inégalité. 
||       On  entend  par  grandeur ,  tout  ce  qui 
peut  être  augmenté  ou  diminué  :  ainfi 
les  lignes  ,  les  nombres  ,  les  mouvemens ,  les  viteflès  , 
Sec.  font  des  grandeurs  ,  parce  qu'elles  font  capables 
d'augmentation  &  de  diminution.  Toutes  ces  chofes 
font  aufïi  appellées  quantités,  en  forte  que  ces  deux  ter- 
mes , grandeur  &  quantité,  ont  la  même  lignification  dans 
les  Mathématiques ,  &  peuvent  être  pris  l'un  pour  l'au- 
tre. 

II.  Les  Mathématiques  font  partagées  en  deux  dattes; 
fçavoir ,  les  Mathématiques  pures  Si  les  mixtes. 
Partie  I.  a 
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III.  Les  Mathématiques  pures  ,  font  celles  qui  confi- 
dérent  les  grandeurs  en  général  »  indépendamment  des 
qualités  fenfibles  que  ces  gJandeurs  peuvent  avoir ,  telles 
que  font  la  dureté ,  la  fluidité ,  la  pefanteur ,  la  lumière , 
la  couleur  ,  &c« 

IV.  Les  Mathématiques  mixtes ,  (ont  celles  qui  con- 
fièrent les  différentes  efpeces  de  grandeurs  avec  les 
qualités  fenfibles  qui  les  accompagnent  :  par  exemple  , 
la  Mécanique- ,  VAflronomie  ,  l'Optique  >  la  Dioptrique  » 
la  Catoptrique ,  font  des  Mathématiques  mixtes. 

Nous  ne  parlerons ,  dans  cet  Ouvrage  ,  que  des  Ma- 
thématiques pures  :  elles  fe  divifent  en  Algèbre  ,  Arith- 
métique &  Géométrie* 

V.  L'Algèbre  traite  des  grandeurs  en  général ,  expri- 
mées par  des  fignes  ou  caraâeres  dont  la  fignification 
n'eft  pas  déterminée  par  leur  nature ,  telles  que  font  les 
lettres  de  l'alphabet, 

VI.  L'Arithmétique  traite  des  nombres  ,  qu'elle  ex- 
prime par  des  chifres. 

.    Vil.  La  Géométrie  confidere  les  trois  efpeces  d'en- 
tendue ,  les  lignes  ,  les  furfaees  &  tes  fol  ides. 

Les  principes  que  les  Mathématiciens  emploient  dans 
leurs  raifonnemens ,  font  ou  des  définitions ,  ou  des  axio- 
mes ,  ou  des  demandes. 

VIII.  Les  déflations  font  les  explications  des  ter- 
mes dont  on  fe  fert ,  &  dont  on  fixe  le  fens  pour  éviter 
l'ambiguïté  &  la  confufîon  :  telle  eft  la  définition  fui- 
van  te  du  terme  tf  axiome* 

IX.  Les  axiomes  font  des  proportions  qui  fervent 
à  en  démontrer  plufieurs,  autres ,  &  qui  font  fi  évidentes  » 
qu'elles  n'ont  pas  befoin  de  preuves  :  telles  font  les  pro- 
pofitions  fuivantes  :  Le  tout  eft  plus  grand  qu'une  de  ks 
parties  :  Deux  grandeurs  qui  font  chacune  égales  à  une 
troifieme ,  font  égales  entr'elles. 

X.  Les  demandes  font  des  fuppofitions  qui  font  évi- 
demment poflîbles  ,  ou  des  chofes  fi  faciles  à  faire ,  que 
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perfonne  ne  les  contefte  ;  comme  fi  on  fuppofe  qu'il  y 
ait  une  ligne  tirée  d'un  point  à  un  autre  ;  qu'il  foit  per- 
mis d'ajouter  un  nombre  à  un  autre ,  &c. 

C?eft  par  le  moyen  de  ces  feuls  principes,  que  les 
Mathématiciens  démontrent  toutes  leurs  proportions , 
qui  font  de  quatre  fortes ,  Théorèmes  ,  Problèmes  ,  Co- 
rollaires &  Lemmes* 

XL  Un  Théorème  eft  une  propofition  de  laquelle  il 
faut  feulement  démontrer  la  vérité. 

XÎT.  Un  Problême  eft  une  proposition  dans  laquelle 
il  s'agit  d'enlèigner  la  manière  de  faire  quelque  choie  » 
&  de  démontrer  que  celle  qu'on  propofe  pour  l'exécu- 
tion ,  eft  infaillible. 

XIII.  Un  Corollaire  eft  une  vérité  qui  fuit  d'une  pro- 
pofition précédente. 

XIV.  Un  Lemne  eft  une  propofition  que  l'on  ne 
prouve  que  pour  démontrer  d'autres  proportions. 

Outre  ces  quatre  fortes  de  propofitions  ,  on  fait  en- 
core des  remarques  »  (bit  pour  les  éclaircir  ,  foit  pour 
en  faire  connoître  l'ufage ,  foit  pour  préparer  à  leur  dé* 
monftration.  On  emploie  auflîdes  Scholies  pour  l'éclair* 
ciflèment  de  quelques  propofitions  ,  &  pour  en  expli- 
quer l'ufage. 

Nous  allons  expofer  quelques-uns  des  axiomes  fur 
lefquels  font  fondées  les  Mathématiques. 

Le  tout  eft  égal  à  toutes  fes  parties  prifes  enfêmble  : 
par  exemple ,  fi  on  partage  une  toife  en  quatre  parties , 
il  eft  évident  que  la  toife  eft  égale  à  ces  quatre  parties. 

Le  tout  eft  plus  grand  qu'une  de  fes  parties. 

Deux  grandeurs  qui  font  chacune  égales  à  une  troi- 
fieme ,  font  égales  entr'elles  :  &  fi  deux  grandeurs  font 
égales  entr'elles  ,  &  que  l'une  foit  égale  à  une  troifieme, 
l'autre  fera  pareillement  égale  à  cette  troifieme. 

Si  à  des  grandeurs  égales  on  ajoute  d'autres  gran- 
deurs égales  ,  les  touts  qui  en  réfulteront  feront  égaux. 

Si  à  des  grandeurs  inégales ,  on  ajoute  d'autres  gran- 
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égales,  les.  tours  feront  inégaux:  pareillement  fi  à  des 
grandeurs  égales  on  ajoute  des  grandeurs  inégales  ,  les 
tonts  feront  inégaux. 

Si  de  grandeurs  égales  on  retranche  des  grandeurs 
égales ,  les  reftes  feront  égaux. 

Si  de  grandeurs  inégales  on  retranche  des  grandeurs 
égales ,  les  refies  feront  inégaux  :" pareillement  fi  de 
grandeurs  égales  on  retranche  des  grandeurs  inégales  , 
les  reftes  feront  inégaux, 

Si  de  plufieurs  quantités  ,  la  première  eft  plus  grande 
que  la  féconde ,  la  féconde  plus  grande  que  la  troiueme  > 
la  troifieme  que  la  quatrième  ,  &  ainfi  de  fuite  ,  la  pre- 
mière fera  plus  grande  que  la  dernière. 

Nous  diviferons  cet  Ouvrage  en  deux  Parties ,  dont 
la  première  contiendra  un  abrégé  d'Arithmétique  & 
d'Algèbre ,  que  nous  joignons  ensemble  ,  parce  que  l'on 
fait  les  mêmes  opérations  dans  l'une  &  l'autre  Science  : 
la  féconde  fera  la  Géométrie. 


PREMIERE   PARTIE. 

TRAITÉ  D'ARITHMÉTIQUE. 

CEtte  première  Partie  renfermera  trois  Livres. 
Dans  le  premier  »  on  expliquera  les  fix  principales 
opérations  >  tant  fur  les  nombres  que  fur  les  lettres  :  fça- 
voir ,  V Addition  9  la  SouJlraSioh  ,  la  Multiplication  ,  la 
Divijion  ,  la  Formation  des  puijfances  ,  YExtraâlion  des 
racines*  Dans  le  fécond  Livre  ,  on  expliquera  &.qn 
démontrera  d'abord  les  Raifons  &  les  Proportions  ,  & 
enfuite  les  FraSbns.  Dans  le  troifieme ,  on  traitera  des 
Equations.  x 


LIVRE    PREMIER. 

T)  £  S    PRINCIPALES     OpÊRATIONSl 

d'Arithmétique.  £r  <£  Algèbre*. 

Art.TP\  Ans  ce  premier  Livre ,  nous  parlerons  des 
I.  1  3  opérations  de  l'Arithmétique  avant  de  trai- 
ter de  celles  ae  l'Algèbre  >  parce  que  les  premières  pa- 
roiflent  moins  difficiles  »  &  qu'elles  peuvent  beaucoup 
contribuer  à  L'intelligence  des  autres*  , 

i.  L'Arithmétique  eft  une  Science  qui  enfeigne  à  faire 
différentes  opérations  fur  les  nombres  ,  &  qui  en  dé- 
montre les  principales  propriétés. 

Qn  fçait  que  plufieurs  unités  ou  plufieurs  parties  de 

air! 
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l'unité  font  un  nombre  :  ainfi  trois ,  cinquante  huit ,  qua- 
tre cinquièmes ,  &c.  font  des  nombres. 

2.  Pour  marquer  les  nombres ,  on  fe  fert  de  plufieurs 
carafteres  qui  nous  viennent  des  Arabes  ;  on  les  nomme 
ordinairement  chifres.  Il  y  en  a  dix  ;  fçavoir  ,1,2,3, 
4,7, (5, 7, 8, 9,0:  ce  dernier  ne  lignifie  rien  quand 
il  eu  feul  ;  mais  lorsqu'il  eft  avec  d'autres  chifres  ,  il  fert 
à  augmenter  la  valeur  de  ceux  après  lefquels  il  fe  trou- 
ve :  par  exemple ,  le  j"  ne  vaut  que  cinq  ;  mais  s'il'eft  fdi- 
vi  de  o  en  cette  manière  yo ,  il  vaut  cinquante.  On  verra 
par  les  remarques  fuivantes ,  qu'on  peut  avec  ces  dix 
caraderes  exprimer  tous  les  nombres  poflibles  :  on  pour- 
rait même  le  faire  avec  plus  ou  moins  de  chifres  ;  cela 
eft  arbitraire.  Il  y  apparence  qu'on  s'en  eft  tenu  à  dix, 
à  caufe  des  dix  doigts  dont  on  fe  fert  naturellement  pour 
compter. 

Remarque  première  et  fondamentale. 

3.  On  eft  convenu  que  chaque  chifre  auroit  des  va* 
leurs  différentes ,  fuivant  le  rang  qu'il  occupe  dans  un 
nombre  ;  en  forte  que  les  chifres  augmentent  en  pro- 
portiez  décuple  en  allant  de  droite  à  gauche ,  ou  ce  qui 
revient  au  même  ,  les  chifres  diminuent  en  proportion 
décuple  en  avançant  de  gauche  à  droite  :  cefl>à-diie  • 
qu'une  unité  d'un  chifre  vaut  dix  unités  de  celui  qui  eft 
immédiatement  plus  à  droite  :  par  exemple  ,  dans  le 
nombre  fept  mille  cinq  cents  foixante  &  deu^ ,  qui  fe 
marque  en  cette  manière  75*62 ,  chaque  unité  du  7  vaut 
dix  unités  du  y  :  car  les  unités  du  7  font  des  mille ,  puis- 
que ce  7  marque  fept  mille  ,  &  les  unités  du  $  font  des 
centaines  :  or  un  mille  vaut  dix  centaines.  Pareillement 
chaque  unité  du  y  vaut  dix  unités  du  6  ,  parce  que  les 
unités  du  7  font  des  centaines  ,  &  les  unités  du  6  font 
des  dixaines.  Enfin  chaque  unité  du  6  vaut  dix  unités  du 
2 ,  puifque  les  unités  du  6  font  des  dixaines ,  &  les  uni- 
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tés  du  2  font  des  unités  fimples.  Cette  remarque  eft  d'une 
fi  grande  importance  >  qu'elle  eft  le  fondement  des  opé- 
rations de  l'Arithmétique. 

IL 

4.  On  diviff  les  chifres  qui  compofent  un  nombre  en 
traaçhes ,  qui  contiennent  chacune  trois  cara fteres  ,  ex  • 
cepté  la  première  à  gauche  ,  qui  peut  n'en  contenir  que 
deux ,  ou  même  un  feul  :  c'eft  en  allant  de  droite  à  gau- 
che que  l'on  partage  le  nombre  en  tranches  ,  lefquelles 
marquent  différentes  parties  des  nombres  ;  voici  l'ordre 
de  ces  tranches  en  commençant  vers  la  droite  :  celle  des 
unités ,  celle  des  mille ,  celle  des  millions,  celle  des  mil- 
liards, celle  des  billiards  ,  celle  des  trilliaids ,  celle  des 
«juat rilliards ,  &c.  Dans  chaque  tranche  on  diftingue  trois 
rangs  ;  le  premier  ,  qui  eft  le  plus  à  gauche  >  eft  celui 
des  centaines  ;  le  fécond  ,  celui  des  dixaines  ,  &  le  troi- 
sième *  celui  des  unité;  :  on  peut  voir  tout  cela  dans  le 
nombre  fuivant  : 

Trilliaids,  BilliartU,  Milliards,  Millions,    Mille,      Unités. 

70,    425*.    670*    383,    9fz>    104,* 

ac:      noc      nac      nue     PS?C     pec 

SS*     Si- s.     ëi-lh     si-fc     |§1     §-•£ 

•  •  •  c  • 

III. 

y.  On  peut  bien  juger  ,  après  ce  que  nous  avons  dît 
dans  les  remarques  précédentes  ,  que  quoique  chacune 
tranche  contienne  des  centaines  ,  des  dixaines  &  des 
unités  ,  cependant  une  tranche  fignifie  des  parties  de 
nombre  fort  différentes  de  celles  d'ue  autre  tranche  ; 
par  exemple  la  tranche  des  millions  marque  des  cen- 

a  iv 
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taines ,  des  dixaines  &  des  unîtes  de  millions  ;  celle  des 
mille  fignifie  des  centaines ,  des  dixaines  &  des  unités  de 
mille  ;  ainfi  des  autres  ,  comme  nous  l'avons  marqué 
au-deflus  des  tranches  dans  le  nombre  précédent. 

Quand  nous  difons  que  chaque  tranche  contient  trois 
rangs  ;  fçavoir  des  centaines  >  des  dixaines  &  des  unités  » 
il  en  faut  excepter  la  première  à  gauche  ,  qui  peut  ne 
contenir  que  des  dixaines  &  des  unités*,  ou  des  uni- 
tés feulement ,  s'il  n'y  a  qu'un  chifre  dans  cette  tran- 
che. 

6.  B.  Il  paroît  par  ces  remarques  ,  que  chaque  chifre 
qui  compote  un  nombre  ,  a  deux  valeurs  >  une  propre 
ou  abfolue  »  l'autre  relative.  La  valeur  propre  ou  abfo- 
lue  d'un  chifre  ,  eft  celle  qu'il  a  étant  confidéré  feul  in* 
dépendamment  des  autres  qui  l'accompagnent.  La  va- 
leur relative  ,  eft  celle  qui  convient  à  un  chifre  ,  eu 
égard  au  rang  qu'il  tient  dans  un  nombre  :  par  exemple  , 
dans  le  nombre  75*62  ,  la  valeur  abfolue  du  7  eft  fept , 
&  fa  valeur  relative  eft  fept  mille.  Pareillement  la  va* 
leur  abfolue  du  y  eft  cinq  ,  &  fa  valeur  relative  eft  cinq 
cents. La  valeur  abfolue  d'un  chifre  eft  toujours  la  même; 
mais  fa  valeur  relative  change  félon  les  différens  rang* 
qu'il  tient. 

IV. 

7.  Quand  on  nomme  les  rangs  en  particulier ,  par 
exemple ,  ceux  des  milliards  ,  on  dit  centaines  de  mil* 
liards  ,  dixaine  de  milliards  ;  mais  il  feroit  inutile  de  dire  » 
unités  de  milliards  ;  on  dit  feulement  milliards  :  de  mê- 
me pour  la  tranche  des  millions ,  on  dit  centaines  de 
millions  ,  dixaines  de  millions  »  &  millions  ,  au  lieu 
d'unités  de  millions  ;  ainfi  des  autres.  Four  ce  qui  eft 
de  la  dernière  tranché  ,  qui  eft  celle  des  unités  ,  on  dit 
feulement  ,  centaines ,  dixaines  &  unités  ,  parce  qu'il 
eft  inutile  de  dire ,  centaines  d'unités ,  dixaines  d'unités  » 
&  unités  d'unités  >  ou  unités  {impies. 
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lia  dénomination  propre  à  chaque  tranche ,  fignifie  un 

I&cmhre  qui  vaut  mille  fois  plus  que  celui  qui  eft  expri- 
mé par  le  nom  de  la  tranche  fuivante  :  ainfi  un  billiard 
vaut  mille  milliards  v  un  milliard  vaut  mille  millions , 
un  million  vaut  mille  fois  mille  ,  &  enfin  un  mille  vaut 
mille  unités.  Tout  cela  pofé  ,  il  ne  fera  pas  difficile  de 
concevoir  comment  on  peut  nommer  ym  nombre  mar- 
qué par  des  chifres ,  &  comment  on  peut  aufli  marquée 
par  des  chifres  un  nombre  propofé  ;  ces  deux  méthodes 
s'appellent  numération  :  nous  allons  les  expliquer. 

8.  Pour  nommer  ou  énoncer  un  nombre  marqué  en 
chifres  ,  il  faut  i°.  le  partager  en  tranches  ,  en  com- 
mençant vers  la  droite  ;  en  forte  que  chaque  tranche 
contienne  trois  chifres  ,  excepté  la  première  ,  c'ett-à- 
dire ,  celle  qui  eft  la  plus  à  gauche ,  qui  pourra  n'en  con- 
tenir que  deux ,  ou  même  un  feul.  2°.  Ne  prononcer  la 
terme  propre  à  chaque  tranche  »  que  quand  on  eft  venu 
au  rang  des  unités ,  lequel  rang  eft  toujours  le  dernier 
à  droite  dans  la  tranche.  30.  Quand  il  fe  trouve  des  zé- 
ros dans  quelques  rangs  »  il  ne  faut  point  nommer  les 
parties  des  nombres  qui  conviennent  à  ces  rangs  :  pac 
exemple ,  foit  le  nombre  45-7825*39  ,  i°.  je  le  partage 
en  trois  tranches  par  des  vif  gules  en  cette  manière ,  45*  • 
782 ,  yj9  ;  la  ire.  tranche ,  qui  eft  celle  des  millions ,  ne 
contient  que  deux  chifres,  fçavoir  45*  ;  la  féconde ,  qui 
eft  celle  des  mille  >  contient  ceux-ci  782  ;  la  troifieme 
enfin  ,  contient  tes  trois  derniers  y  39.  Je  ne  pro- 
nonce le  terme  propre  à  chaque  tranche ,  que  quand  j'en 
fuis  venu  aux  unités  ;  ainfi  je  ne  dirai  pas  pour  la  pre- 
mière tranche ,  quarante  millions ,  enfuite  cinq  millions  s 
mais  je  ne  nommerai  millions  qu'après  avoir  exprimé 
y ,  qui  eft  au  rang  des  unités  de  millions  ;  je  dirai  donc 
quarante-cinq  millions  :  de  même  pour  la  féconde  tran- 
che, je  ne  dirai  pas,  fepr  cents  mille ,  enfuite  quatre* vingt 
mille  ,  &  enfin  deux  mille  ;  mais  je  dirai  >  fept  cents 
quatre-vingt-deux  mille  ;  pour  la  dernière  tranche  »  on 
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dit  amplement  cinq  cents  trente- neuf ,  fans  ajouter  le 
terme  aunités  ,  qui  feroit  inutile  :  toute  la  Comme  eft 
donc  quarante-cinq  millions  fept  cents  quatre-vingt  deux 
mille  cinq  cents  trente-neuf. 

Pareillement ,  afin  de  nombrer  ce  nombre  5  0400060, 
je  remarque  »  après  l'avoir  partagé  en  tranches  de  trois 
chifres  chacune ,  que  dans  la  première  tranche  il  y  a  un 
2ero  au  rang  des  unités  de  millions  ;  c'eft  pourquoi  il  ne 
faut  point  parler  des  unités  de  millions ,  mais  feulement 
des  dixaines ,  en  difant  ,  cinquante  millions  ;  de  même  , 
dans  la  fecçnde  tranche ,  qui  eft  celle  des  mille  >  y  ayant 
un  zéro  au  rang  des  dixaines ,  &  un  autre  au  rang  des 
unités  de  mille  ,  il  ne  faut  point  parler  ni  des  dixaines  » 
ni  des  unités  de  mille  ,  mais  feulement  des  centaines  , 
&  dire ,  quatre  cents  mille  :  enfin ,  dans  la  troifieme  tran- 
che ,  n  y  ayant  que  des  zéros  au  rang  des  centaines 
&  des  unités ,  je  dirai  Amplement  foixante  ,  fans  parler 
de  centaines  ni  d'unités  :  le  nombre  entier  eft  donc 
cinquante  millions  quatre  cent  mille  foixante.  Nous 
allons  parler  à  préfent  de  la  manière  dont  il  faut  s'y 
prendre  quand  on  veut  exprimer  en  chifres  un  nombre 
propofé. 

9.  Pour  marquer  par  des  chifres  une  fomme  propofée , 
il  faut  d'abord  écrire  le  nombre  des  millions ,  fi  la  fomme 
commence  par  des  millions  ,  ou  le  nombre  des  mille ,  fi 
elle  commence  par  des  mille  ,  ainfi  du  refte  ;  il  faut ,  dis- je  > 
écrire  le  nombre  des  millions ,  fans  s'embarraflèr  de  ce 
qui  fuit ,  enfuite  le  nombre  des  mille  >  &  enfin  les  cen- 
taines ,  les  dixaines ,  &  les  unités  fimples  ,  obfervant  de 
mettre  des  zéros  aux  rangs  des  parties  de  nombres  des- 
quelles il  n'eft  point  fait  mention  dans  la  fomme  propo- 
fée :  par  exemple ,  fuppofez  que  je  veuille  écrire  en  chi- 
fres la  fomme  fûivante  ,  cinquante-fept  millions  trois 
cent  foixante* huit  mille  deux  cent  fix  ;  j'écris  d'abord 
les  millions  en  cette  manière ,  5*7  >  fans  faire  attention  à 
ce  qui  fuit  ;  après  quoi  je  marque  les  mille  en  cette  forte  » 
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3  68 ,  &  les  mettant  à  côté  des  millions ,  il  vient  5^75  68  : 
enfin  à  la  fuite  des  mille  ,  je  marque  deux  cent  fix  de 
cette  manière  •  206  ,  écrivant  un  zéro  au  rang  des  di- 
zaines dont  on  ne  parle  point  dans  la  fomme  :  ce  qui 
donne  le  nombre  propofé  57368206.  ' 

Soit  encore  le  nombre  trois  cent  millions  vingt  trois 
mille  foixan  te- quatre  ,  qu'il  faut  écrire  en  chifres.  Je 
marque  en  premier  lieu  les  millions  en  cette  forte  ,300, 
mettant  des  zéros  aux  rangs  des  dixaines  &  des  unités  de 
millions  >  parce  qu'il  n'en  eft  point  fait  mention  dans  la 
fomme  :  j'écris  enfuite  les  mille  023  à  la  droite  des  mil- 
lions ,  mettant  encore  un  zéro  au  rang  des  centaines  de 
mille  dont  il  n'eft  point  parlé  ;  après  cela  je  marque  le 
refte  064.  à  la  fuite  des  mille  l  dans  cette  dernière  tran- 
che j'ai  écrit  un  zéro  au  rang  des  centaines  dont  il  n'eft 
point  parlé;  ces  trois  tranches  écrites  à  côté  les  unes 
des  autres  font  500023064  »  c'eft  la  fomme  propofée 
exprimée  en  chifres. 

Voici  un  troifîeme  exemple  :  fi  on  me  donnoit  la 
fournie  fuivante  à  écrire  en  chifres  ,  foixance- neuf  mil- 
liards cinquante  millions  trois  cent  foixante  ,  je  la  mar- 
querais en  cette  forte  ,  tf pojoooo  j  60  :  dans  cet  exem- 
ple j'ai  mis  trois  zéros  à  la  tranche  des  mille ,  parce  qu'il 
n'en  eft  point  parlé  dans  la  fomme.  Il  eft  facile  de  voir 
par  ce  qu'on  a  dit  jufqu'ici  ,  pourquoi  j'ai  écrit  chacun 
des  autres  comme  ils  font  marqués. 

Entre  les  nombres ,  il  y  en  a  qu'on  peut  appel  1er  ah- 
ftraits ,  &  d'autres  concrets.  On  en  diftingue  aufli  d'in* 
complexes  &  de  complexes  ,  d'entiers  &  de  fra&ionnaires 
ou  rompus. 

10.  Les  nombres  abftraits  ou  purs  font  ceux  qui  ex« 
priment  des  unités  ou  des  parties  d'unités  ,  fans  les  ap- 
pliquer à  des  grandeurs  particulières.  Les  nombres  con- 
crets font  ceux  qui  défignent  des  grandeurs  particulier 
res  ,  comme  quand  on  dit  100  livres.  Si  les  grandeurs 
défignées  font  quelque  efpece  d'étendue ,  on  peut  ?pr 
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pellerces  nombres  géométriques,  par  exemple  12  toile?» 

1 1.  Les  nombres  incomplexes  font  ceux  qui  ne  con- 
tiennent qu'une  efpece  de  quantités ,  comme  des  livres  : 
tel  eft  le  nombre  5*23  <$  livres, 

1 2.  Les  nombres  complexes  font  ceux  qui  contien- 
nent plufieurs  efpeces  de  quantités  ,  comme  des  livres  , 
des  fols  &  des  deniers  :  par  exemple ,  5:42  livres  1  y  fols 

.  8  deniers ,  que  l'on  marque  de  cette  manière  »  5*42  U 
•1  j  f.  8  den. 

13.  Un  nombre  entier  eft  celui  qui  contient  l'unité 
plufieurs  fois  jexaâement ,  comme  y  ,  9  ,  67 ,  &c* 

14.  Un  nombre  fraâionaire  ,  ou  une  fraâion  ,  eft 
celui  qui  contient  une  ou  plufieurs  parties  égales  dans 
lefquelles  on  conçoit  que  1  unité  eft  divifée  :  par  exem- 
ple ,  fi  on  conçoit  l'unité  divifée  en  douze  parties  égales , 
cont  on  en  prenne  y  ,  ces  cinq  i2mc*  feront  une  fraâion 
que  l'on  écrit  en  cette  manière  A  :  il  faut  donc  deux 
nombres  pour  former  une  fraâion  ,  dont  Pun  exprime 
combien  l'on  prend  de  parties  égales ,  on  l'appelle  le 
numérateur  ,  de  l'autre  marque  en  combien  de  parties  le 
tout  eft  divifé ,  on  l'appelle  dénominateur  ;  le  premier 
s'écrit  au-deflus  d'une  ligne ,  &  l'autre  au-deflbus ,  com- 
me on  le  voit  dans  l'exemple  propofé  :  de  même  la  frac- 
tion trois  quatrièmes  s'écrit  en  cette  forte  7 ,  ainfi  des 
autres. 

1  y.  Quoique  l'on  ait  dit  qu'il  falloit  deux  nombres 
pour  exprimer  une  fraâion  ,  on  ne  prétend  pas  en  ex- 
clure l'unité ,  qui  peut  être  ou  numérateur  ou  dénomi- 
nateur,  comme  dans  les  fraâions  f&"M  ainfi  quoique 
l'unité  ne  foit  point ,  à  proprement  parler  ,  un  nombre , 
cependant  il  arrivera  plufieurs  fois  ,  qu'en  parlant  des 
nombres  en  général ,  on  y  comprendra  l'unité. 

Tout  le  monde  fçait  qu'il  y  a  quatre  opérations  géné- 
rales dans  l'Arithmétique  ;  (çavoir  ,  V  Addition,  ,  la  Soie- 
fira&ion ,  la  Multiplication  &  la  Divifion.  Ces  quatre 
opérations  font  le  fondement  de  toutes  les  autre»» 
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t*tft  pourquoi    nous  les  expliquerons  avec  étendue* 

T>  E     L'ADDITION. 

l<5»  L.5 Addition  eft  une  opération  par  laquelle  ayant 
plufieurs  nombres  ,  on  en  cherche  la  fomme  :  par  exem- 
ple ,  fi  ayant  les  deux  nombres  1 2  &  1 8  ,  on  en  cher* 
che  la  fomme  ,  qui  eft  30 ,  cela  s'appelle  ajouter  enfem- 
ble  1 2  &  1 8.  Il  ne  fufliroit  pas  dans  l'Arithmétique ,  de 
marquer  la  fomme  en  mettant  12-4-  18,  comme  on  fait 
en  Algèbre.  Mais  il  faut  que  cette  fomme  foit  exprimée 
par  un  feul  nombre  incomplexe  ou  complexe ,  félon  l'ef- 
pece  des  nombres  qu'on  ajoute.  On  voit  par  la  définition: 
de  l'addition  ,  qu'elle  confifte  à  trouver  un  tout  dont  on 
connoît  les  parties.  Dans  l'exemple  propofé ,  les  deux 
parties  connues  font  1 2  &  1 8  ,  &  le  tout  qu'on  cher- 
che eft  30. 

17.  Afin  de  faire  cette  opération ,  il  faut  difpofer  tous 
les  nombres  les  uns  fous  les  autres  ;  enforte  que  les 
unités  répondent  aux  unités  ,  les  dixaines  aux  dixaines  » 
les  centaines  aux  centaines ,  les  mille  aux  mille ,  ainfi  du 
refte  :  enfuite  on  doit  tirer  une  ligne  -au-deflbus  des 
nombres  ;  après  quoi  on  obferve  la  règle  fuivante. 

1 8.  On  commence  par  la  colomne  des  unités  dont  on 
prend  la  fomme  ;  il  peut  arriver  deux  cas  :  ou  bien  cette 
fomme  peut  s'exprimer  par  un  feul  chifre  ,  comme  8  ; 
&  alors  il  faut  écrire  8  au-deflbus  des  unités  :  ou  la  fonv 
me  des  unités  ne  peut  être  exprimée  que  par  deux  chif- 
fres ;  dans  ce  cas  il  faut  écrire  fous  la  colomne  des  uni- 
tés le  dernier  des  deux  chifres  ,  c  eft- à- dire  ,  celui  qiii 
eft  à  droite  :  par  exemple  ,  s'il  y  a  2j  unités  ,  on  met 
S  fous  la  colomne  des  unités  ,  &  l'on  retient  2  qui  mar- 
que des  dixaines ,  pour  l'ajouter  aux  dixaines  qui  font 
dans  la  colomne  voiline  en  allant  vers  la  gauche.  On 
opère  de  la  même  manière  fous  la  colomne  des  dixaines , 
fur  celle  des  centaines  »  &c. 
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15).  Remarquez  que  quand  dans  quelques-unes  des 
colomnes ,  par  exemple ,  celle  des  dixaines  ,  il  ne  fe 
trouve  aucun  chifre  pofitif ,  pour  lors  on  met  un  zéro 
au-  deflbus ,  fi  on  n'a  rien  retenu  de  la  colomne  des  uni- 
tés ;  mais  fi  on  avoit  retenu  quelque  chofe  ,  par  exem- 
ple 3 ,  il  faudroit  écrire  3  fous  la  colomne  des  dixaines. 

Exemple    premier. 

Soient  propofés  à  ajouter  les  nombres  3J602J2  » 
4630013  ,  675-8200,  600433. 

Après  les  avoir  difpofés  les  uns  fous  les  autres  »  les 
unités  fous  les  unités  »  les  dixaines  fous  les  dixaines  ,  les 
centaines  fous  les  centaines ,  &c.  comme  on  le  voit  ci- 
deflbus ,  il  faut  opérer  en  premier  lieu  fur  les  unités  'que 
Ton  peut  ajouter  en  commençant  indifféremment  par  le 
haut  ou  par  le  bas  de  la  colomne  :  mais  il  eft  bon  de 
choifir  une  des  deux  manières  pour  la  fuivre  toujours  : 
je  commencerai  par  le  haut  de  chaque  colomne* 
.  Je  dis  donc  :  2  &  3  font  y  ,  y  &  3  3  y6o2 y 2 
font  8  ;  je  pofe  8  fous  la  colomne  des  4630023 
unités  :  je  pafle  enfuite  à  la  colomne  des  6758200 
dixaines  ,  en  difant  y  &  2  font  7  &  6p°433 
3  font  10  :  cette  fomme  des  dixaines  ne  ■■ 
pouvant  s'exprimer  que  par  deux  chi-  1  y  y  485*0 8 
très  ,  j'écris  le  dernier  qui  eft  o  ,  fous  la  colomne  des 
dixaines  >  &  je  retiens  1 ,  qui  eft  le  premier  chifre  de  la 
fomme  10  ,  pour  la  colomne  des  centaines ,  à  laquelle 
je  pafle  en  commençant  par  1  que  j'ai  retenu  :  je  dis 
donc  ,  1  &  2  font  3  ,  3  &  i  font  y  ,  y  &  4  font  p  »  que 
j'écris  fous  la  colomne  des  centaines  :  enfuite  je  pafle  à 
celle  des  mille  ,  dans  laquelle  il  n'y  a  que  8  qui  foit  po- 
fitif  ;  je  mets  donc  8  fous  cette  colomne  »  puis  je  viens  à 
celle  des  dixaines  de  mille ,  &  je  dis  :  6  &  3  font  9  ,  9 
&  y  font  14  :  je  pofe  le  dernier  chifre  4  fous  cette  co- 
lomne ,  &  je  retiens  1  pour  la  colomne  des  centaines  de 
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mille ,  fur  laquelle  j'opère  de  la  même  manière  »  en  di- 
fant  :  i  &  y  font  6 ,6  &  6  font  12 ,  12  &  7  font  19 , 
I 9  &  6  font  2 y  5  j'écris  y  fous  cette  colomnc ,  &  je 
retiens  2  pour  celle  des  millions  ;  je  dis  donc  2  &  3  font 
y,  y  &  4 font  9 ,9  &  5  font  iy-;  je  pofe  y  au-deflbu$ , 
&  j'avance  2  qui  refte. 

Exemple     II. 

Soient  encore  propofés  les  quatre  nombres  fuivans , 
3504.80a,  tfoypoo,  106300,  9402  ,  dont  il  faut 
trouver  la  fomme. 

Les  ayant  dïfpofés ,  comme  on  le  voit ,  3  5*04802 
je  commence  par  ajouter  les  chifres  de  la  605-900 
colomne  des  unités  ;  de-là  je  pafle  aux  106300 
dixaines  ,  puis  aux  centaines  ,  ainfi  de  9402 

fuite  »  comme  il  a  été  pxefcrit  ,  remar-  * 

quant  que  je  dois  pofer  zéro  fous  la  co-  4226404 
lomne  des  dixaines  (19) ,  parce  qu'elle  ne  contient  aucun 
chifre  pofirif ,  &  que  d'ailleurs  je  n'ai  rien  retenu  de  la 
colomne  des  unités  :  de  même  ,  paflant  de  la  colomne  des 
nille  ,  de  laquelle  j'ai  retenu  2 ,  à  celle  des  dixaines  de 
mille  ,  je  n'ai  trouvé  aucun  chifre  pofitif  ;  ainfî  je  pofe 
fous  cette  colomne  le  1  que  j'avois  retenu  (19). 

Avertissement.  Lorfqu'un  nombre  eft  renfermé 
entre  deux  parenthèfes ,  c'eft  une  citation ,  c'eft-à-dire  » 
qu'il  Cgnifie  que  la  propofition  qui  le  précède  ou  qui  le 
renferme  eft  prouvée  par  l'article  que  le  nombre  défi- 
gne.  Ainfi  après  avoir  dit  dans  l'explication  du  fécond 
exemple  >  qu'il  falloit  pofer  un  zéro  fous  la  colomne  des 
<lixaines ,  on  a  mis  (19)  pour  faire  connoîrre  que  la  pro- 
portion dépend  de  l'art.  19.  On  a  fait  la  même  enofe 
après  avoir  dit  qu'il  falloit  écrire  2  fous  la  colomne  des 
dixaines  de  mille. 

20.  On  obferve  la  même  règle  dans  l'addition  des  nom* 
bres  complexes  que  dans  celle  des  incomplexes  >  &  on 
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commence  l'opération  par  les  plus  petites  efpeccs,  eh  al- 
lant de  fuite  aux  plus  grandes  :  fur  quoi  il  faut  remarquer 
qu'en  partant  d'une  efpece  à  une  plus  grande ,  comme  des 
deniers  aux  fols  ,  il  faut  voir  combien  de  fois  celle  à  la- 
quelle on  pafle ,  eft  contenue  dans  la  fomme  des  plus  pe* 
frites,  n'écrivant  que  1er  eft  e  ,  s'il  y  en  a  ,,foils  la  moindre 
efpece ,  &  retenant  le  nombre  de  fois  que  la  grande  ef- 
pece eft  contenue  dans  lai  fomme  des  plus  petites ,  pour 
ajouter  ce  nombre  à  la  plus  grande  :  par  exemple ,  fi  on 
pafle  des  deniers  aux  fois  ,  &  qu'il  y  ait  3  8  deniers  , 
comme  cette  fomme  de  3  8  deniers ,  contient  trois  fols  & 
a  deniers  de  plus  ,  on  écrira  2  fous  les  deniers  ,  &  on 
retiendra  3  pour  les  ajouter  aux  fols. 

De  même  quand  on  pafle  des  dixaines  de  fols  aux 
livres ,  il  faut  aufli  réduire  ces  dixaines  en  livres  :  or  on 
fçait  qu'une  livre  vaut  deux  dixaines  de  fols  ;  c'eft  pour* 
quoi  il  faut,  fi  le  nombre  des  dixaines  eft  pair,  en  prendre 
la  moitié  qui  marquera  les  livres  qui  y  font  contenues  : 
par  exemple ,  s'il  y  avoit  8  dixaines  de  fols ,  il  faudroit 
prendre  4 ,  qui  eft  la  moitié  de  8',  &  ce  4  marque  qu'il  y 
a  quatre  livres  dans  huit  dixaines  de  fols  :  il  n'y  auroit 
donc  rien  à  mettre  fous  les  dixaines  de  fols  :  mais  on  re- 
tiendrait 4  pour  l'ajouter  à  la  colomne  des  unités  de  li- 
vres. Si  le  nombre  des  dixaines  de  fols  eft  impair ,  il  en 
faut  ôter  une ,  que  l?on  écrira  fous  les  dixaines ,  &  pren- 
dre la  moitié  du  refte  :  cette  moitié  marquant  des  livres  , 
on  l'ajoutera  à,  la  colomne  des  unités  de  livres  :  par 
exemple ,  s'il  y  avoit  5*  dixaines  de  fols  ,  il  en  faudroit 
ôter  une  ,  &  récrire  fous  les  dixaines  de  fols  ;  enfuite 
prendre  2 ,  qui  eft  la  moitié  du  refte  4 ,  &  l'ajouter  aux 
livres. 

Exemple     I. 

SI  on  me  propofe  d'ajouter  les  nombres  complexe* 
35602  livres  iy  fols.  8  deniers  ,  64913  1.  6  f.  11  den. 
7043  1. 18  f.j>  d.  &  j8  1, 12  f.  10  d.  jo  les  difpofe  de 

la 
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fat  manière  fuivante ,  les  unités  fous  les  unités  »  les  di- 
xaines fous  les  dixaines  ,  &c.  obfervant  de  plus  de  pla- 
cer les  deniers  d'un  nombre  fous  les  deniers  des  autres 
nombres  :  il  faut  placer  de  ipeme  les  fols  fous  les  fols 
&  les  livres  fous  les  livres ,  comme  on  le  voit. 

Je  commence  par  les  de-         35-602!.  iy  f,  8d. 
niers  *  en  difant  :  8  &  1 1  font         64923       6     11 
19  &  9  font  28 ,  28  &    10  7043     18      9 

font  3  8  :  cette  fomme  contient         #      j  g     1 2    10 
3C2  d.  c'eftpoujquoijepofe  ■■ 

2  fous  les  deniers  ,  &  je  re-  107628  1.  14  f  2  d. 
tiens  3  pour  l'ajouter  aux  fols  :  s'il  y  avoit  eu  feule* 
ment  $6  deniers  qui  font  trois  fols  (ans  refte ,  il  auroit 
fallu  retenir  3  pour  l'ajouter  aux  fols  ;  &  on  n'auroit  pu 
mettre  qu'un  zéro  fousJes  deniers.  Je  viens  enfuite  aux 
fols ,  &  je  dis  :  3  qae  j'ai  retenu  &  j  font  8  ,  ,8  &  6 
font  14 , 14  &  8  font  22 , 22  &  2  font  24  ;  je  pofe  le 
dernier  chiure  4  fous  la  colomne  des  unités  de  lois  ,  & 
je  retiens  2  que  j'ajoute  aux  dixaines  de  fols  :  en  di- 
fant ;  2  &  1  font  3,  3  &  1  font  4, 4  &  1  font  y;  ce  nom- 
bre étant  impair,  j'en  ôte  1  que  je  pofe  fous  la  colomne 
des  dixaines  de  fols  ,  il  refte  4  (font  je  prends  la  moitié , 
qui  eft  deux  que  j'ajouterai  avec  les  livres. 

Je  pafTe  donc  aux  livres  ,  &  je  dis  :  2  &  2  que  j'ai 
retenu  font  4 ,  4  &  3, font  7  »  7  &  3  font  10 ,  10  &  8 
font  1 8  ;  je  pofe  8  &  je  retiens  1  que  j'ajoute  à  la  co- 
lomne voifine  ,  opérant  félon  ce  que  nous  avons  dit 
dans  le  premier  exemple  de  l'addition  des  nombres  in- 
complexes. 

Exemple  II. 

Voici  encore  un  exemple  de  l'addition  des  nombres 
complexes  où  il  s'agit  d'ajouter  des  toifes  ,  des  pieds 
&  des  pouces.  On  fçait  que  la  toife  contient  fix  pieds  » 
&  le  pied  douze  pouces, 

I.  Partie.  b 
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J42  toiles  4  pieds  iO  pouce*» 


927  s 


8 


8jT  3  * 


*sss        «  8 

Remarques.    " 
I. 

21 .  On  peut  remarquer  que  dans  l'addition  des  nom- 
bres complexes  qui  contiennent  des  fols  &  des  deniers  , 
on  opère  en  même  tems  fur  les  unités  &  fur  les  dixaines 
de  deniers ,  comme  dans  le  premier  exemple  :  au  lieu  que 
l'opération  fe  fait  par  parties  fur  les  fols  5  enforte  qu'on 
ajoute  les  unités  avant  que  de  pafler  aux  dixaines:  cette 
différence  vient  de  ce  qu'il  faut  exactement  un  certain 
nombre  de  dixaines  de  fols  pour  faire  une  ou  plusieurs 
livres  ;  au  contraire  pour  réduire  les  deniers  en  fols  , 
on  eft  obligé  d'ajouter  des  deniers  aux  dixaines  :  par 
exemple  ,  pour  un  fol  il  faut  une  dixaine  de  deniers  & 
deux  de  plus  ,  c'eft-àdire  ,  12  depiers  :  pour  deux  fols 
il  faut  deux  dixaines  &  quatre  deniers  de  plus ,  c'eft-à~x 
dire  >  24  deniers ,  &c.  Par  la  même  raifon  ,  dans  le  fé- 
cond exemple  »  il  faut  ajouter  en  même  tems  les  unités 
&  les  dixaines  de  pouces ,  pour  voir  combien  la  fomme 
contient  de  pieds. 

11. 

22.  Quand  on  a  beaucoup  de  nombres  à  ajouter  ,  il 
faut,  pour  une  plus  grande  facilité,  faire  plufieurs  addi- 
tions ,  enfuite  ajouter  toutes  les  fommes  qu'on  aura  trou- 
vées par  ces  additions  ,  pour  en  faire  la  fomme  totale  : 
par  exemple. ,  (i  on  avoit  28  nombres  à  ajouter ,  on  pour- 
rait prendre  les  dix  premiers  pour  en  faire  une  addition , 
puis  les  dix  fuivans  pour  en  faire  une  féconde  ,  &  enfin 
Tes  8  derniers  pour  une  troiGeme  ;  &  après  ces  trois  ad- 
ditions >  il  faudroit  ajouter  enfémble  les  trois  fommes 
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qu'on  aurpit  trouvée!  ;  ce  qui  donnerait  la  fomme  tota- 
le des  vingt-huit  nombres. 
DE  LA  PREUVE  DE  L'ADDITION. 

23.  Si  après  l'addition  on  veut  fçavoir  fi  on  ne  s'eft 
pas  trompé  dans  l'opération  ,  il  faut  ôter  de  la  fomme 
totale  qu'on  a  trouvée  ,  tous  les  nombres  qui  ont  été 
ajoutés  ;  &  s'il  ne  refte  rien ,  c'eft  une  marque  que  l'ad- 
dition eft  bien  faite ,  parce  qu'un  tout  eft  égal  à  toutes 
lès  parties  prifes  enfemble.  Ainfi  après  avoir  ôté  de  la 
fomme  totale  tous  les  nombres  ajoutés ,  s'il  reftoit  quel- 
que chofe  ,  ou  fi  on  ne  pou  voit  pas  ôter  tous  les  nom- 
bres de  cette  fomme  ,  l'addition  feroit  mal  faite  ,  au- 
quel cas  il  faudroit  recommencer. 

24.  Cette  manière  de  s'aflurer  fi  on  a  bien  opéré  } 
s'appelle  Preuve  de  V  Addition ,  qui  fe  pratique  en  cette 
forte  :  on  commence  par  la  première  colomne  ,  c'eft-à- 
dire ,  celle  qui  eft  plus  à  la  gauche  >  dont  la  fomme  doit 
être  âtée  du  chifre  ou  des  chifres  de  la  fomme  totale  qui 
répondent  à  cette  colomne  »  &  on  écrit  le  refte  au-def- 
fous  ,  s'il  y  en  a ,  pour  le  joindre  par  la  penfée  avec  le 
caraâere  fuivant  de  la  fomme  totale  :  on  pafle  enfuite  s 
la  féconde  colomne  dont  la  fomme  doit  être  aufli  fouf- 
traite  du  refte  qu'on  vient  d'écrire  joint  au  caraâere  de 
la  fomme  totale  ,  qui  répond  à  la  féconde  colomne  :  Se 
s'il  n'y  a  peint  eu  de  relie ,  on  ne  doit  fouftraire  que  de 
ce  caraâere.  Il  faut  toujours  écrire  le  refte  au-deflbus  , 
s'il  y  en  a  «pour  le  joindre  par  la  penfée  au  chifre  fui- 
vant de  la  fomme  totale  :  on  pour  fuit  en  obfervant  la 
même  méthode  »  &  à  la  fin  de  la  preuve  ,  il  ne  doit  rien 
refter.  Cela  s'entendra  par  un  exemple. 

Pour  faire  la  preuve  de  cette  addition  >  85*04 

f  opère  en  allant  de  bas  en  haut ,  en  difant  :  7609 

3  &  7  font  10 ,  10  &  8  font  18  que  j'ôte  3405* 

des  chifres  correfpondans  dans  la  fomme  - 

totale,  c'eft-à-dire  de  ip  ,  il  refte  1  que  j'é-  ^ 

cris  fous  la  première  colomne  :  je  le  joins  I?{\ 

bij 
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par  la  p  en  fée  à  y  qui  eft  le  chifre  fuivanc  de  la  fbmmé 
totale  ,  ce  qui  fait  i  y  ,  dont  il  faut  fouftraire  la  féconde 
colomne  ;  je  dis  donc  :48c  6  font  io>  10  &  y  font  iy 
que  j'ôte  de  1 7  »  il  refte  o  que  j'écris  au-deflbus  de  y  ;  je 
p.afle  enfuite  à  la  troifieme  colomne  qui  ne  contient 
que  des  zéros  ,  lefquels  étant  ôtés  de  1  qui  répond  à 
cette  colomne ,  il  refte  1  qu'il  faut  joindre  par  la  pen- 
fée  à  8  ,  ce  qui  fait  1 8  dont  il  faut  ôter  la  quatrième 
colomne  ;  ainfi  je  dis  :  y  &p  font:  14,  14&  4  font  18 
que  j'ôte  de  18  ,  il  ne  refte  rien  ;  ce  qui  fait  voir  que 
l'addition  eft  bien  faite. 

On  fe  fert  de  la  même  méthode  pour  la  preuve  de 
l'addition  des  nombres  complexes,  en  remarquant  néan- 
moins que  quand  on  pafle  des  plus  grandes  efpeces  aux 
moindres  ,  on  réduit  ce  qui  refte  de  la  fomme  des  plus 
grandes  aux  moindres  qui  fuivent  :  par  exemple  ,  les 
livres  en  dixaines  de  fols  &  les  fols  en  deniers.  Nous 
allons  appliquer  cette  méthode  à  une  addition  de  nom- 
bres complexes. 

Pour  taire  la  preuve  de  370  liv.  18  f.  p  den, 

cette  addition ,  je  commen-  49  3         1 4    1 1 

ce  par  la  première  colomne  6  9      7 

&  je  dis  :  4  &  3  font  7  ' 
que  j'ôte  de  8 ,  il  refte  I  que  °7 1  3       3 

j'écris  au  deflbus  de  8  ,  je  le 

joins  par  la  penfée  à  7 ,  ce  qui  fait  17  ;  enfuite  je  dis  : 
9  &  7  font  16  que  j'ôte  de  17  ,  il  refte  1  que  je  pofe 
fous  7  ;  je  le  conçois  joint  à  un  qui  fuit ,  ce  qui  fait  1 1  : 
d'où  j'ôte  9  qui  font  à  la  colomne  correfpondante  ,  il 
refte  2  «  c'eft-à-dire  l  livres ,  qu'il  faut  réduire  en  qua- 
tre dixaines  de  fols  ;  il  faut  donc  concevoir  4  fous  la  co- 
lomne des  dixaines  de  fols  ,  &  fouftraire  ces  dixaines  de 
4;  il  reliera  2  que  j'écris  fous  cette  colomne  :  ce  2  étant 
joint  par  la  penfée  avec  le  5  qui  fuit,  j'aurai  23 ,  dont  je 
dois  ôter  la  colomne  des  unités  de  fols  >  je  dis  donc  :  9 
:  4  font  13  >  13  &  8  font  21 ,  qui  étant  ôtés  de  23  ,  il 
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rcfte  2 ,  qu'il  faut  mettre  fous  3.  Ce  2  marque  deux  fols, 
qui  valent  24  deniers  ,  lefquels  il  faut  ajouter  avec  les 
trois  autres  qui  font  fous  la  coîomne  des  deniers,  cela 
fera  27  dont  il  faut  ôter  les  deniers  des  trois  nombres  ; 
il  y  en  a  27  ,  qui  ôtés  de  27  ,  il  ne  refte  rien  ;  ce  qui  çft 
une  marque  que  l'addition  eft  bien  faite» 

Voici  encore  une  addition  corn-     269  I. 16  f.  1 1  d. 
plexe  ,  dont  on  a  fait  la  preuve  ,     75? o     18       3 
comme  dans  l'exemple  précédent,       83.     17       p 

en  obfervant  que  quand  on  a  pafTé 

des  livres  aux  dixaines  de  fols  >H4J  12  11 
comme  il  y  avoit  2  livres  de  refte ,  z  *  *  Xl  ° 
on  les  a  réduits  en  quatre  dixaines  ,  auxquelles  on  a 
ajouté  celle  qui  fe  trouvoit  fous  la  colomne  des  dixai- 
nes de  fols  ;  ce  qui  a  fait  y  qu'il  a  fallu  concevoir  à  îa 
place  de  1  qui  eft  fous  cette  colomne  :  on  a  enfui  te  ôté 
du  y  les  trois  dixaines  de  la  colomne  ,  &  on  a  écrit  le 
refte  2  fous  1 ,  pour  le  joindre  par  la  penfée  au  2  qui  eft 
fous  la  colomne  des  unités  de  fols.  De  mêmelorfqu'on  a 
pafle  des  fols  aux  deniers,  il  a  fallu  réduire  un  fol  qui 
reftoit ,  en  1 2  deniers  ,  que  lVui  a  ajoutés  à  1 1 ,  qui  fonc 
fous  les  deniers ,  &  de  la  fbmme  2  3  on  a  fouftrait  les  de- 
niers qui  font au-deflus  :  ce  qui  étant  fait,,  il  n'eft  rien 
refté  ;  ainfi  l'adition  eft  bien  faîte. 

25*.  Il  ne  nous  refte  plus  qu'à  donner  la  démonftra- 
tion  de  l'addition.  On  entend  par  démonftration  d'une 
opération  ,  la  raifon  fur  laquelle  eft  fondée  la  règle  pref- 
crîte  pour  cette  opération,  c*eft  pourquoi  il  y  a  beaucoup 
de  différence  entre  là  démonftration  &  la  preuve  d'une 
opération ,  puifque  par  la  démonftration  on  fait  voir 
qoe  h  règle  prercrite  par  l'addition  ,  par  exemple  ,  effc 
infaillible  ;  au  lieu  que  la  preuve  ne  fert  qu'à  faire  con- 
noitre  qu'on  a  obfervé  cette  règle  dans  les  exemples 
particuliers. 

DU] 
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Démonstration  de  l'Addition. 

« 

26.  On  cherche  par  f addition  une  femme  totale  qui 
contienne  plufieurs  nombres  propofés.  Or  en  fuivant  la 
règle  prefci  ite  par  l'addition  a  on  trouve  la  fomme  ta* 
taie  qui  contient  tous  les  nombres  propofés  ,  puifqu'on 
prend  la  fomme  des  unités ,  celles  clés  dixaines ,  des  cen- 
taines ,  des  mille ,  &  ainfi  des  autres  parties  des  nom- 
bres ;  par  conféquent ,  fi  on  fuit  la  règle  preferite  pour 
l'addition  ,  on  trouve  nécefla  ire  ment  la  fomme  totale 
de  tous  les  nombres  qu'il  falloit  ajouter. 

Quant  à  ce  que  la  règle  preferit  d'ajouter  les  dixai- 
nes à  la  colomne  qui  précède  vers  la  gauche ,  lorfque  la 
fomme  qui  réfulte  d  une  colomne  ne  peut  s'exprimer 
que  par  deux  chifres ,  cela  eft  fondé  fur  l'art.  4.  dans  le- 
quel on  a  remarqué  que  la  valeur  des  chifres  augmente 
en  proportion  décuple  en  allant  de  droite  à  gauche. 

DE  LA  SOUSTRACTION. 

27.  Le  fouftraéHon  eft  une  opération  par  laquelle  on 
ête  un  moindre  nombre  d'un  plus  grand  :  par  exemple  , 
fi  on  ôte  9  de  12  ,  c'eft  une  fouftra&ion.  Le  nombre 
qui  réfulte  de  la  fouftraftion  eft  appelle  refit  ou  diffé- 
rence :  Dans  notre  exemple  3  eft  le  refte  ou  la  différence 
des  nombres  12  &  9.  Il  eft  vifible  par  la  définition  de  la 
fouftraéHon  ,  que  cette  opération  confîfte  à  chercher 
une  partie  d'un  tout  dont  on  çonnoît  déjà  l'autre  partie 
aufli  bien  que  le  tout  qui  ne  contient  que  ces  deux  par* 
ties.  Dans  l'exemple  propofé,  le  tout  eft  12  ,  la  partie 
connue  eft  p  ,  &  le  refte  3  çft  l'autre  partie  qu'on  cher- 
choit. 

28.  Voici  une  axiome  dont  nous  avons  befoin  pour  la 
fouftradion  :  lprfqu'on  ajoute  le  même  nombre  à  deux 
autres ,  la  différence  de  ces  deux  nombres  eft  toujours 
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la  même  avant  &  après  l'addition  :  iï  par  exemple  ,  on 
ajoute  6ài2&àc;,la  différence  des  Tommes  1 8  &  1  y 
eft  la  même  que  celle  des  nombres  f  2  &  9. 

29.  Pour  faire  la  fouftr action ,  il  faut  écrire  le  nom* 
bre  que  l'on  veut  fouftraire  au-dçflbus  de  l'autre  ;  en- 
forte  que  les  unités  de  l'un  répondent  aux  unités  de  l'au- 
tre,  les  dixaines  aux  dixaines  >  les  centaines  aux  cen- 
taines ,  &c.  enfuite  tirer  une  ligne  au -de  flous  des  deux 
nombres  ,  après  quoi  on  doit  obferver  la  régie  fuivanre. 
On  commence  par  ôtçr  les  unités  du  nombre  à  fouftraire 
des  unités  de  l'autre  :  il  peut  arriver  trois  cas  ;  le  pre- 
mier, que  le  chifre  inférieur  qui  marque  Jas  unités  foit 
plus  petit  que  le  fupérieur  ;  pour  lors  on  écrit  le  telle 
au-deflbus  dans  le  même  rang:  le  fécond  cas  eft  lorfquc 
les  deux  chifres  font  égaux  ;  dans  ce  fécond  cas  on  met 
un  zéro  au-deflbus  ,  parce  que  le  çara&ere  inférieur 
étant  ôté  de  fautre  »  il  ne  refte  rien. 

30.  Le  troifieme  cas  çn6n ,,  çft  quand  le  caraôere  in- 
férieur eft  plus  grand  Que  le  fupérieur,  alors  il  faut  ajou- 
ter une  dixaine  au  chi.fxe  fupérieur  s  enfuite  de  la  fommç 
compoféede  cette  dizaine  oc  de  ce  chifre»  ôter  celui  qui 
eft  au-deflbus ,  &  écrire  le  refte  fous  la  ligne  dans  le  mê- 
me rang;  par  exemple  ,  fi  on  vouloit  fouftraire  28  de 
43  ,il  faudroit  après  les  avoir  difpofés  en  cette  manière 
rj .  ajouter  d'abord  10  à  3  ;  enfuhe  retrancher  8  de  la 
fomme  1 3  compofée  de  10  &  de  3  ;  enfin  écrire  le  refte 
5  au-deflbus  de  8. 

Comme  dans  ce  troifieme  cas  on  a  ajouté  une  dixaine 
an  nombre  dont  on  veut  fouftraire ,  on  doit  ajouter  tout 
autant  au  nombre  que  l'on  doit  fouftraire  (  2S)  ,  c'eft 
pourquoi  il  faut  fuppofer  que  dans  ce  dernier  nombre  le 
chifre  du  rang  précédent  eft  augmenté  d'une  unité  ;  la- 
quelle eft  égale  à  la  dixaine  ajoutée  au  chifre  plus  reculé 
d'un  rang  vers  la  droite  dans  le  nombre  fupérieur  (4  )  : 
dans  l'exemple  propofé  ,2  eft  le  chifre  qui  précède  le 
S  tf un  rang  vers  la  gauche  dans  le  nombre  à  fouftraire 

b  iv 
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28  ;  il  faut  par  çonféquent  ajourer  1  à  2,  On  opère  de 

la  même  manière  far  les  autres  chifres  félon  les  crois 

ditférenscas. 

Exemple  I. 

Soit  le  nombre  5*243  ,  dont  it  faut  6ter4J28  :  après 
les  avoir  dilpofés  comme  nous  l'avons  dît ,  enforte  que 
les  unités  répondent  aux  unités ,  les  dixaines  aux  dixai- 

J19S  ,  &c. 

Je  dis  :  8  de  3  /cela  ne  fe  peut  :  j'ajoute  J24? 

une  dixaine  à  3  (30)  en  difant  :  10  &  3  4328 

font  1 3  : 8  de  13  refte  y  ,  que  j'écris  fous 

8  ;  enfuite  il  faut  dire  ,  je  retiens  1  ,  après  p  1  f 

cela  j'ajoute  cet  1  à  2  qui  précède  8  dans  le  nombre  in- 
férieur ,  ce  oui  fait  3  ;  je  dis  donc  :  3  de  4-refte  1  que 
j'écris  au  deflbus  de  2  ;  j'opère  de  la  même  manière  fur 
les  centaines  «  en  difant  :  3  de  2  >  cela  ne  fe  peut  ;  ainfï 
j'ajoute  une  dixaine  à  2  (30)  ,  &  je  dis  :  10  &  2  font  1 2  ; 
3  dç  1 2  refte  9  que  je  pofe  fous  3  ,  &  je  retiens  1  qu'il 
faut  ajouter  au  4  précédent  du  nombre  inférieur  ;  je 
dirai  donc  :  1  &  4  font  y ,  y  de  y  refte  o  qu'il  eft  inutile 
d'écrire  au- deflbus ,  Parce  qu'il  n'y  a  plus  de  çhifre  à 
mettre  avant  lui, 

Exemple  IL 

Soit  encore  cet  autre  exemple  dç  fouftraâion  à  faire 
félon  la  même  méthode. 

Je  dis  :  7  de  4  »  cela  ne  (è  peut  *  <?075'0004 

j'ajoute  donc  une  dixaine  à  4  (30),  en  2fo6y 

difant;  tg  &  4font  14,  7 de  14,  refte 


"f" 


7  que  j'écris  au  deflbus  ,  &  je  retiens  6072493  7 

X  ;  je  dis  enfuite  :  1  que  j'ai  retenu  &  6  font  7  ;  7  de  o  , 
cela  ne  fe  peut  >  c'çft  pourquoi  j 'a;  ou  te  une  dixaine  au 
zéro  ,  en  difant  :  10  &  o  font  10  : 7  de  10  ,  refte  3  que 
je  pofe  fous  6  6ç  je  tçtiçns  j  ;  j'aJQUtç  cçt  1  au  9 
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précèdent  du  nombre  inférieur ,  la  fomme  eft  i  qui  ne 
peut  être  orée  du  o  qui  eft  au  deffiis  ;  i\  faut  donc  ajou- 
ter une  dixaine  à  ce  o ,  en  difant  :  iq  &  o  fc*nt  10  :  x  de 
io  refte  9  que  j'écris  'fous  o ,  &  je  retiens  1  ;  j'ajoute 
cet  1  à  y  ;  la  fomme  eft  6  qui  ne  peut  être  ôtée  du  q  qui 
eft  au-deflus  ;  c'eft  pourquoi  je  dois  ajouter  une  dixaine» 
&  dire  :  10  &  o  fgnt  10  ;  6  de  iq  refte  4  &  je  retiens 
1  qu'il  faut  ajouter  à  2 ,  la  fomme  eft  3  que  j'ôte  Vie  y  ; 
il  refte  2  que  je  mets  au-deflbus  ;  enfin  j'écris  les  trois 
chifres  6oj  du  nombre  fupérieur  tels  qu'ils  font  ,  parce 
qu'il  nV  a  point  de  chifrçs  correfpondanç  dans  le  nom- 
bre à  fouftraire. 

Si  les  deux  nombres  propofés  étoient  complexes ,  ou 
an  moins  un  des  deux  ,  il  faudrait  obferver  la  même 
méthode  >  en  commençant  par  les  plus  petites  efpecçs*  , 
&  allant  de  fuite  aux  plus  grandes ,  comme  on  le  verr* 
dans  les  exemples  fvtivapç* 

Exemple  I. 

Soit  le  nombre  5*308  liv*  1 JT  f.  9  dQiv.dont  il  faut  fout 
traire  407  Hv.  18  u  6  den.  Apres  les  avoir  difpofés  do 
manière  que  les  livres  répondent  aux  livre? ,  les  fols  aux 
fols ,  &  les  deniers  aux  dealers  en  cette  forte  : 

Je  commence  par  les   de- 
niers ,  en  difant  :  6  de  p  ,  refte       J?o8  liv*  1  y  f.  9  d. 
3  que  j'écris  fous  6  :  enfuite  je        407         1 8      6 

pafle  aux  fols,  &  je  dis:  18  de — "~ 

Jj,  cela  ne  fe  peut,  il  faut  ajou-  4poa  17  3 
ter  une  livre  réduite  en  fols,(  ce  qui  fe  fait  toujours  quand 
on  eft  obligé  d'ajouter  quelque  chofe  aux  fols  )  20  &  1  y 
font  3  y  ,dont  j'ôte  18  ,il  refte  17  que  j'écris  fous  18  ; 
après  cela  je  pafle  aux  livres,  &  me  fouvenant  que  j'ai 
ajouté  une  livre  au  nombre  fupérieur ,  j'ajoute  aufli  une 
livre  au  7  qui  marque  les  unités  de  livres  du  nombre 
inférieur;  ainfî  je  dis  ;  i  &  7  font  8  que  j'ôte  du  8  qui 


&6  Arithmétique  ,  Litre  premier. 
cft  defltis  ,  refte  o  que  j'écris  fous  7  :  puis  je  continue 
en  difant  :  o  de  o  refte  o  que  j'écris  au-deflbus  ;  en  fuite 
Je  dis  :  4  de  3  ,  cela  ne  fe  peut ,  j'ajoute  1  o  à  3  ,  la  fom- 
meeil  13  ,  de  laquelle  étant  4  il  refte  9  que  je  pofe 
(bus  4 ,  &  je  retiens  1  que  je  ne  puis  ajouter  à  -aucun 
chifre  ,  n'y  en  ayant  point  avant  4 ,  c'eft  pourquoi  j'ôte 
feulement  1  de  y ,  il  refte  4  que  j'écris  au-deflbus  de  £ 
&  la  fouftraftion  eft  achevée. 

Exemple  II. 

Soit  encore  le  nombre  72  j  liv.  dont  il  feut  ôtcr  celui^ 
ci  23  liv.  16  f.  nden. 

Le  premier  ne  contenant  ni         72 y  1.    o  f*    o  <$• 
fols  ni  deniers  ;  il  en  faut  ajou-  23      16    11 

fer  par  la  penfée ,  afin  de  pou-    ■"    l • 

voir  ôter  le  fécond  ;  je  fuppofo  701  3  1 
donc  qu'il  y  a  un  fol  réduit  en  12  deniers  (on  n'ajoute 
jamais  moins  aux  deniers)  &  je  dis:  11  de  12  ,  refte  I 
que  j'écris  au-deftbus  :  après  quoi  je  pafle  aux  fols  ,  me 
rouvenant  que  j'ai  ajouté  1  f.  ou  12  den.  au  nombre  fri- 
perie ur  ,  &  qu'il  faut  par  conféquent  ajouter  auffi  un  fot 
au  nombre  inférieur  ;  je  dis  donc  1&16  font  17  ;  la- 
quelle fomme  ne  pouvant  être  otée^de  o  qui  eft  au-def- 
fus  ,  il  faut  concevoir  une  livre  réduite  en  fols  ,  comme 
dans  ^exemple  précédent ,  d'où  ôtant  17 ,  il  refte  3  que 
je  mets  au-deflbus  de  6  :  je  parte  enfuite  aux  livres  ;  mais 
ayant  ajouté  une  livre  au  nombre  dont  on  veut  fouftrai- 
re  .  j'en  ajoute  auffi  un  au  nombre  à;  fouftraire  ;  je  dis 
donc  :  1  &  3  font  4 ,  qui  étant  ôté  de  y  ,  il  refte  1  que 
je  pofe  au-deflbus  :  puis  j'ôte  2  de  2 ,  il  refte  o  que  j'écris 
dans  ce  rang  ;  enfin  je  pofe  le  7  avant  ce  o  >  n'y  ayant 
rien  qui  doive  en  être  ôté. 

Exemple 
Voici  un  exemple  de  fouftra&on  dont  les  nombre» 
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contiennent  des  toifes  ,  des  pieds  &  des  Jpouces.  Nous 
donnons  cet  exemple  tout  fait  ,  fans  nous  aimer  à  f  ex- 
pliquer au  long  :  cela 

ferok  inutile  après  ce  Sio  toifes  4  pieds  p  pouces* 
que  nous  avons   dit  30  Si 

dans  les  exemples  pré-         ■■ 

céden*.  78$  y  j 

Remarques. 

I. 

31.  Dans  les  exemples  de  fouftna&ion  complexe  où 
3  y  a  au  moins  dix  fols  dans  un  des  nombres ,  on  pourroit 
faire  la  fouftraétion  par  partie  fur  tes  (bis ,  en  ôtant  d'a- 
bord les  unités  des  unités ,  &  enfuite  les  dixaines  des  di- 
zaines ;  mais  l'opération  eft  plus  courte  &  plus  facile  en 
la 


unes  ;  mais  l'opéradon  eft  plus  courte  &  plus 
i&fànt  comme  nous  l'avons  faite* 


IL 

3 1.  B.  Si  on  avoit  plufieurs  nombres  à  fouftraire  de 
plufieurs  autres ,  on  pourroit  i°.  ajouter  tous  les  nom- 
bres defquels  on  voudroit  fouftraire ,  en  une  fomme  to- 
tale. 2? .  Ajouter  aufli  tous  les  nombres  à  fonftraire  pour 
en  avoir  la  fomme  totale,  3°.  Enfin  ôter  la  féconde  de 
ces  deux  fbmmes  de  la  première,  ' 

3 1 .  C.  Il  y  a  une  autre  méthode  fort  commune  de  fai- 
re la  fou  ftraftion,  que  nous  n'expliquons  pas  ici ,  parce 
qu'elle  n'eft  pas  plus  facile  à  pratiquer  que  celle  que 
nous  avons  donnée  ,  &  que  d'ailleurs  les  Commençant 
pourroient  confondre  ces  deux  méthodes  dans  l'opéra- 
tion ;  ce  qui  cauferoit  des  fautes  de  calcul. 

DE  LA  PREUVE  DE  LA  SOUSTRACTION. 
32.  La  preuve  de  la  Souftraâion  fe  fait  par  l'Addi- 
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tion  ;c'eft- à  dire  ,  qu'il  faut  ajouter  le  nombre  à  fouf» 
traire  avec  le  refte ,  &  la  fomme  des  deux  fera  égale  au 
nombre  dont  on  a  fouftrait ,  fi  la  fouftradion  eft  bien 
faite.  La  raifon  en  eft  que  le  nombre  à  fbuftraîre  &  le 
refte  (ont  les  deux  parties  du  nombre  tot^l  dont  on  veut 
fouftraire  ;  par  conséquent  en  ajoutant  ces  deux  parties 
enfemble,  il  en  réfultera  une  fomme  égale  au  tout,  c'eft- 
à-dire ,  au  nombre  dont  on  vouloit  fouftraire. 

Nous  allons  donner  la  preuve 
du  premier  exemple  fur  les  nom-      J308  1.  1  y  f.  9  d. 
bres  complexes.  On  opérera  en        407      18     6 
allant  de  bas  en  haut  ,  en  difant  2     ■ 
3  &  6  font  9  ,  pofe  9  :  7  &  8      4900      17      3 
font  1  j  ,  pofe  y ,  &  retiens  1 :  1  &  1  t'ont  2  ,  2  &  r 
font  3  ,  dont  je  retranche  1  que  je  pofe ,  &  je  retiens  1 
qui  eft  la  moitié  du  refte  2.  Je  dis  donc  :  1  &  7  font  8 
je  pofe  8.  Je  continue  de  là  même  manière  fans  écrire 
la  fomme ,  parce  qu'elle  eft  écrite  en  haut. 

Démonstration  pe  la  Soustraction. 

33.  On  fe  propofe  dans  la  Souftraâion  de  trouver 
le  refte  du  nombre  dont  on  veut  fouftraire  >  après  en 
avoir  ôté  le  nombre  à  fouftraire.  Or  en  fuivant  la  règle 
qu'on  a  donnée ,  on  trouvera  ce  refte  ;  puifque  ,  félon 
cette  règle  »  on  prend  le  refte  des  unités ,  celui  des  dixai- 
nés  ,  celui  des  centaines ,  celui  des  mille  ,  &c.  Donc  on 
trouvera  le  refte  du  nombre  dont  il  faut  fouftraire  ,  le- 
quel refte  exprime  l'excès  de  ce  nombre  fur  l'autre  que 
l'on  vouloit  fouftraire. 

Dans  cette  démonftration  on  n'entre  pas  dans  les  rai- 
fons  de  la  pratique  du  troilïéme  cas  (  30  ) ,  fondée  fur 
l'axiome  de  l'art.  28  ,  parce  que  ce  que  nous  avons  dit 
en  expliquant  ce  troiliéme  cas  ,  fufBt  pour  exi  faire  fçntk 
la  raifon. 
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Ï>E  LA  MULTIPLICATION. 

34.  Multiplier  un  nombre  par  un  autre  ,  c'eft  pren- 
dre ie  premier  autant  de  fois  qu'il  eft  marqué  par  le  fé- 
cond :  par  exemple ,  multiplier  y  par  3  c'eft  prendre  5* 
autant  de  fois  qu'il  eft  marqué  par  3  *  c'eft- à-dire ,  trois 
ibis  ;  ce  qui  fait  1  y.  Il  y  a  donc  trois  nombres  à  diftin- 
guer  dans  la  Multiplication  ;  fçavoir,le  Multiplicande  , 
le  Multiplicateur  &  le  produit.  Le  multiplicande  ou  le 
multiplié  eft  le  nombre  qu'on  multiplie  :  dans l'exemple 
propofé  y  eft  multiplié.  Le  multiplicateur  eft  celui  par 
lequel  on  multiplie ,  comme  *  dans  le  même  exemple* 
Le  produit  eft  le  nombre  qui  réfulte  de  la  multiplica- 
tion ;  ainfi  1  y  eft  le  produit  de  y  par  3. 

3  y.  On  peut  définir  la  multiplication  ,  une  opération 
par  laquelle  on  trouve  un  nombre  »  qu'on  nomme  pro- 
duit ,  qui  contient  autant  de  fois  le  multiplié  ,  que  le 
multiplicateur  contient  l'unité  :  par  exemple,  fi  on  mul- 
tiplie p  par-8  ,  on  trouvera  pour  produit  un  nombre  > 
(ça voir  72  qui  contient  9  huit  fois  ,  de  même  que  8 
contient  1  huit  fois.  Cela  eft  évident  par  l'expreflion  mê- 
me dont  on  fe  fert  dans  la  multiplication ,  puifque  pour 
multiplier  9  par  8  >  on  dit  huit  fois  9  :  ainfi  le  produit 
doit  contenir  9  huit  fois  >  c'eft-à-dire  ,  autant  de  fois 
que  huit  contient  l'unité. 

36.  Il  fuit  de  la  notion  de  la  multiplication ,  que  quand 
le  multiplicateur  eft  plus  grand  que  l'unité  ,  pour  lors  le 
produit  eft  plus  grand  que  le  multiplicande  autant  de  fois 
qu'il  eft  marqué  par  le  multiplicateur  :  par  exemple ,  en 
multipliant  9  par  8  ,  on  trouve  le  produit  72  qui  eft: 
huit  fois  plus  grand  que  le  multiplicande. 

3  5.  Il  y  a  deux  fortes  de  Multiplications ,  tejimple  &  la 
compofée.  ha  multiplication  fimple  eft  celle  dont  le  mul- 
tiplicateur eft  exprimé  par  un  feul  chifre  .•  telle  eft  la  mul- 
tiplication de  264  par  y,  La  multiplication  compofée 
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eft  celle  doue  le  multiplicateur  a  plufîeurs  caraâeres  : 

comme  fi  on  multiplie  85-504  par  y  4. 

On  fera  voir  dans  l'Algèbre  >  lorfqu'on  pariera  de  la 
multiplication  des  grandeurs  en  général  exprimées  par 
des  lettres ,  que  le  produit  de  deux  chifres  ,  comme  4.  & 
3,  eft  toujours  le  m£me,foit  quel'on  multiplie  le  premier 
par  le  fécond ,  foit  flu'on  multiplie  le  fécond  par  le 
premier. 

Nous  fuppofons  que  l'on  fçait  les  produits  des  neuf 
chifres  pofitifs  2  ,  2 , 3 , 4,  j" ,  6 , 7, 8  ,  9  ,  multipliés 
les  uns  par  les  autres  :  c'eft  une  chofe  néceflaire  avant 
que  de  palier  plus  loin.  Nous  allons  donner  une  Table 
qui  contient  tous  ces  produits  :  les  Commençant  ne 
doivent  pas  fe  fervir  de  cette  Table  pour  y  chercher 
les  produits  lorfqu'ils  veulent  faire  une  multiplica- 
tion :  elle  doit  fervir  plutôt  à  apprendre  Tordre  de  ces 
produits  qu'il  faut  chercher  foi-même ,  &  les  repaflfer 
plusieurs  fois  dans  fon  cfprit ,  afin  de  les  retenir  exac- 
tement. 
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TABLE  POUR  LA  MULTIPLICATION. 
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DE  LA  MULTIPLICATION  SIMPLE. 

Quand  on  veut  multiplier  un  nombre  par  nn  multi- 
plicateur qui  ne  contient  qu'un  feul  chifre,  il  faut  écrire 
le  multiplicande  &  mettre  le  multiplicateur  au  deflbus 
au  rang  des  unités  «puis  tirer  une  ligne  fous  le  multipli- 
cateur :  enfuite  on  obfervera  la  règle  fuivante. 

37.  On  commence  cette  opération  par  la  droite  » 
comme  les  deux  précédentes  ;  c'eft-à-dire ,  qu'on  mul- 
tiplie d'abord  le  chifre  qui  eft  au  rang  des  unités  de  mul- 
tiplicande par  le  multiplicateur  :  &  fi  le  produit  de  ce 
chifre  peut  s'exprime  par  un  feul  caradere  »  on  l'écrit 
fous  le  rang  des  unités  :  mais  fi  ce  produit  ne  peut  être 
marqué  que  par  deux  chifres ,  on  mec  le  dernier  fous  le 
rang  des  unités  »  &  on  retient  le  premier  pour  l'ajouter 
au  produit  des  dixaines  fur  lefquelles  on  opère  de  la 
même  manière  ,  comme  auflifur  les  centaines  ,  fur  les 
mille ,  &c 

38.  Remarquez  que  s'il  y  avoit  un  zéro  dans  quel- 
qu'un des  rangs  du  multiplicande  ,  il  faudroit  mettre 
au  produit  ,  dans  le  rang  qui  répondroit  au  zéro  ,  le 
chifre  qu'on'  auroit  retenu  de  la  multiplication  précé- 
dente, fi  gn  avoit  retenu  quelque  chofe:  mais  fi  on  n'avoic 
lien  retenu»  on  ne  pourroit  écrire  que  zéro  à  ce  rang. 

Exemple  I. 

Soit  le  nombre  671  j  à  multiplier  par  4..  Api  es  avoir 
dlfpofe  ces  deux  nombres  ,  comme  nous  avons  dit,  & 
avoir  tiré  une  ligne;  je  dis  quatre  fois  3  font  12  ;  je 
pofe  2  fous  4*  (ce  j  eft  le  dernier  des  deux  chifres  au 
produit  1 2  )  &  je  -retiens  1  pour  l'ajouter  au  produit 
des  dixaines.  Je  multiplie  enfuite  2  par  4, , 
le  produit  de  8  ,  auquel  ajoutant  1  que  j'ai  ^723 

retenu  >  la  fomme  eft  9  que  j'écris  fous  2  ;  4 

après  cela  jepafle  au  rang  des  centaines  ;■ 
en  difant ,  quatre  fois  7  font  28 ,  j'écris  le  26892 

entre 


r 
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chifre  8  de  ce  produit  fous  7  >  &  je  retiens  la 
premier  qui  eft  2  ,  pour  l'ajouter  eu  produit  des  mille  * 
enfin  je  dis  :  quatre  fois  6  font  24 >&  deux  que  j'ai  retenu 
font  26  ,  je  pofe  6  fous  le  G ,  &  j'avance  2  >  c'eft -à-dire  » 
que  je  l'écris  avant  le  6  ;  le  produit  total  26892. 

ExEMFLB      IL 

Soit  le  nombre  ^0207!  multiplier  par  ^.Àprèsavoîc 
écrit  le  multiplicateur  3  fous  le  multiplicande  >  je  mul- 
tiplie 7  par  3  ,  en  difant  :  trois  fois  7  font  21 ,  je  pofe  I 
fous  7  &  je  retiens  2,  Enfuite  je  dis ,  trois  fois  o  c'eft 
o  ;  mais  ayant  retenu  2  ,  je  l'écris  fous  o 
( 38 )  :  puis  je  viens  au  2  qui  exprime  des  S0207, 

centaines  ,  &  je  le  multiplie  par  3 ,  le  pro-  * 

duit  eft  fix  que  je  mets  au-deflbus  ;  puis  je  .  .     . 

multiplie  le*o  qui  eft  au  rang* de  mille  J  .021 

par  3  ,  le  produit  eft  o  que  je  mets  au  même  rang  dans 
le  produit  (38),  parce  que  je  n'ai  rien  retenu  de  la  mul- 
tiplication du  chifre  précédent.  Enfin  je  multiplie  y  par 
3  ,  le  produit  eft  iy  ,  je  pôfe  y  &  je  mets  1  au-devant* 
Le  produit  total  eft  donc  15*0621» 

DE  LA  MULTIPLICATION  COMPOSÉE. 

39.  Lorfque  le  multiplicateur  a  plufieurs  caraâeres  > 
on  multiplie  d'abord  tout  le  multiplicande  par  le  chifre 
qui  eft  au  rang  des  unités  du  multiplicateur ,  félon  la 
règle  de  la  multiplication  (impie.  20.  On  multiplie  de 
même  le  multiplicande  entier  par  le  chifre  qui  eft  au 
rang  des  dixaines  du  multiplicateur ,  obfervant  de  met- 
tre le  dernier  câraâere  de  ce  fécond  produit  au  rang  des 
dixaines.  3  Q.  S'il  y  a  plus  de  deux  chifres  au  multiplica- 
teur ,  on  multiplie  encore  tout  le  multiplicande  par  le 
chifre  qui  eft  au  rang  des  centaines  du  multiplicateur  1 
mettant    le  dernier  chifre  de  ce  troifieme  produit  au 
J.  Partit*  c 


/ 
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tang  de*  centaines.  On  continue  de  multiplier  tout  fa 
multiplicande  par  chacun  des  chifres  du  multiplicateur , 
&  de  mettre  le  dernier  chifre  de  chaque  produit  au  rang 
du  chifre  par  lequel  on  multiplie.  Ces  multiplications 
particulières  étant  faites  ,  on  ajoute  tous  les  produits  qui 
en  viennent ,  &  la  fomme  réfultante  eft  le  produit  total. 
Nous  entendons  toujours  par  le  dernier  chifre  ,  celui 
qui  eft  le  plus  à  droite. 

Exemple    I. 

Soit  le  nombre  5*2^407  à  multiplier  par  5*4,6.  Pour 
faire  cette  multiplication ,  i°.  Je  multiplie  tout  le  mul- 
tiplicande par  6  qui  eft  au  rang  des  unités ,  &  je  mets 
le  produit  qui  en  vient  fous  la  ligne  ; 
enforte  que  le  dernier  chifre  répon-  S234P7 

de  au  rang  des  unités  du  multiplica-  \         5-46 

teur  :  2° .  Je  multiplie  aufli  le  multipli-       —      v  ■ 

cande  par  4  qui  eft  au  rang  des  dixai-  3 1 49442 

nés ,  écrivant  le  dernier  chifre  de  ce  20573  628 

produit  au  rang  des  dixaines  :  30.  Je  2^i70jy 

multiplie  encore  le  multiplicande  par  ^Q     0 

y,  &  j'écris  le  dernier  chifre  du^ro-  * Sl*0222 

duit  qui  en  vient  au  rang  des  centaines.  Enfin  je  fais 
l'addition  de  tous  les  produits  particuliers,  &  la  fomme 
.285780222  eft  le  produit  total. 

Exemple    II. 

S'il  y  avoit  un  ou  plufîeurs  xeros  5**04$ 

au  multiplicateur ,  il  faudroit  de  me-  700 y 
me  multiplier  les  chifres  du  multi-     ■■ 

plicande  par  les  z^ros ,  auffi-bien  que  2G02 jy 

par  les  chifres  poGcifs  du  multipli-  00000 

cateur ,  comme  on  peut  voir  en  cet  00000 

exemple*  364301 

364Ï6I21Ï 
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Remarques. 

I. 

40.  Lorfqu  il  y  a  des  zéros  au  multiplicateur ,  com- 
me dans  cet  exemple ,  les  produits  particuliers  du  mul- 
tiplicande par  ces  zéros  du  multiplicateur ,  ne  contien- 
nent que  des  zéros  :  ce  qui  n'augmente  pas  le  produit 
total ,  quand  on  vient  à  faire  l'addition  des  produits  par- 
ticuliers :  c'eft  pourquoi  on  n'écrit  ces  zéros  que  pour 
garder  le  rang  des  chifres  des  produits  particuliers  fui- 
vans  ;  ainfi  on  pourroit  n'écrire  qu'un  $2°43 
zéro  pour  chacun  des  produits  qui  1°°S 
viennent  quand  on  multiplie  par  2«i  o  ,         —————. 
&  mettre  à  côté,  vers  la  gauche  ,  le                260215* 
produit  pofitif  qui  fuit  :  on  pourroit           36430100 
donc  arranger  les  produits  particu-  _ 
liers  de  la  multiplication  de  l'exemple 
précédent»  en  cette  façon.                         3^S^121^ 

41.  Quoiqu'il foit  indifférent  de  prendre  l'un  ou  l'au- 
tre des  deux  nombres  pour  multiplicateur  ;  cependant 
on  choifit  ordinairement  le  plus  petit ,  parce  qu  y  ayant 
pour  lors  moins  de  produits  particuliers ,  la  multipli- 
cation eft  plus  commode. 

DE  LA  PREUVE  DE  LA  MULTIPLICATION. 

42.  La  preuve  de  la  multiplication  fe  fait  par  l'opé- 
ration oppofée ,  je  veux  dire  la  divifîon  ;  enforte  qu  on 
divife  le  produit  par  le  multiplicateur  :  &  file  quotient 
eft  égal  au  multiplicande ,  c'eft  une  marque  que  la  mul- 
tiplication eft  bien  faite  ;  finon  il  y  a  quelque  erreur  de 

çij 


$£         ARITHMÉTIQUE  ,    LlVRE    PREMlEÊ. 

calcul.  En  parlant  de  la  preuve  de  la  divifion ,  on  verra 
pourquoi  on  fe  fert  delà  divifîon  pour  prouver  la  mul- 
tiplication. 

43.  Mais  comme  la  divifion  eîl  plus  difficile  à  faire 
que  la  multiplication  ,  il  paroîc  qu'il  feroit  plus  à  propos 
de  refaire  la  multiplication  d'une  autre  manière ,  en  pre- 
nant pour  multiplicateur  le  nombre  qui  étoit  multipli- 
cande «  à  la  place  duquel  on  fubftitueroit  celui  qui  étoit 
multiplicateur  :  pour  lors  il  faudrait  que  le  produit  qui 
viendrait,  en  s'y  prenant  de  cette  manière,  fût  égal  à 
celui  qu'on  aurait  eu  <Tabord  :  voici  un  exemple. 

1305-  426 

426"  130? 


7830  2130 

2610  12780 

5*220  426 

.  — — —  »— — — 

JSS93°  '  SïS93° 

44.  Remarquez  que  la  preuve  d'une  opération  fe 
peut  toujours  faire  par  Fopération  contraire.  Nous 
avons  déjà  vu  que  la  preuve  de  l'addition  fe  fait  par  la 
fouftra&ion,  &  que  celle  de  ia  fouftraâion  fe  faifoit 
par  l'addition  :  nous  venons  Je  dire  que  la  preuve  de  la 
multiplication  fe  pouvoit  faire  par  la  divifîon  :  nous 
verrons  dans  la  fuite  que  da  divifion  fe  prouve  par  la 
^multiplication. 

Démonstration  de  xa  Multiflicatïout. 

4f .  La  règle  prescrit  de  multiplier  tous  les  chifres  du 
multiplicande  par  le  multiplicateur ,  &  par  oonféquent 
«n  (uivant  cette  règle  on  trouvera  le  produit  des  unités, 
des  dixaines,  des  centaines,  des  mille,  &c.  ainfî  on 
aura  le  produit  du  multiplicande  entier  parle  multipli- 
cateur. Ce  qu'il  fallait  démontser. 
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Oh  verra  dans  la  fuite  (  y6  ) ,  pourquoi  dans  fà  mul- 
tiplication compofée  ,  il  faut  écrire  le  dernier  chifre  de 
chaque  produit  particulier  au  rang  du  chifre  par  lequel 
oo  multiplie- 

q6.  Il  eft  facile  de  voir  que  Ta  multiplication  fe  rap=- 
porte  à  l'addition  :  en  effet  la  multiplication  n'eft  qu'une 
efpece  d'addition  dont  les  nombres  a  ajouter  font  égaux:, 
par  exemple ,  multiplier  485*0  par  223  ,  c'eft  la  même* 
chofe  que  fi  l'on  écrivoit  4850  autant  de  fois  qu'il  eft 
marqué  par  22  f ,  enforte  que  tous  ces  nombres  égaux 
fuflent  les  uns  fous  les  autres ,  &  qu'enfuite  on  fît  l'ad- 
dition ,  ce  qui  ferait  fort  long  ;  c'eft  pourquoi  on  a  in~ 
venté  la  multiplication ,  qui  eft  une  manière  abrégea 
de  faire  cette  forte  d'addition  de  nombres  égaux. 

Laraifon  de  cela ,  c'eft  que  multiplier  485-0  par  22 ç; 
c'eft  prendre485"0  deux  cents  vingt-cinq  fois;  &  par 
conféquent  c'eft  la  même  chofe  que  Son  avoit  deux. 
cents  vingt-cinq  nombres  égaux  chacun  à  4850,  deG? 
quels  on  chercherait  ta  fomme  par  l'addition. 

47.  Voici  plusieurs  exemples  qui  feront  juger  ei* 
quelle  occafionon  peut  fe  fervir  de  la  multiplica- 
tion. . 

Le  muid  de  vin  contient  288  pintes  :  fi  on  vend  fë- 

Îinte  8  fols ,  combien  retirera-t^on  de  la  vente  du  muid  £* 
1  faut  multiplier  8  par  288 ,  ou  pour  plus  grande  faci- 
lité ,  288  par  8  ,  on  trouvera  2304  f» 

Si  un  Cavalier  conte  au  Roi  7  fols  par  jour  y  combien- 
coûte-t-ii  dans  une  année  ?  On  voit  qu'il  faut  mettre* 
autant  de  fois  7  fols  qu'il  y  a\de  jours  dans  Tannée, 
c'eft-à-dire  ,  365-  fois  :   il:  faut  donc  multiplier  7  par 
365",  ou  plutôt  365*  par  7  ,  on  trouvera  25-75;  £ 

La  grande  lieue  de  France ,  c'eft  à-dire ,  celle  qui  eft 
la  vingtième  partie  d*un  degré  d'un  grand  cercle  de  la 
terre  >  contient  285*2  toifes ,  8c  la  toifè  eft  de  6  pieds  1 
combien  la  fieue  contient- elle  de  pieds  ?.  iî  faut,  nralti?: 

plier  28j2par €\  on  trouver^^nspieds^ 

•  •• 

ci* 
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Il  paroîc,  par  cet  exemple  ,  que  la  multiplication  fert 
à  réduire  les  grandes  efpeces  en  petites.  Il  faut  pour  cela 
multiplier  le  nombre  des  grandes  efpeces  par  ua  autre 
nombre  qui  exprime  combien  de  fois  la  petite  efpece 
eft  contenue  dans  la  grande  ;  ainfi  fi  on  veut  réduire  5*4 
pieds  en  pouces,  on  multipliera  y 4  par  12 ,  parce  qu'il 
y  a  12  pouces  dans  un  pied.  Pareillement  pour  fçavoîr 
combien  un  nombre  de  louis  d'or  vaut  de  livres ,  il  faut 
multiplier  ce  nombre  par  24  :  pour  conhoître  combien 
il  y  a  de  fols  dans  une  fomme  de  livres ,  il  faut  multiplier 
cette  fomme  par  10  :  &fion  veut  réduire  un  nombre 
de  fols  en  deniers  .  on  multipliera  ce  nombre  par  12. 
De  même  pour  réduire  les  heures  en  minutes ,  il  faut 
multiplier  le  nombre  des  heures  par  60.  Dans  les  deux 
exemples  fuivans ,  il  s'agit  encore  de  réduire  les  grandes 
efpeces  en  plus  petites. 

Il  y  a  vingt-quatre  heures  en  un  jour ,  combien  y  en 
a-t-il  dans  une  année  ?  Il  faut  multiplier  36;  par  24, 
on  trouvera  8760. 

On  eftime  que  le  foleil  efl  éloigné  de  la  terre  d'envi- 
ron 22000  demi- diamètres  du  globle  de  la  terre ,  dont 
chacun  contient  au  moins  1432  lieues  ,  on  demande 
combien  il  y  a  de  lieues  de  la* terre  au  foleil  :  il  faut 
multiplier  1432  par  22000,  on  trouvera  3 1  j 04000 
lieues. 

Il  entre  par  an  dans  une  ville  3  2684  picces  de  vin ,  on 
paye  pour  chacune23  livres  d'entrée  :  combien  cet  im- 
pôt produit-il  par  année  ?  il  faut  multiplier  32684  par 
23  ;  on  trouveia  75*1732  livres. 

On  veut  faire  acheter  Ç460  chevaux  pour  l'armée  ; 
chaque  cheval  coûtera  l'un  portant  l'autre  386  livres  ,  à 
quelle  fomme  montera  le  tout?  il  faut  multiplier  5460 
par  386;  on  trouvera  2i075'6o  livres. 

48.  Lorfque  la  multiplicande  &  le  multiplicateur 
font  égaux ,  le  produit  fe  nomme  quarré  :  par  exemple , 
fi  on  multiplie  J3  2  par  5*3  2 ,  le  produit  283 024  s'appel- 


De  %a  MtftTiPtiCÀTioN.  '39 

le  quarré  de  5*32;  le  quarré  d'un  nombre  eft  donc  le 
produit  de  ce  nombre  multiplié  par  lui-même.  Le  quar- 
ré de  2  eft  4 ,  le  quarré  de  3  eft  9 ,  celui  de  4  eft  16 ,  ce- 
lui dey  eft  2y,  &c.  :  le  nombre  que  l'on  a  multiplié  pour 
avoir  un  quarré  eft  appelle  racine  quarrée  :  dans  les  exem- 
ples ci-defius  ,  la  racine  quarrée  de  283024  eft  5*32 , 
celle  de  4  eft  2 ,  celle  de  9  eft  3 ,  celle  de  1 6  eft  4  * 
celle  de  2  y  eft  y ,  &c. 

MANIERE  ABRÉGÉ  E  DE  FAIRE 

la  Multiplication  en  certains  cas. 

Il  y  a  certain  cas  ou  l'on  peut  abréger  la  pratique  de 
la  multiplication. 

4£.  i°t  Quand  le  multiplicateur  eft  l'unité  faivie  d'un 
ou  de  plusieurs  zéros ,  on  peut  abréger  J03  2 

l'opération  en  écrivant  au  produit  le  1 00 

multiplicande ,  &  en  mettant  à  la  fin       ^^ 

autant  de  zéros  qu'il  y  en  a  au  multi*       *  co*200 

plicar eur ,  comme  dans  cet  exemple.  ■* 

fO.  2  °.  Quoiqu'il  y  ait  au  multiplicateur  des  chifres 
différents  de  l'unité  fuivis  d'un  ou  de  plufieurs  Zéros  A 
on  peut  toujours  abréger  l'opération  en  multipliant  le 
multiplicande  par  les  chifres  pofitifs  du  multiplicateur , 
&  mettant  les  zéros  à  la  (in  de  la  fomme  totale  des  pro- 
duits particuliers  :  en  voici  des  exemples» 

7203  204; 


40 


3600 


**m 


288I20  12270 

6lîS 


7352000 


y  1 .  30.  Enfin  s'il  y  avoit  des  chifres  pofitifs  fuivis  de 
2eros  tant  à  la  fin  du  multiplicateur  que  du  multipli- 
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cande,  il  faudroit  faire  la  multipli-  5*302000 

dation ,  comme  s'il  n'y  avoit  point    v  6400 
de  zéros  à  la  fin  de  l'un ,  ni  de  l'au-  ■ 

tre,  &  ajouter  au  produit  total  la  21208 

fomme  des  zéros  qui  fe  trou veroient  3 1 8 1 2 
après  tous  les  chifres  pofitifs  du  mul- 


w—+ 


tiplicande  &  du  multiplicateur  :  voici     3 35)3 2800000 
un  exemple. 

5302000 

S'il  n'y  avoit  des  zéros  qu'à  la  fin  6^ 

du  multiplicande ,  on  voit  bien  qu'on       »  ■* 

pourroit  encore  abréger  l'opération  21208 

de  la  même  manière,  en  mettant  les         318 12 
zéros  du  multiplicande  à  la  fin  du  pro-  ■    " 

duir  total.    Exemple.  33932&000 

5*2.  Remarquez  qu'il  ne  s'agit  ici  uniquement  que 
des  zéros  qui  font  après  tous  les  chifres  pofitifs  du  multi- 
plicande &  du  multiplicateur  ;  c'eft  pourquoi  le  zéro  qui 
dans  l'avant-dernier  exemple  eft  entre  le  3  &  le  2  du 
multiplié ,  ne  doit  pas  être  mis  à  la  fin  du  produit  total  > 
mais  on  doit  opérer  fur  lui  félon  les  règles  ordinaires. 

y3«  Afin  d'entendre  les  raifons  de  toutes  ces  maniè- 
res abrégées  de  faire  la  multiplication ,  il  faut  fçavoir 
qu'en  mettant  un  zéro  à  la  fin  d'un  nombre ,  on  le  rend 
dix  fois  plus  grand;  fi  on  en  met  deux  >  on  le  rend 
cent  fois  plus  grand ,  &c.  Par  exemple ,  en  écrivant  un 
zéro  à  la  fin  de  5032 ,  il  vient  £03*20 ,  qui  vaut  dix  fois 
plus  que  le  premier  :  car  dans  ce  nombre  J03  20,  la 
3  vaut  des  dixaines ,  le  3  des  centaines ,  le  y  des  di- 
zaines de  mille;  au  lieu  que  dans  le  premier  nombre 
£032 ,  le  2  ne  vaut  que  des  unités ,  le  3  que  des  dixai- 
nes ,  le  7  que  des  mille  ;  il  efl  donc  évident  que  chaque 
chifre  du  fécond  nombre  vaut  dix  fois  plus  que  dans  le 
premier.  Si  on  mettoit  deux  zéros  à  la  fin  de  5*032  , 
chaque  chifre  vaudroit  cent  fois  plus  ;  fi  on  en  mettait 
vqU  *  U  vaudrait  mille  fois  plus  «  &c» 


Dh  là  Multiplication.  4r 

5*4«  De-là  il  fuit ,  félon  le  premier  cas ,  que  pour  mul- 
tiplier 5*032  par  100  »  il  n'y  a  qu'à  écrire  à  la  (in  du 
multiplicande  les  deux  zéros  du  multiplicateur  :  car  le 
produit  de  ^03  2  par  100  eft  un  nombre  cent  fois  plus 
grand  que  J032  (36).  Or  en  écrivant  deux  zéros  à 
la  fin  du  multiplicande  JO32,  on  rend  ce  nombre 
cent  fois  plus  grand, 

yy.  C  eft  par  le  même  principe  qu'on  rend  raifondu 
fécond  cas  :  car  quand  on  a  multiplié  2045*  par  36 ,  le 
produit  73620  s'eft  trouvé  cent  fois  plus  petit  que  le 
véritable  r  parce  que  ce  n'étoit  pas  par  36  qu'il  falloit 
multiplier,  mais  par  3600  qui  eft  cent  fois  plus  grand 
que  36;  il  falloit  donc  rendre  le  produit  73620  cent 
fqis  plus  grand  :  &  par  conféquent  il  a  fallu  y  ajouter 
à  la  fin  les  deux  zéros  du  multiplicateur. 

y6.  Il  fuit  de-là  que  dans  la  multiplication  compo- 
fée  ,  il  faut  écrire  le  dernier  chifre  de  chaque  produit 
particulier  »  au  rang  du  chifre  par  lequel  on  multipliç  : 
par  exemple ,  fi  le  multiplicateur  eft  J46  %  il  faut  mettre 
le  dernier  cbifre  du  troifieme  produit  particulier  au 
rang  des  centaines  :  car  le  multiplicateur  qui  a  formé 
ce  troifieme  produit  eft  le  chifre  y  qui  fignifie  500  ;  par 
conféquent ,  après  avoir  multiplié  par  y ,  il  faut  ajouter 
deux  zéros  au  produit.  Or ,  en  écrivant  le  dernier  chi- 
fre au  rang  des  centaines ,  on  fait  la  même  chofe  que  fi 
on  ajoutoit  deiqc  zéros  au  produit. 

y 7.  Le  troifieme  cas  fe  démontre  auffi  comme  les 
deux  premiers.  Suppofez ,  par  exemple ,  qu'on  veuille 
multiplier  340  par  400  :  fi  on  multiplioit  les  cliifres  po- 
fitifs  du  multiplicande  par  celui  du  multiplicateur ,  & 
qu'au  produit  136  on  ajoutât  feulement  les  deux  zéros 
du  multiplicateur,  le  nombre  13600  ne  feroit  le  pro- 
duit que  de  34.  par  400.  Or  ce  n'étoit  pas  feulement 
34  qu'il  falloit  multiplier  ,  c'étoit  340 ,  qui  eft  dix^fois 
plus  grand  ;  par  conféquent  le  produit  1 3  600  eft  dix  fois 
trop  petit  ;  il  faudroit  donc  le  rendre  dix  fois  plus  grand  ; 
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&  par  conféquent  mettre  à  la  fin  le  2ero  qui  eft  au  der- 
nier rang  du  multiplicande. 

Corollaire    premier. 

5*8. 1!  fuit  du  trentième  cas,  que  quand  on  multiplia 
un  chifre  par  un  autre  «  il  y  a  après  le  produit  autant  de 
rangs ,  qu'il  y  en  a  tant  après  le  chifre  multiplié ,  qu'a- 
près celui  du  multiplicateur  :  par  exemple  ,  fi  on  multi- 
plie joooo  par  300  >  il  faut  qu'il  y  ait ,  après  le  produit 
des  chifres  pofitifs  ,  autant  de  zéros  qu'il  y  en  a  tant 
après  y  qu'après  3  ,  c'eft-à-dire  fix  ;  ainfi  le  vrai  produit 
de  j  0000  par  300  eft  iyoooooo. 

Cela  n'eu  pas  feulement  vrai  lorfque  les  chifres  font 
fuivis  de  zéros ,  comme  dans  l'exemple  propofé  ;  mais 
aufli  quand  ils  font  fuivis  d'autres  chifres  :  fuppofez 
qu'on  ait  à  multiplier  5-7902  par  364,  il  fe  trouvera 
dans  le  produit  total  fix  rangs  après  le  produit  partiel  du 
5  premier  chifre  du  multiplicande  par  le  3  du  multipli- 
cateur ,  puifque  dans  le  mukiplié  le. y  fignifie  réellement 
50000  3  &  que  dans  le  multiplicateur  le  3  exprime  auflt 
300.  Par  la  même  raifonje  produit  partiel  du  troifieme 
chifre  9  parle  fécond  6  ,  fera  aufli  fuivi  de  trois  rangs 
dans  le  produit  total ,  parce  qu'il  y  en  a  deux  dans  le 
multiplié  après  9  ,  &  un  dans  le  multiplicateur  après  6* 

Corollaire    II. 

J5?,  Si  on  multiplioit  le  nombre  J7p02  par  lui  même, 
le  quarré  particulier  de  chaque  chifre  auroit  après  lui , 
dans  le  qunrré  total  ,  le  double  de  rangs  qu'il  y  en  a 
après  ce  chifre  dans  le  nombre  :  par  exemple ,  le  quarré 
particulier  de  y  auroit  le  double  de  4. ,  c'eft-à-dire,  huit 
rangs  après  lui  dans  le  quarré  total  du  nombre  575)02 , 
parce  que  y  a  quatre  rangs  après  lui  dans  ce  nombre.  De 
même  le  quarré  particulier  de  7  auroit  le  double  de  3  » 
ç'eft-à-dire ,  fix  rangs  après  lui  dans  le  quarré  total  du 
jïiéme  nombre  S1902  >  parce  qu'il  y  a  trois  rangs  après 
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Te  7  dans  ce  nombre  ;  ainfi  des  autres.  C'eft  une  fuite 
évidente  du  précédent  Corollaire  ;  carie  même  nombre 
•  étant  multiplicande  &  multiplicateur  ,  il  y  a  autant  de 
rangs  après  le  chifre  qu'on  multiplie  >  qu'après  celui  qui 
fert  de  multiplicateur ,  puàfque  ccft  le  même  chifre  du 
même  nombre  ;  ainfi  dam  l'exemple  propofé  ,  y  ayant 
quatre  rangs  après  le  y  cfonfidéré comme  multiplicande, 
il  y  en  a  auffi  quatre  après  ce  même  y  confidéré  comme 
multiplicateur  ;  par  conséquent  il  doit  y  avoir  huit  rangs 
dans  le  quarré  total  après  le  produit  de  y  par  y ,  c'eft- 
à-dire  »  le  quarré  particulier  de  y.  C'eft  la  même  raifon 
pour  le  7  &  les  autres  chifres  fuivans. 

Corollaire    III. 

60.  Le  produit  de  deux  nombres  contient  fouvcnt 
autant  de  chifres  qu'il  y  en  à  tant  au  multiplicande  qu'au 
multiplicateur  ,  il  en  contient  quelquefois  un  de  moins  ; 
mais  il  ne  peut  jamais  en  contenir  plus,  Ainfi  le  produit 
qui  vient  de  la  multiplication  de  deux  nombres  dont 
l'un  a  trois  chifres  &  l'autre  deux ,  peut  être  compofé 
de  y  chifres-ou  feulement  dé  4  ,  mais  il  ne  peut  en  avoir 
fix.  Par  exemple,  le  produit  de  ppp  par  pp  a  cinq  chifres: 
mais  quoique  le  multiplicande  &  le  multiplicateur  con- 
tiennent les  plus  grands  chifres  qu'il  foit  poffibleje  pro- 
duit ne  peut  avoir  fix  chifres  :  car  le  produit  de  ppp  par 
9P  eft  moindre  que  celui  de  pp9  par  cent.  Or  le  produit 
de  ppp  par  cent  eft  pppoo  qui  ne  contient  que  cinq  chi- 
fres ;  par  conféquent  le  produit  de  deux  nombres,  dont 
l'un  eft  compofé  de3  chifres  &  l'autre  de  deux.ne  peut  en 
contenir  plus  de  cinq.  Il  eft  pareillement  certain  que  le 
produit  de  deux  nombres  ,dont  l'un  a  trois  chifres  ,  & 
l'autre  deux ,  peut  n'en  contenir  que  quatre  :  tels  fonç 
les  produits  de  ppp  par  10  ,  &  de  345  par  26. 

Nous  n'avons  parlé  jufqu'à  préfent  que  de  la  multi- 
plication des  nombres  iuçomplexes  ;  nous  ne  traiterons 


a 
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e  celles  des  nombres  complexes  qu'après  la  divifion  ^ 
parce  que  nous  nous  fervirons  de  la  divifion  pour  trou- 
Ver  le  produit  de  ces  forces  de  nombres. 

DE    LA    DIVISION. 


61.  Divifer  un  nombre  par  un  autre  ,  c'eft  chercher 
combien  de  fois  le  fécond  eft  contenu  dans  le  premier  : 
par  exemple  »  divifer  18  par  6  , c'eft  chercher  combien 
de  fois  6  eft  contenu  dans  18.  Pour  faire  cette  opéra- 
tion ,  on  dit  :  En  combien  de  fois  6  ,  on  trouve  qu'il 
y  eft  contenu  trois  fois  ;  ainfi  3  exprime  combien  de 
fois  6  eft  contenu  dans  1 8.  Il  y  a  donc  trois  chofes  à  dis- 
tinguer dans  la  divifion ,  fçavoir  le  dividende  ,  le  divi- 
feur ,  &  le  quotient.  Le  dividende  eft  le  nombre  à  divi- 
fer ;  le  divifeur  eft  celui  par  lequel  on  divife  ;  &  le 

3uotient  eft  le  nombre  qui  marque  combien  de  fois  le 
ivifeur  eft  contenu  dans  le  dividende  :  dans  l'exemple 
propofé ,  1 8  eft  le  dividende  ,  6  eft  le  divifeur  ,  &  $ 
eft  le  quotient. 

-  6 1 .  B.  On  peut  donc  définir  la  divifion,une  opération 
par  laquelle  on  trouve  un  nombre  ,  qu'on  appelle  quo* 
tient ,  qui  marque  combien  de.  fois  le  dividende  con- 
tient le  divifeur  :  fi  on  divife  30  par  5: ,  on  trouve  pour 
quotient  6  ,  qui  marque  combien  de  fois  le  dividende 
30  contient  le  divifeur  y ,  c'eft-à-dire,  fix  fois. 

62.  Il  fuit  de  cette  définition  ,  que  dans  la  divifion  le 
dividende  contient  autant  de  fois  le  divifeur  que  le  quo- 
tient contient  l'unité  :  dans  l'exemple  qu'on  vient  de 
propofer  ,  le  dividende  30  contient  le  divifeur  autant 
de  lois  que  le  quotient  6  contient  l'unité  ;  car  le  quo- 
tient qui  marque  toujours  combien  de  fois  le  dividende 
contient  le  divifeur  étant  ici  6,  le  dividende  30  contient 
6  fois  le  divifeur  y  ;  de  même  que  le  quotient  6  contient 
fix  fois  u 

62%  B,  De  ce  que  le  quotient  défi^ne  combien  de 
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le  divifeur  eft  contenu  dans  le  dividende,  il  s'enfuit  qu'en 
prenant  le  divifeur  autant  de  fois  qu'il  eft  marqué  par 
le  quotient,  on  doit  avoir  une  fomme  égale  au  divi- 
dende. Or  prendre  le  divifeur  autant  de  fois  qu'il  eft 
marqué  par  le  quotient ,  c'eft  multiplier  le  divifeur  par 
le  quotient.  Ainfîle  produit  du  divifeur  par  le  quotient, 
ou  ce  qui  revient  au  même  »  le  produit  du  quotient  par 
le  divifeur  «  eft  égal  au  dividende. 

62.  C.  Puifqu'en  multipliant  le  quotient  par  le  divi- 
feur, le  produit  efb  égal  au  dividende ,  ce  nombre  con- 
tient donc  le  quotient  autant  de  fois  qu'il  eft  marqué  par 
le  divifeur  :ainfî  on  peut  encore  définir  la  divifion  en 
difant  que  c'eft  une  opération  par  laquelle  on  trouve  un 
nombre ,  c'eft  le  quotient  •  qui  eft  contenu  dans  le  divi- 
dende autant  de  fois  qu'il  eft  marqué  par  le  divifeur; 
par  exemple  ,  en  difant  30  par  y  ,  on  trouve  le  quo- 
tient 6 ,  lequel  eft  contenu  autant  de  fois  dans  30  qu'il 
eft  marqué  par  y  :  c'eft-à  dire  ,  qu'on  trouve  la  cin- 
quième partie  de  30.  Or  trouver  la  cinquième  partie 
de  30 ,ceft  la  même  chofe  que  de  partager  30  en  cinq 
parties  égales.  Par  conféquent  on  peut  dire  aufli  que  la 
divifion  eft  une  opération  par  laquelle  on  partage  le  di- 
vidende en  autant  de  parties  égales  qu'il  eft  marqué  par 
le  divifeur;  par  exemple ,  en  cinq  parties  égales  ,  fi  le 
divifeur  eft  y. 

62.D.  En  reprenant  toutes  cesnoti.ons ,  on  peut  donc 
dire ,  10.  que  la  divifion  eft  une  opération  par  laquelle  on 
trouve  un  nombre ,  c'eft  le  quotient ,  qui  marque  com- 
bien de  fois  le  divifeur  eft  contenu  dans  le  dividende  } 
OS*,  ou  par  laquelle  on  trouve  un  nombre  qui  eft  con- 
tenu dans  le  dividende  autant  de  fois  qu'il  eft  marqué 
par  le  divifeur  ;  30.  ou  bien  que  c'eft  une  opération  par 
laquelle  on  trouve*une  certaine  partie  du  dividende  dé- 
signée par  le  divifeur  :  par  exemple,  la  cinquième  par- 
tie, file  divifeur  eft  y  ;  4°.  ou  enfin  une  opération  par 
laquelle  on  partage  le  dividende  en  autant  de  parties 


4<É  ÂRITHMêTIQUE  ,  LlVRE   PREMIERE 

égales  qu'il  eft  marqué  par  le  divifeur.  De  ces  quatre 
notions  dont  nous  venons  de  faire  voir  la  liaifon  ,  les 
deux  premières  regardent  également  les  entières  &  les 
fractions  ;  mais  les  deux  dernières ,  ou  au  moins  la  qua- 
trième ,  fuppofe  que  le  di  vifeur  eft  un  nombre  entier. 

62.  £.11  paroîtparce  que  nous  avons  dit  ,  que  de 
même  que  le  quotient  marque  combien  de  fois  le  divï- 
feur  eft  contenu  dans  le  dividende  ;  réciproquement  le 
divifeur  défigne  combien  de  fois  le  quotient  eft  contenu 
dans  le  dividende.  • 

63.  On  diftingue  deux  fortes  de  divifions  ,  la  fimple 
&  la  comptfée.  La  divifion  fimple  eft  celle  dont  le  divi- 
feur ne  contient  qu'un  feul  chifre.  La  divilion  compo- 
fée  eft  celle  dont  le  divifeur  en  contient  plufieurs.  Nous 
parlerons  d'abord  de  la  fimple  >  &  enfuite  de  la  coin- 
pofée. 

Nous  fuppofons  qu'on  fçait  divifer  tout  nombre  plus 
petit  que  00  par  les  neuf  chifres  pofitifs ,  1,2,3,4, 
&c.  Pour  cela  il  n'y  a  qu'à  fçavoir  la  table  de  la  multi- 
plication :  car  f  î  on  connoît  >  par  exemple  >  que  8  fois 
6  font  48  ,  on  connoîtra  par  conféquent  que  6  eft  con- 
tenu huit  fois  dans  48 .  Il  faut  donc  bien  fçavoir  cette 
table  pour  faire  la  divifion  ;  c'eft  pourquoi  ceux  qui  ne 
la  fçavent  pas  exactement  par  mémoire  ,  doivent  l'ap- 
prendre avant  de  commencer  cette  opération  qui  eft  la 
plus  difficile  des  quatre. 

DE  LA  DIVISION  SIMPLE. 

Pour  faire  la  divifion ,  on  écrit  le  divifeur  à  côté  du 
dividende  vers  la  droite»  &  on  tire  une  ligne  au-defTous 
de  l'un  $£  de  l'autre ,  laquelle  on  coupe  par  un  crochet 
que  l'on  thet  entre  le  dividende  &  le  divifeur  pour  les 
féparer ,  comme  on  le  voit  à  la  page  48  :  &  lorfqu*on 
fait  la  divifion  >  on  place  les  chifres  du  quotient  fous  le 
divifeur  à  ntefure  qu'on  les  trouve*  On  pourroit  difpo- 
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fer  autrement  le  divifeur  &  le  quotient  à  l'égard  du  di- 
vidende ;  mais  il  eft  bon  de  s'accoutumer  à  les  difpofer 
toujours  de  la  même  manière  [:  celle  que  nous  venons 
d'indiquer  paroît  la  plus  commode.  Après  ces  prépara- 
tions ,  on  obfervera  les  règles  fuivantes. 

64»  i°.  On  prend  le  premier  chifre  du  dividende , 
c'eft-à  dire ,  le  plus  à  gauche  (car  c'eft  de  ce  côté  qu'on 
commence  la  aivifion  ,  au  lieu  que  les  trois  premières 
opérations  fe  font  en  commençant  vers  la  droite  )  ;  on 
prend  ,  dis-je ,  le  premier  chifre  du  dividende  ,  &  on 
confidere  combien  de  fois  le  divifeur  y  eft  contenu,  pour 
écrire  enfuite  au  quotient  le  cara&ere  qui  exprime  com- 
bien de  fois  le  divifeur  eft  contenu  dans  le  premier  chi- 
fre du  dividende.  Si  le  premier  chifre  du  nombre  à  di- 
vifet  étoit  plus  petit  que  le  divifeur  ,  on  prendroit  les 
deux  premiers  ,  &  on  écriroit  de  même  au  quotient  le 
caraâere  qui  marqueroit  combien  de  fois  le  divifeur  eft 
contenu  dans  ces  deux  premiers  chifres  du  dividende. 
Cette  première  opération  s'appelle  proprement  la  Di- 
vifion. 

tfj\  2°.  On  multiplie  le  divifeur  par  le  chifre  qu'on 
vient  d'écrire  au  quotient ,  pour  en  avoir  le  produit. 

66.  30.  Enfin  quand  on  a  trouvé  ce  produit  ,  on  le 
fouftrait  du  premier ,  ou  des  deux  premiers  chifres  du 
dividende  ,  fi  on  a  opéré  fur  deux, 

6j.  Après  avoir  fait  la  fouftraâion ,  on  abbaifle  le 
chifre  fuivant  du  nombre  à  divifer  à  côté  du  refte  ,  s'il  y. 
en  a  ;  &  on  opère  fur  ce  refte  augmenté  du  chifre  ab- 
baifle ,  comme  on  a  opéré  fur  le  premier  ,  ou  les  deux 
premiers  chifres  du  nombre  à  divifer ,  y  appliquant  les 
trois  règles  que  nous  venons  de  prefcrire  :  on  continue 
toujours  de  la  même  manière  jufqu'à  ce  qu'on  ait  opéré 
fur  tous  les  chifres  du  dividende  :  après  quoi  la  divifion 
eft  achevée.  Cette  précaution  d  abbaifler  le  chifre  fui- 
vant du  dividende  à  côté  du  refte  n'eft  pas  néceflàire. 
Nous  n'en  parlerons  prefque  ici  que  pour  s'accoutu- 
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mer  à  le  faire  dans  la  divifion  compofée. 

68.  Remarquez  que  fi  le  divifeur  n'était  point  cou* 
tenu  dans  le  chifre  fur  lequel  on  opère  >  il  faudroit  met- 
tre zéro  au  quotient  :  auquel  cas  la  multiplication  &  la 
fouftradion  marquées  par  la  féconde  6ç  la  troifiéme  ré- 
gies deviendroient  inutiles. 

Tout  cela  s'éclaircira  par  des  exemples. 

Exemple    premier* 

Soit  le  nombre  9408  à  divifer  par  4:  après  avoir  pla- 
ce le  dividende  &  le  divifeur  ,  &  tiré  des  lignes  *  com- 
me nous  l'avons  marqué ,  je  dis  :  en  9  combien  de  fois 
4  ?  2  fois  ;  je  mets  donc  2  au  quotient  :  enfuite  ,  félon 
Ja  féconde  règle,  je  multiplie  le  divifeur  4  par  2  ,  ce  qui 
donne  8  :  enfin  je  fouftrais  par  la  troifiéme  règle  ce  pro- 
duit 8  de  9 ,  il  refte  1  que  j'écris  fous  9  :  voilà  donc 
déjà  les  trois  règles  qui  ont  été  obfervées  fur  le  premier 
caraâere  du  nombre  à  divifer. 

J'abbaifle  enfuite  le  4  à  côté  du  refte  i  ,  &  j'opère 
fur  ces  deux  chifres ,  comme  j'ai  fait  fur  le  premier  ;  je 
dis  donc  :  En  14  combien  de  rois  4? 
trois  fois  ;  je  mets  3  au  quotient  à  la        9408  r  4 

fuite  du  2  :  après -quoi  je  multiplie  4         14      t   2^Z 
par  3  ,1e  produit  eft  12,  que  je  fbuf-  20 

trais  de  1 4  ;  le  refte  eft  2,  que  j'écris  08 

fous  le  4  du  dividende.  o 

J'abbaifle  encore  le  chifre  fuivant  du  dividende  ,  qui 
eft  zéro ,  que  je  mets  à  côté  du  fécond  refte  2  ,  ce  quf 
fera  20  »  auquel  nombre  j'applique  les  trois  règles  ;  je 
dis  donc  :  en  20  combien  de  fois  4  ?  cinq  fois  :  je  pofe  f 
au  quotient  &  je  multiplie  4  par  j  ;  le  produit  eft  20  , 
que  je  fouftrais  de  20,  il  ne  refte  rien. 

Enfin  j'abbaifle  8  ,  fur  lequel  je  fais  les  mêmes  opéra- 
tions ,  en  difant  ;  En  8  combien  de  fois  4  ?  deux  fois  : 

je 
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je  pofe  4  au  quotient  »  &  je  multiplie  4  par  2 ,  le  pro- 
duit eft  8  que  je  fouftrais  du  8  abaifle  ,  il  ne  refte  rien. 
Tous  les  chifres  du  nombre  à  divifer  ayant  été  abaif- 
fés ,  la  divtfion  eft  faite ,  &  le  quotient  eft  23  ;2, 

6p.  Les  chifres  du  dividende  dans  lefquels  on.  cher- 
che à  chaque  fois  combien  le  divifeur  eft  contenu ,  s'ap- 
pellent membres  de  la  diyifion  ou  du  dividende ,  on  peut 
les  nommer  aufli  dividendes  partiels  ;  ainii  dans  l'exemple 
propofé  9  éft  le  premier  membre  ou  le  premier  «dividen- 
de partiel  ,  14  eft  le  fécond ,  20  eft  le  tioifieme  >  &  8  lia 
quatrième. 

Remarques, 

I 

70.  On  doit  prendre  pour  premier  membre  de  la  di- 
vision ,  un  nombre  qui  foit  au  moins  aufll  grand  que  le 
divifeur;  c'eft  pourquoi  fi  en  prenant  auunt  de  chifres 
dans' le  dividende  qu'il  y  en  a  dans  le  divifeur  (c'tft-à- 
dire  ,  le  premier  lorfque  la  diviiion  eft  fimple  ,  &  les 
premiers  quand  elle  eft  compofée  )  ,  cela  ne  fait  point 
une  fomme  égale  au  divifeur»  il  faiit  prendre  un  chifre 
-de  plus  pour  le  premier  membre  :  on  en  verra  plufiçiirs 
exemples  dans  la  fuite. 

Pour  avoir  le  fécond  membre  ,  il  faut  .  abaifler  Ifc 
chifre  qui  fuit  celui  ou  ceux  qui  ont  fervi  de  premier 
membre ,  pour  le  mettre  à  la  fuite  du  refte  de  la  première 
fouftraftion  j  &  ce  refte ,  s'il  y  en  a ,  augmenté  du  chifre 
abaifle  ,  fera  le  fécond  membre  de  la  divifïon.  Dans 
l'exemple  précédent ,  après  la  piemiere  fouftra&ion  on 
a  de/cendu  le  4  du  dividende  à  côté  du  refte  1  :  ce  qui  a 
donné  14  pour  le  fécond  membre*  On  fait  de  même 
pour  avoir  chacun  des  autres  membres ,  c'eft  à-dire , 
qu'on  abaifle  le  chifre  qui  fuit  ceux  qui  ont  déjà  fervi  » 
on  r abaifle ,  dis-je ,  à  côté  du  refte  de  la  fouftraftiotj 
précédente  ;  &  ce  refte ,  s'il  y  en  a,  augmenté  du  chifre 
abaifle ,  donnera  le  membre  cherché. 

I.  Partie*  à 
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S'il'oe  reftoit  rien  après  la  fouftra&ion  faîte  fur  urî 
des  membres ,  alors  le  leul  chifre  abaiffé  ferort  le  mcm* 
bre  fuivant  ;  c'eft  ce  qui  eft  arrivé  dans  l'exemple  pré- 
cédent ,  dont  le  8  feul  a  été  le  quatrième  membre ,  parco 
qu'il  n'eft  rien  refté  après  la  fouftradîon  du  troisième. 

IL 

71.  A  mefure  qu'on  defcend  quelque  chifre»  il  eft 
A  propos  de  l'effacer  par  un  petit  trait  oblique  dans  le 
nombre  à  divifer ,  afin  de  ne  point  confondre  ceux  qui 
ont  été  abaifles  avec  les  fuivans ,  comme  il  pourroic 
arriver  fur-tout  quand  il  y  a  plufieurs  chifres  de  fuite  du 
dividende  qui  font  égaux.  En  faifant  la  divifion  des 
exemples  fuivans  *  nous  ne  rappellerons  pas  cette  re- 
marque ,  lorfqu'il  faudra  en  faire  l'application ,  de  peur 
de  trop  allonger  le  difcours* 

III. 

72. 'La  preuve  de  cette  opération  fefait  en  multi- 
pliatit  t#  divifeur  par  le  quotient ,  ou  le  quotient  par  le 
divifeur  ;  car  le  produit  doitr  être  égal  au  dividende.  Or 
le  qubtiertt  n'eft  pas  toujours  an  nombre  entier ,  quoi- 
que  le  dividende  &  le  divifeur  foient  tels  »  je  veux  dire 
des  nombres  entiers.  Souvent  il  y  a  un  refte  après  la  fouC 
traAion  que  l'on  fait  fur  le  dernier  membre ,  comme 
dans  l'exemple  fuivant  où  l'on  trouvera  le  refte  y  :  pour 
lors  le  quotient  eft  le  nombre  entier  que  l'on  a  trouve  ^ 
plus  une  fradion  dont  le  numérateur  eft  le  refte  ,  &  le 
dénominateur  eft  le  divifeur  :  ainfi  dans  l'exemple  fui*- 
vant ,  le  quotient  eft  de  5*0340  plus  la  fraâion  h  On  a 
cependant  coutume  dédire  que  le  quotient  eft  le  nombre 
entier  qu'on  trouve ,  &  qu'il  y  a  un  refte.  Pour  éviter  l*é- 
^uivoque ,  on  peut  dire  que  le  nombre  entier  trouvé  eft 
le  quotient  partiel ,  &  que-  le  nombre  entier  joint  à  ki 
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tnB&on  eli  le  quotient  total.  Lorfqu'il  y  a  un  refte  ,  U 
faut  pour  faire  la  preuve  >  multiplier  le  divifeur  par  là 
quotient  partiel ,  &  ajouter  le  refte  au  produit  ;  la  fom* 
me  eft  égale  au  dividende ,  quand  h  divifion  eft  bien 
faite ,  parce  que  cette  fomme  eft  la  même  chofe  que  le 
produit  du  divifeur  par  le  quotient  total ,  comme  on  le 
comprendra  aifément  >  lorfqu'on  fçaura  le  calcul  des 
fra&ions. 

IV. 

73.  On  ne  peut  jamais  mettre  plus  de  p  au  quofient 
pour  chacun  ces  membres  de  la  divifion.  Ou  donnera 
dans  la  fuite  la  raifon  de  cette  dernière  remarque* 

La  définition  de  l'article  69  &  les  quatre  remarque! 
ont  lien  clans  la  divifion  ççinpofée ,  comme  datas  la  di- 
vifion {impie. 

Afin  de  faire  mieux  entendre  l'application  des  règles 
de  la  divifion»  nous  diftinguerons  les  différens  mem- 
bres ,  &  nous  appliquerons  les  trois  règles  à  chacun  de 
ces  membres  en  particulier, 

Exemple  IL 

Soit  le  nombre  30204;'  à  divifer  par  6. 

Premier  Membre  de  la  divifion. 

Voyant  que  le  premier  çhifre  3  du  dividende  eft  plut 

Etat  que  le  divifeur  6,  je  prends  36  pour  premier  mem* 
e  felon  la  première  remarque  (70)  ;  8c  je  dis  ;  en  30. 
combien  de  fois  6 ?  cinq  fois  ;  je  pofe.dûnc  %  au  quo- 
tient; &je  multiplie  6  par  y,  le  produit  eft  30, qui 
étant  ôté  du  premier  membre  ,  il  ne  refte  rien» 

Second  M^mbrex 
Xabaifle  le  2  du  dividende  »  qui  fera  feul  le  feconc} 

4>i 
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membre  de  làdivifion ,  après  quoi  je  dis  :  en  2  combien' 
de  fois  6  ?  mais  le  divifeur  n'étant  pas  contenu  dans  le 
dividende  partiel,  qui  eft  2,  j'écris  o  quotient  (68)  : 
là  multiplication  du  divifeur  par  o  ,  &  la  fouftraâion 
étant  inutile ,  il  reftera  2. 

«.   -    ■       >  Troijieme  Membre. 

Je   tranfporte  le  chifre   fuivant    302047  C6 
du  dividende  ,  qui  eft  o ,  à  côté  S  ' 

du  refte  2  k;  ce  qui  donnera  20       2°      Vf  ©3  4° 
pour  le  troifïeme  membre  ;  je  dis         *4 
enfuitè  :  en  20  combien  de  fois         (X 
6  ?  trots  fois  ;  je  pofe  3  au  quotient ,  &  je   multiplie  <5" 
par  trois  :  le  produit  1 8  étant  ôté  de  20 ,  il  refte  2  qu'il 
faut  écrire  fous  o* 

Quatrième  Membre* 


m*  »■ 


Je  descends  le  4  du  dividende  à  côté  du  refte  2  :  ce 
qui  fait  24  pour  le  quatrième  membre  ;  je  dis  donc  :  en 
24  combien  de  fois  6  ?  quatre'  fois  :  Je  pofe  4  au  quo- 
tient j  &  ayant  multiplié 6  par  quatre ,  je  louftrais  le  pro- 
duit 24  de  ce  quatrième  membre ,  il  ne  refte  rien. 

* 

Cinquième  Membre» 

■ 

. ,  Enfin  fabaifîç  le  J  du  dividende  ,  qui  fera  fcul  le 
cinquième  membre  ,  n'y  ayant  point  eu  de  refte,  du  pré- 
cèdent ;  je  dis  donc  :  en  y  combien  de  fois  6  ?  le  divi- 
feur n'étant  point  contenu  dans  ce  membre  ,  je  mecs 
zéro  au  quotient  (68)  ;  mais  la  multiplication  &  la 
fouftraâion  étant  pour  lors  inutiles,  il  refte  y  du  divi- 
dende qu'il  faut  féparec  par  un  petit  arc  •  &  la  diyifioa 
eft  achevée» 


\r 
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•  *  : 

Exemple    III.  > 

•  *        > 

Soit  le  nombre  3780269  à  divifer  par  7.  Nous. ne 
mettons  cetroifieme  exemple  qu'à  caufe  de<  deux  zoroa 
qu'il  faut  écrire  de  fuite  au  quotient  ;  c'eft  pourquoi  noua 
n'expliquerons  que  ce  qui  regarde  ces  deux.  Zéros  <jeah 
on  verra  allez  comment  fe  doit  pratiquer  le  refte  de  la 
divifion  ,  après  ce  qui  a  été  dit  dans  les  exemples  précé-. 

deos.  ..'/:...-  ^ 

-   Dans  cet  exemple  »  après        3780269!  7 

avoir  mis  le  premier  zéro  au    7-: — '  '  '    .    r  t :  j 

quotient,  on  defcend  le  2  à  la        2^I     .  ..  r?  J40038; 
droite  du  zéro  du  dividende ,  0026 

lequel  zéro  avoit  été  abaifle  S9  t 

auparavant  ,  &  on    cherche  .jC  3  ...... 

combien  de  fois  le  diviieur  7  eft  contenu  dans  le  2  ,  qui 
eftle  quatrième  nombre .rmais  co/nmejç  divifeur  n'eft 
point  contenu  dans  ce  membres  bn  met  un  ftcorid  zéro 
au  quotient  ;  enfuite  on  abaifle  le  6  du  dividende  à 
côté  du  qa  ce  qui  donne  ;26  pour  le  çinquuijïje  .membre  ; 
"on  cherche  donc  combien  de  fois  le  diyifeux.éfl.come^ 
nu  dans  26  ;  &  comme  il  y  eft  contenu  trois  fois  ,  on 
écrit  3  au  quotient  »  &  on  fait  tout  le  refte  comme  dans 
les  exemples  précédens.  .•/•.":*,•     r 

Nous  n'avons  pas  écrit  le  produit  du  divifeur  paç 
chacun  des  chifres  du  quotient  pour  en  faireia,  fçuftcac^ 
tion  :  ^infi  dans  le  fécond  exemple  ,  après  avoir  Jrikaq. 
quotient1  "       '  'r     ^  t-f.i     i* ■_.- 

6  par 

trait  du  premier 

fous  de  ce  membre ,  comme  on  aoroit  pi^.fajfe*  mai* 
dans  la  divifion  compofée  nous  écrirons .  toujours  ces 
produits  fous  les  membres  dont,  ils  doivent;  être  foufr 
traits ,  afin  que  l'on  foit  moins  expofé  afaireiles  faytesdà 
calcul  dans  la  fouftradion  j  ce  qui  arriveront  plus  facile* 

d  ii| 
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ment  que  dans  la  di vifîon  (Impie  où  les  produits  font 
fort  petits ,  n'étant  jamais  compofé*  de  plus  de  deux  chi- 
fres. 

Avant  de"  pafler  à  la  divifion  compofée ,  il  eft  à  propos 
de  refaire  plufieurs  fois  les  exemples  que  l'on  vient  de 
donner  >  &  fur-tout  le  fécond  &  le-  troifieme  ,  qui  con- 
tiennent des  fceros  au-  quotient  ;  on  doit  suffi  fe  donner 
des  exemples-:  &  afin  de  voir  fi  l'on  ne  fe  trompe  point 
dans  l'application  des  règles  ,  il  faut  multiplier  un  nom- 
bre tel  qu'on  voudra ,  par  un  feul  caraâere ,  &  prenant 
le  produit  qui  en  viendra  pour  dividende ,  &  le  multi- 
plicateur pour  divifeur ,  il  doit  venir  au  quotient  le  mê- 
lbe  nombre  qui  a  fervi  de  multiplicande;  ainfi  il  fera  fa* 
cile  de  voir  fi  on  fe  trompe  en  faifant  la  divifion.  On  peut 
faire  la  même  chofe  pour  la  divifion  compofée  >  pourvu 
<jue  le  multiplicateur  contienne  plufieurs  chifres,         ' 

•  ■ 

VELA  DIVISION  COMPOSÉS. 

■ 
■ 

Nous,  avons  dit  que  lorfqù'il  y  a  plufieurs  drifres  ta 
divifeur ,  pour  lors  la  divifion  étok  appellée  compofée. 

74.  On  trouve  les  dHfërens  membres  db  cette  divi- 
fion delà  manière  qur  a  été*  expliquée  (70),  &  on  apr 
plique  fur  chacun  les  trois  .règles  de  ta  divi^on  fimple  ; 
c'eft-à-dire  ,  qu'il  faut  l°.  chercher  combien  de  fois  le 
divifeur  eft  contenu  dam  chaque  membre  de  la  divi- 
fion ,  &  écrire  au  quotient  le  caraâere  qui  marque  com- 
bien de  fois  le  divïeuf  entier  eft  contenu  dans  fe  mem- 
bre fur  lequel  on  opère  i  2\  multiplier  tout  le  divifeur 
par  le  caraftère  qùon  vient  d'écrire  au  quotient  ;  3°» 
©te*  fe-  produit  de  cette  multiplication  du  dividende 
partiel.  Nous  allons  faire  des  remarques  &  donner  des 
exemples  dé  la  divifion  compofée ,  qui  feront  concevoir 
comment  fe  fait  l'applicatibn  de  ces  règles 
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Remarques» 
I* 

75*.  Lorfqu'on  veut  faire  une  divlflon  compofee,  il 
ue  faut  pas  chercher  combien  de  fais  le  divifeur  entier 
eft  contenu  dans  le  membre  de  la  divifîpn  fur  lequel  oa 
opère  ;  cela  demandèrent  une  trop  grande  étendue  d'eC- 
prit.  Far  exemple  »  fi  on  veut  divifer  37607  jw  84 ,  ît 
ne  faut  pas  chercher  combien  de  fois  le  divifeur  entier 
84  eft  conteqi»  dans  .2*76 ,  qui  efl:  1$  prçmiçr  membre  : 
mais  concevant  que  le  divifeur  eft  fous  le  dividende  par- 
tiel (  (ans  l'y  écrire  efFeâivem^t  )  enfçrte  ^ue  le  der- 
nier chifre  du  divifeur  répond?  au  dernier  chifre  de  ce 
Jividende  partiel ,  en  cettç  Ratière  *  \\  ;  il  faut  voir 
contbitn  de  fois  le  premier  chifre  du  divifeur  eft  contenu 
4ans  celui  o]i  cçux  fluxqrçelp  il  répond  :  dans  cet  exem- 
ple,  8  répond  è  37  »  parce  eue  «'y  ayant  aucun  chifre  du 
divifeur  avant  8 ,  il  eft  cerne  répondre  ♦  noo- feulement 
à  7  ,  qui  eft  précisément  ju-,deffus  ,  mais  aufîi  à  2  ,  qui 
joint  au  n  %  fait  27  ;  on  doit  donc  chercher  combien  de 
fois  8  eu  jçtygpnu  «Ufls  37  >  e?  difent  :  -en  27  combien 

defeis^f       . 

II 

7&  Après  avoir  trouvé  combien  dç  fois  te  premier 
chifre  du  jjiyîfeur  eft  çpfgeflu  dans  te  ohiire  ou  les  chn 
1res  auxquels  il  répwd  ,  il  rvp  faut  pas  metue  d'abord 
au  quotient  le-caraâer*  flui  exprime  combien  de  fois  le 
premier  ch&edu4iWfeur  <eft<çofHenu  dans  celui  ou  ceux 
fuxquel;  '4  répond  *  il  faut  auparavant  faire  l'épreuve» 
Or  cette  épçe.çve  çonfifte  à  multiplier  le  divifeur  entier 
par  te  caraétere  qu'on  vouloir  mettre  au  quotient  ;  &  ii 
le  produit  de  cette  multiplication  n'eft  pas  plus  grand 
que  te  dividende  partial  A  le  çty&e  éprouve  çft  bon*  8e 

<Li* 
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doit  être  mis  au  quotient  :  dans  l'exemple  propofê^L 
après  avoir  trouvé  que  8  eft  contenu  trois  fois  dans  tes. 
cnifres  correfpondans  27  ,  il  faut  faire  l'épreuve ,  c*eft— 
à-dire ,  multiplier  le  divifeur  entier  84  par  3  ,  &  le  pro— < 
duit  2  ji  n'étant  pas  plus  grand  que  le  premier  membre 
2.76  .  on  doit  mettre  3  au  quotient  :  mais  fi  le  produit 
du  divifeur  par  le  chiffe  éprouvé  3  ,  avoit  été  phas  grand r 
que  le  dividende    partiel  >  il  aurûit  fallu  éprouver  ^* 
moindre  que  3  d'une  unité  ;  &  fi  en  multipliant  le  divï—',] 
dende  par  2 ,  le  produit  eût  encore  été  plus  grand  que  ? 
le  dividende  partiel  ,  il  auroit  fiallu  mettre  au  quotient  x  "  \ 
moindre  que  2  d'une  unité.  En  un  mot ,  il  faut  diminuer  , 
toujours  d'une  unité  îeehifre  éprouvé ,  jufqu'à  ce  que   j 
le  produit  du  divifeur  par  le  chifre  éprouvé  ne  fott  pas  * 
plus  grand  que  le  membre  fur  lequel  on  opère  ,  afin  que- 
ce  produit  puifle  en  être  ôte. 

On  doit  écrire  à  part  toutes  les  multiplications  que 
l'on  fait  pour  les  épreuves: par  ce  moyen ,  les  épreuves 
qu'on  a  faites  par  les  premiers  chifres  du  quotient  pouc^ 
ion  c  fer  vir  pour  les  fui  vans.    ••   •  -  . 

!  III.  .-..■ 

77.  S'il*  arrivait  qu^eit  multipliant  le  divifeur  par  1  * 
le  produit  ne  pût  être  ôté  du  dividende  partiel ,  ou  fi  let 
divifeur  étoit  plus  grand  -que  le  dividende  partiel)  ce 
qui  revient  au  même  )  »  ce  feroit  une  marque  qu'on  no 
pourroit  mettre  que  zéro  au  quotient  pour  ce  membre» 
auquel  cas  on  négligerait  la  multiplication  4&  la  fouf-» 
traâion ,  parce  qu'elles  feroient  inutiles  \  comme  ôiï  l'a 
déjà  remarqué  pour  la  divifion  fimple .  i 

Ces  trois  remarques  font  pour  tous  les  membres  dé 
la  divifion  compofée ,  excepté  le  premier*  fur  lequel  la 
troifieme  remarque  n'a  point  d'application.    J 

Exemple    I. 
-  Soit  le  nombre  2760$  à  divifer  par  £4* 


De    la    Division.  57 

Premier  Membre. 
Les  deux  premiers  chifres  du  divi-       2,760  f\  84 


2S%      J   3 


dende  faifant  un  nombre  moindre  que 
le  dïvifeur  ,  je  prends  les  trois  pre- 
miers ;  fçavoir  ,  276  pour  le  premier  1 
Membre  ,  fous  lequel  concevant  le  di-  24 
Tifeur ,  comme  il  a  été  dît  dans  la  première  remarque 
fur  la  divifion  compofée  (7  y)  je  cherche  combien  de 
fois  8  eft  contenu  dans  les  chifres  correfpondans  27  ;  '& 
voyant  qu'il  y  eft  contenu  3  fois  >  je  multiplie  le  divifeur 
entier  84  par  3  ,  le  prpcjuk  eft  2 y 2  ,  lequel  étant  moin- 
dre que  le  premier  membre  276 ,  je  mets  3-  au  quotient» 
Voilà  déjà  l'application  de  la  première  règle  faite  fur  la 
premier  membre» 

Aptes  avoir  mis  3  au  quotient ,  je  devrois  multiplier  ± 
félon  b  féconde  règle  ,  le  divifeur  84  par  le  chifre  3  qu© 
j'aîmis  au  quotient  :  mais  comme  j'ai  déjà  trouvé  le  pro- 
duit en  faifant  l'épreuve ,  j'écris  amplement  ce  produit 
fous  le  premier  membre ,  enforte  que  le  dernier  chifre 
du  produit  foit  fous  le  dernier  chifre  du  premier  membre 
en  cette  manière  ~. 

*  Enfin  j'applique  la  trotfieme  règle  en  ôtant ,  félon  la 
méthode  ofdinaire  de  la  fouftraâion<*  le  produit  2  £2  <h* 
dividende  partiel  276  ;  cette  fouftradion  étant  faite  Je 
tefte  fera  24  »  &  l'opération  fera  achevée  fur  le  premier 
membre.  On  cherche,  enfuite  le  fécond  fur  lequel  on 
opère  de  la  même  manière,  auffi-bien  que  fur  les  fuit 
mas ,  comme  on  le  verra'  dans  la  fuke. 

Second  Membre* 

■ 

Le  re/le  du  premier  membre  eft  24 ,  à  côté  duquel 
fabaiflè  le  chifre  fuivant  du  dividende  qui  eft  o  :  ce  qui 
donne  240  pour  le  fécond  membrç ,  fous  lequel  con- 
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cevant  Icf  divifeur  84  difpofé  comme  il  faut  (75*)  ,  je 
cherche  combien  de  Fois  8  eft  contenu  dans  24. ,  qui  eft 
le  nombre  auquel  il  répond  :  comme  je  vois  qu'il  y  eft 
contenu  trois  fois ,  j'éprouve  le  3  en  multipliant  le  di- 
vifeur par  ^  >  le  produit  25-2  eft  plus  grand  que  240  s 
aînfi  le  3  n  eft  pas  bqn.  Je  dois  donc  Ip  diminuer  d'une 
unité  ;  il'  reftera  2  ,  qu'il  faut  aufli  éprouver  çn  multi- 
pliant le  divifeur  par  2.  Or  en  feifant  cette  multiplica-; 
non  ,  je  trouve  le  produit  i<?8  ,  qui 
eft  moindre  que  240  ;  par  conféquent     arjCof  C  84» 
je  'dois  mettre  2  au  quotient  à  côté  du     ■  "  ■     ^  —7* 
3  :  enfuite  la   multiplication  du  divi-     3f2    ,^3^* 
feur  par  ce  2  étant  toute  faite  ,  féerie  .     24a 
le  produit    r68  fous  ,240, -les  unités       j68 
fous  les  unités  ,  l^s  dixpines  fous  les         ■ 
dixaines ,  &c.  comme  il  faut  toujours         J  f         ' 
ïôbferver  }  Se  faifant  enfuite  la  fouf-      ,     ? 
traftion  *  je  trouve'  le  refte  72*      *   .  t  C  !3  • 

Troifiemç  Membre* 

...  .      ,  «s 

'  J'âbâiflfe  le  cJiifre  fuivant  du  dividende;  £çavoîr  f\ 
vta4*vfa  du  reftê  72  >  aiflfi  le  troiCcme  &  dernier  nçntr 
bre  eft  72  y  »  fous  lequel  concevant  ledivifeur  placé coa»* 
«ie  ilfaut  (7/)  >  fa  vois  que  le  U  répond  à  72  >  5e  cher- 
cha donc  combien  de  fois  8  eft  contenu  dans  72 ,  Si 
voyant  qu'if  y  eft  neuf  lots ,  j'éprouve  lé  9  ,  ç'eft- à-dire^ 
que  je  multiplie  lé  divifeur  ptor  9  ;  mais  le  produit  7^ 
€taiit  plus  grand  que  725*  ,  le  9  n'eft  pas  bon  ;  fépran» 
donc  le  8  moindre  d'une  unité  que  9  :orle  produit  <ht 
divifeur  par  8  eft ^7 2  »  moindre  que  725-;  jepofedooc 
8  au  quotient ,  &  j'écris  ce  produit  672  fous  725*  pour 
faire  la  fouftra&ion  »  laquelle  étant  achevée .  le  refte  eft 
53  ,  que  je  fépare  par  un  petit  arc ,  afin  de  le  diftînguer 
des  autres  ehifrés;  ce  qui  étant  fait,  la  dlvifion  eft*  et*- 
tiérement  finie  ,  parce  qu'il  n'y  a  plus  de  chifre  à*faHIèjr 
dans  le  dividende*  ...-.•-> 
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Soit  le  nombre  47P7Ç6 J  à  divifer  par  3 £9; 

Premier  Membre. 

Le  divîfeur  n'étant  pas  plus  grand  <}uè  les  trois  pre* 
tniers  chtfresdu  dividende  -,  fçavoir  475) ,  ce  nombre  eft 
le  premier  membre  *de  la  divifion  ,  fous  lequeî  concevant 
le  divifeur  en  cette  manière  JJ|,  le  3  du  divifeur  ré- 
pondra au  4  du  «dividende  partiel }  je  dis  donc  :  en  4 
combien  de  fois  3  ?  une  fois  ,  j'é- 
cris 1  au  quotient,  parce  que  je  4?£78tf$*  f  3<T9 

vois   qbe  le   prodtjût    du  divifeur  -— : — ■— ..{ *r 

par  1  étant  «çai  au  divifor  me-  £££_        M30°* 

ne.»  nîeft.pas4  plus  grand  que  479  :    n  07 

enfuit e  je  mets  le  produit  du  di-^j,^ ,.    .       „  ,  ; 

vifeurpari  ,  c'eft- à-dire,  3 <fp  fous  - 

Je  premier  membre  475 v  les  unités  ;     0086^ 

fous  les  unités,  après  quoi  je  fais  73g 

la  :fouftraâion  qui  me  donne  pour   ■  ■    , 

relie  np.  (127 

»  .       ♦  +         '  .      •  •  • 

•-    '  '  &«wi'i  Membre 


i   »  »». 


À  ce  refte  î  TO^e  joins  te  chîfre  fuivant  du  dividende, 
fçavoir  7  ,  en  fabaiflant  à  côté  de  né  ,-ce  qui  fait 
1107  Pour  fécond  membre  >  (bus  lequel  concevons  te 
dmfetfr  placé  commte  il.  faut  (75") ,  le  premier  chifre  5 
do  divKeur  répondra  foiré  1 1  ;  je.  dis  donc  :  en  11  com- 
bien de  fois  3  ?  il  y  eft  trois'  fois  5  c'elï  pourquoi  j'éprofc- 
ve  le  3  eH  multipliant  le  tfivifeur  paf  3  :  le  produit  eft 
1107  »  lequel  n'étant  pas  *phis  grahd'  que  te  dividende 
partiel  ,  je  pofe  3  au  quotient ,  &  j'écris  te  ptoduit  1 107 
fous  le   dividende  partiel ,  pour  faire  la  fouftraâion , 
laquelle  étant  achevée  il  ne  refte  rien. 


60  Arithmétique.  Livrs 

Troijïemc  Membre* 

i 

Pabaifle  le  S  qui  eft  fous  le  troŒeme  membre ,  par- 
ce qu'il  n'eft  rien  refté  du  fécond. -Ce  troifïeme  mem- 
bre étant  plus  petit  que  le  divifeur 9"  je  dois  mettre  o  au 
quotient  ;  amfi  la  multiplication  &  la  fouftraâion  font 
inutiles  ,  &  par  conféqnent  le  refte  du  troifieme  divi-5 
dende  partiel  eft  8, 

Quatrième  Membre*  ...... 

Je  defcends  le  chifre  fuivant  du  dividende ,  fçtvoip 
*$  y  vis-à-vis  du  refte  8  ;  ce  qui  donne  26  pour  le  qua- 
trième membre ,  lequel  étant  encore  plus  petit  que  le 
divifeur ,  je  mets  un  fécond  o  au  quotient  »  &  le  refte 
de  ce  membre  eft  8  6. 

Cinquième  Membre. 

r 

Enfin  ayant  abaifle  lé  dernier  chifre  du  dividende, 
qui  eft  f,  a  coté  du  refte  86  »  il  vient  8<Sy  pour  cinquiè- 
me &  dernier  membre  »  fous. lequel  concevant  le  divi- 
feur placé  comme  il  faut ,  le  3  du  divifeur  répond  au 
S  5  je  dis  donc  :  en  8  combien  de  fois  3  ?  deux  fois;  ainfi 
je  multiplie  le  divifeur  par  2  ,  le  produit  eft  738  ,^qj 
étant  moindre  que  865* ,  je  pofe  2  au  quotient»  &  j'é- 
cris le  produit  738  fous  86 f  pour  faire  la  fbuftra&ion , 
après  laquelle  il  refte  1 27  ,  que  je  fépare  par  un  petit 
arc  >  &  la  diviOon  eft  achevée. 

Voici  encore  deux  exemples  de  la  divHion  compofée, 
que  nous  donnons  fans  nous  arrêter  à  les  expliquer» 
comme  nous  avoos  fait  les  précédens» 
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Exemple    III* 


23524,      1 870 
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(362  refte 


3  52  refte 
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31248  .  I4052yj7440 

31248  140<52j,3744p 

000  5812/074880 

77.  fi.  Pour  faire  la  preuve  de  ces  deux  derniers  exem- 
ples, nous  avons  multiplié  le  divifeur  par  la  moitié  du 
quotient ,  &  nous  avons  doublé  le  produit  auquel  nous 
avons  ajouté  le  refte  de  la  divifion.  Il  eft  évident  que  le 
double  du  produit  eft  égal  au  produit  du  divifeur  par  U 
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quotient  ;  &  par  conféquent  la  Comme  du  relie  &  dtf 
double  du  produit  par  la  moitié  du  quotient ,  doit  être 
égale  au  dividende.  Cette  preuve  de  la  divifion  renfer- 
me une  preuve  de  la  multiplication  qui'  confifte  à  multi- 
plier un  des  fadeurs ,  foie  le  multiplicande ,  foit  le  mul- 
tiplicateur par  la  moitié  de  l'autre  ;  car  le  produit  doit 
être  égal  à  la  moitié  du  produit  des  deux  fadeurs  :  par 
conféquent  ,  en  doublant  le  produit  d'un  des  fadeurs  par 
la  moitié  de  l'autre ,  on  aura  le  produit  des  deux  fadeurs 
entiers. 

Remarques» 

I. 

78.  Si  on  appercevoit  qu'après  avoir  fait  la  fouftrac- 
tion  ,  le  refte  fût  plus  grand  ou  égal  au  divifeur ,  ce  fe- 
roit  une  marque  que  le  chifre  qu'on  vient  de  mettre  au 
quotient  ou  quelqu'un  des  précédens  feroit  trop  petit» 
puifque  le  divifeur  ferok  contenu  dans  le  çnembre  dont 
on  viendroic  de  faire  la  fouflxadion ,  au  moins  une  fois 
de  plus  qu'il  ne  feroit  marqué  par  c*  chifre  qu'on  vieil- 
droit  d'écrire  au  quotient  :  ainfi  après  la.  lauflxadioa 
faire  fur  le  fécond  membre  du  premier  exemple  de  la  di- 
vifion compofée  ,  fi  le  refte  avoit  été  plus  grand  ou  égal 
au  divifeur  84 ,  alors  le  2  qu'on  a  mis  au  quotient  pour 

ce  membre  auroit  été  trop  petit* 

« 

11. 

79.  Chaque  membre  de  la  divifion  founjiffant  un 
chifre  au  quotient,  il  eft  vifible  qu'il  doit  y.  a  voir  au* 
tant  de  chifres  au  quotient ,  qu'il  y  a  de  membres  dans 
la  divifion.  Or  il  eft  facile  de  voir  tout  d'un  coup  com- 
bien il  y  aura  de  membres  dans  la  divifion ,  puifqu'il  y 
en  a  autant  &  un  de  plus  qu'il  refte  de  chifres  dans  le  di- 
vidende après  le  premier  membre  :  dans  l'exemple  cité 
à  la  remarque  précédente  ,  il  étoit  aifé  de  voir  qu'il  n'y: 
turoit  que  trois  membres  en  divifaflt  2760J  par  84. ,  éj 
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pwconféquent  qu'il  n'y  au r oit  que  trois  cbifres  au  quo- 
tient ,  parce  qu'il  ne  reftoit  que  deux  caractères  au  divi- 
dende après  le  premier  membre  276.  On  ne  parle  pas 
id  des  cbifres  qui  coropofent  la  fraâion  du  quotient 

total* 

III. 

80.  On  ne  peut  jamais  mettre  plus  de  9  au  quotient 
pour  on  des  membres  du  dividende.  Nous  allons  le  dé- 
montrer à  l'égard  du. premier  membre  ,  &  nous  ferons 
voir  enfuite  que  l'on  peut  appliquer  la  même  démont 
dation  aux  fuivans; 

Ou  bien  il  y  a  autant  de  chifres  au  premier  membre 
qu'il  y  en  a  au  divifeur  ,  ou  il  y  en  a  un  de  plus.  Or  dans 
Pun  &  l'autre  cas  on  ne  peut  mettre  plus  de  9  au  quo- 
tient ;  fappofons  d'abord ,  qu'il  y  a  autant  de  chifres 
dans  le  premier  membre  qu'il  y  en  a  au  divifeur  :  par 
exemple ,  trois  à  chacun  ;  enforte  .que  les.  trois  du  pre- 
mier membre  foient  les  plus  grands  qu'il  foit  poflîblé  ; 
&  que  les  trois  du  divifeur  foient  au  contraire  les  plus 
petits  que  l'on  puifTe,  afin  que  le  divifeur  foit  cohtenu 
plus  de  fois  dans  le  premier  membre  :  que  ce  premier 
membre  foit  donc  9998c  le  divifeur  ioo;il  eft  certain 
que  100  n'eft  point  contenu  dix  fois  dans  ppp ,  car  afin 
que  100  fut  contenu  dix  fois  dans  999  »  il  faudroit  que 
ce  nombre  999  fût  dix  fois  plus  gtand  que  100  »  ce  qui 
n'eft  pas  ,  puifque  pour  rendre  un  nombre  dix  fois  plus 
grand  qu'il  n'eft ,  il  n'y  a  qu'à  mettre  un  zéro  après  ce 
nombre.  Or  en  mettant  un  o  après  100  ,  il  vient  1000*, 
qui  eft  plus  grand  que  ççp  ;  donc  ^9  n'eft  pas  dix  fois 
plus  grand  que  100;  &  par  conféquent  100  n'eft  pas 
contenu  dix  fois  dans  $^  ;  onoe  peut  donc  mettre 
plus  de  9  au  quotient,  en  divifant  ^jftf  par  100.  - 

De  même  s'il  y  avoit  un  chifre  de  moins  dans  le  dit- 
vifeur  que  dans  le  dividende  partiel  ;  par  exemple ,  fi 
le  divifeur  étoit  62  j  ,  &  le  premier  membre  6245  (  s» 
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premier  membre  eftleplus  grand  qu'il  foie  pofliblepat' 
rapport  au  divifeur ,  puifque  fi  on  augmentait  d'une 
unité ,  la  fomme  qui  en  réfulceroit ,  fçavoir  6250  ,ne 
pourroit  plus  être  prife  pour  premier  membre  ,  mats 
feulement  62;  égal  au  divifeur  )  ,  dans  ce  cas  le  divi- 
feur ne  ferait  pas  contenu  dix  fois  dans  le  dividende 
partiel ,  puifqu'en  rendant  ce  divifeur  dix  fois  plus 
grand ,  c  eft-à  dire ,  en  le  multipliant  par  10  >  le  pro- 
duit 625*0  eft  plus  grand  que  le  premier  membre  6249  : 
on  ne  peut  donc ,  même  dans  ce  cas ,  mettre  plus  de 
9  au  quotient. 

Ce  que  l'on  vient  de  dire  pour  le  premier  membre 
de  la  divifion  doit  s'entendre  également  de  tous  les  au- 
tres, parce  que  le  refte  quife  trouve  après  chaque  fouf- 
traétion  ,  étant  toujours  plus  petit  que  le 'divifeur  ♦  il  eft 
impodible  que  ce  refte  augmenté  du  chifre  qu'on  abaïf- 
fe ,  contienne  dix  fois  le  divifeur. 

Ces  trois  remarques  conviennent  à  la  divifion  {im- 
pie ,  comme  à  la  divifion  compofée. 
•*  81»  Quand  une  divifion  compofée  doit  donner  un 
grand  nombre  de  chifres  ;  par  exemple ,  fept  »  huit  ou 
même  davantage  ,  il  eft  bon  de  commencer  par  cher- 
cher les  produits  du  divifeur  par  les  neuf  premiers  chi- 
fres 1,2,  5  ,  4  ,  &c.  alors  il  n'y  a  point  d'épreuve  à 
tenter ,  &  la  divifion  fe  réduit  à  faire  des  fouftradions. 
Soie,  par  exemple,  le  nombre  5*43  862704960184  a 
divifer  par  842065*  :  on  cherchera 
les  différens  produits  que  nous  ve-  842065*  par  l! 
lions  de  dire  en  commençant  par  les  16841 30  par  2, 
plus  petits ,  &  les  écrivant  par  ordre  25*26195'  par  j 
les  uns  fous  les  autres  avec  les  multi-  3368260  par  4. 
plicateurs  à  coté ,  en  cette  forte  :  or  42 103  2  f  par  y 
pour  trouver  aifément  ces  produits ,  5*05^2 3 90  par  6 
il  n'y  a  qu'à  ajouter  le  premier  à  ce-  J8944 y  y  par  7 
lui  qui  précède  immédiatement  ce-  67365*20  par  8 
•lui  qu'on  cherche  :  ainfi  pour  avoir      151% 5% 5  par  9 

le 
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le  dnquîemc ,  on  ajoutera  le  premier  au  quatrième  ;  & 
de  même  pour  avoir  le  fîxieme,  il  faut  ajouter  le  pre- 
mier au  cinquième  s  ainfi  des  autres.  Et  pour  s'alfurer 
qu'on  nes'eft  pas  trompé,  il  fera  bonde  multiplier  le 
premier  par  p  \  le  produit  doit  être  le  même  que  le  neu- 
vième qu'on  aura  trouvé  par  l'addition. 

%2.  Entre  plufieurs  manières  de  faire  la  divifion  corn- 
pofée ,  nous  avons  cboifî  celle  qui  vient  d'être  expli- 
quée,  parce  qu'elle  eft  plus  facile  à  entendre,  &  que 
djailleuès  elle  paroît  moins  fujette  aux  fautes  de  calcul 
que  les  autres;  ce  qui  eft  d'une  grande  conféquence.  Au 
refte  »  lorfque  le  quotient  ne  doit  être  compofé  qu  envi- 
ron de  trois  ou  quatre  caraâeres  ,  il  feroit  plus  coure 
de  ne  faire  l'épreuve  que  par  la  penfée  ,  &  de  commen- 
cer la  multiplication  du  divifeur  vers  la  gauche ,  en  fai- 
sant la  fouftraâion  en  même  temps  fans  rien  écrire  :  la 
fouftraôion  fe  fait  de  la  même  manière  que.  pour  la 

{>reuve  de  l'addition.  On  va  appliquer  cette  méthode 
ur  un  exemple. 

Si  je  veuxdivifer  843067  par  216  f ,  je  dis:  en  huic 
combien  de  fois  2  f  ?  il  y  eft  quatre  fois  :  j'éprouve  donc 
4  en  commençant  à  multiplier  le  divifeur  vers  la  gau- 
che ,  &  en  faifant  en  même-temps  la  fouftraâion  de  la 
manière  fuivante  :  Quatre  fois  deux  font  huit  ;  j'ôte  ce 
produit  8  du  premier  chifre  du  dividende  auquel  répond 
le  2  du  divifeur ,  &  il  ne  refte  rien  ;  je  multiplie  enfuite 
le$>  du  divifeur  par  4  :  mais  le  produit  ne  pouvant  être 
6té  du  4  du  dividende,  il  eft  vifible  que  ce  chifre  éprou- 
vé >  fçavoir  4 ,  n'eft  pas  bon  ;  j'éprouve  donc  le  3  de  la 
même  manière,  &  je  dis  :  trois  fois  lieux  fontfix ,  j'ôte 
6  de  8 ,  il  refte  2 ,  qu'il  faut  ioindreparla  penfée  avec 
le  4  fuivant  du  premier  membre  ,  ce  qui  fait  24  ;  en- 
fuite  je  dis  :  trois  fois  9  font  vinçt-fept ,  que  je  ne  puis 
ôter  de  vingt- quatre  ,  ainfi  le  chifre  X  n'eft  pas  enco- 
re bon.  J'éprouve  donc  le  2  en  diunt  :  deux  fois,  2 
font  4 ,  que  -j'ôte  de  8 ,  il  refte  4  »  qu'il  faut  joiifcr 
1.  Partie.  * 


66         Arithmétique  ,  Livre  premier. 

dre  par  la  penfée  avec  le  4  fuivant  >  &  la  Comme  eft  44 

Après  cela  je  multiplie  9  par  2,  &  143067  £296$ 

j'ôte  le  produit  18  de  44  ;  &  vovant 

qu'il  reue  plus  de  p ,  j  e  luis  afluré  que  jp  3  o 

a  eft  bon  ;  c'eft  pourquoi  je  fais  la  ■ 

multiplication  du  divifeur  par  2  à  2Joctf 

Fordinaire,en  commençant  à  à  la  droi-  23720 
te ,  &  en  écrivant  le  produit  :  après        , 

quoi  je  fais  la  fouftra&ion  &  jVcris  12867 
le  refte ,  comme  il  a  été  pratiqué  dans      1 1 S60 

la  méthode  dont  on  s'eft  fervi  ci-def-  

fus.  IC07 

La  fouftraâion  étant  faite ,  &  le  chifre  fuivant  du  di- 
vidende étant  abbaifle ,  le  fécond  membre  eft  2$oo6 
fur  lequel  je  fais  l'épreuve  comme  fur  le  premier  ;  je  dis 
donc  :  en  2  f  combien  de  fois  2  ?  on  ne  peut  mettre  que 
9  ;  ainfi  j'éprouve  9  en  difant  :  neuf  fois  deux  font  18  » 
que  j'ôte  de  2  J ,  il  refte  7  ;  je  joins  par  ïa  penfée  le  refte 
7  au  zéro  fuivant  du  fécond  membre  ,  ce  q  ui  fait  70  ; 
après  quoi  je  multiplie  le  9  du  divifeur  par  le  9  éprou- 
vé :  mais  le  produit  ne  pouvant  être  ôté  de  70 ,  je  con- 
clus que  le  £  n'eft  pas  bon.  J'éprouve  donc  le  8  en  di- 
fant :  huit  fois  deux  fo.it  16 ,  que  j'ôte  de  2f ,  il  refte 
9  ;  ainfi  je  fuis  afluré  que  le  chifre  éprouvé  eft  bon  ;  c'eft 

(>ourquoi  je  multiplie  le  divifeur  entier  par  8,  &  j' écris 
e  produit  ;  je  fais  enfuite  la  fouftradion  en  écrivant 
auffi  le  refte.  On  fera  l'épreuve  de  la  même  manière  fur 
le  troiiiéme  membre  de  la  divifion. 

83,  Après  avoir  fini  l'épreuve  par  chaque  chifre  du 
quotient ,  on  pourroit  faire  la  fouftradion  à  mefure 
qu'on  multiplie  chaque  chifre  du  divifeur  fans  écrire  le 
produit.  Nous  allons  le  pratiquer  par  rapport  au  pre- 
mier chifre  du  quotient  qui  eft  deux  :  deux  fois  y  font 
;io,  18  de  o  ne  peut:  m'nfijedis  10  de  10  refte oque 
j'écris ,  &  je  retiens  1.  Puis  je  dis  :  deux  fois  6  font  il 
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&  i  que  fai  retenu  c'eft  13  ;  15  de  3  ne  peut  ;  13  de 
13  refte  o  que  j'écris  au-deflous  de  3  ,  &  je  retiens  1. 
Je  dis  enfuite  :  2.  fois  9  font  1 8 ,  &  1  que  j'ai  retenu  font 
19  ,  19  de  4  ne  peut  ,  19  de  24  refte  y  que  j'écris ,  & 
je  retiens  l  ;  enfin  je  dis  :  2  fois  i  font  4 ,  &  2  que 
j  ai  retenu  font  6  ,  6  de  8  refte  2  que  j'écris.  On  fait  de 
même  pour  les  autres  chifres  du  quotient  :  mais  en 
pratiquant  ainfi  la  multiplication  &  la  fouftra&ion ,  on 
rifque  plus  de  fe  tromper  qu'en  écrivant  le  produit  pour 
faire  enfuite  la  fouftra&ion* 

Démonstration    de  là   Division. 

84.  Divifer  un  nombre  par  un  autre  ,  c'eft  en  cher- 
cher un  troifieme ,  qu'on  nomme  quotient»  qui  expri- 
me combien  de  fois  le  divifeur  eft  contenu  dans  le  di- 
vidende. Or  en  fuivant  les  règles  de  la  divifion,  on 
trouve  pour  quotient  un  nombre  qui  exprime  combien  . 
de  fois  le  divifeur  eft  contenu  dans  le  dividende  :  car 
pour  voir  combien  de  fois  un  nombre  eft  contenu  dans 
un  autre ,  il  n'y  a  qu'à  fçavoir  combien  de  fois  le  pre- 
mier peut  être  ôté  du  fécond.  Or  eh  fuivant  les  règles 
de  la  diyifion ,  on  trouve  pour  quotient  un  nombre 
qui  exprime  combien  de  fois  le  divifeur  peut  être  fouf- 
trait  du  dividende  ,  puifqu'à  chaque  chifee  qu'on  écrit 
au  quotient,  on  doit  multiplier  le  divifeur  par  ce 
chifre ,  pour  en  fouftraire  le  produit  du  dividende  : 
par  exemple ,  fi  on  divife  icq  par  4,  il  fe  trouvera. à 
la  fin  de  l'opération ,  qu'on  aura  multiplié  4  par  25 , 
&  qu'on  aura  fouftrait  le  produit ,  c'eft-à-dirç,  2 $  fois 
4, de  100;  &  par  conféquent  le  divifeur  eft  retran- 
ché du  dividende  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités 
dans  le  quotient  ;  d'ailleurs  le  divifeur  eft  retranché 
du  dividende  autant  de  fois  qu'il  y  eft  contenu ,  puif-  - 
que  ,  félon  les  règles  de  la  divifion  »  le  refte ,  s'il  y  en 

e  il 
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a ,  eft  toujours  moindre  que  le  divifeur.  Donc  le  «JùcM 
tient  exprime  combien  de  fois  le  divifeur  peut  être  ôté 
du  dividende,  ainC  il  marque  combien  de  fois  le  divi- 
feur eft  contenu  dans  le  dividende.  Ce  qu'il  falloit  dé- 
montrer» 

8  y.  Les  Commençant  pourraient  ôire  embatraffes 
pour  comprendre  comment  dans  la  pratique  de  la  di- 
vifion  ,  le  divifeur  eft  ôté  du  dividende  autant  de  fois 
qu'il  eft  marqué  par  le  quotient  ,  fuppofé,  par  exemple, 
ue  le  dividende  foit  45-78  &  le  divifeur  6  ,  le  quotient 
era  763.  Or  il  ne  paroît  pas  d'abord  qu'en  fuivant  les 
régies  de  la  divifion ,  le  divifeur  6  ait  été  ôté  du  divid 
763  fois  »  parce  que  pour  le  premier  membre  de  la  di- 
vifion f  on  n'a  multiplié  le  divifeur  6  que  par  7 ,  après 
quoi  on  a  ôté  le  produit ,  ç'eft-à-dire ,  7  fois  6 du  divid. 

J)our  le  fécond  membre  on  n'a  fouftrait  le  divif.  6  que  6 
bis  du  divid.  ou ,  ce  qui  eft  la  même  ckofe ,  le  pro- 
duit du  divifeur  par  le  fécond  chifre  6  du  quotient  ;  en- 
fin pour  le  troifieme  membre  on  en  a  encore  ôté  le  di- 
vifeur trois  fois  du  dividende  :  on  a  donc  ôté  le  divifeur 
du  dividende  feulement  1 6  fois;  fçavoir,  7  fois  pour  le 
premier  membre ,  6  fois  pour  le  fécond  »  trois  fois  pour 
le  troifieme  :  ce  qui  fait  en  tout  16 ,  Se  non  pas  763. 

Four  faire  évanouir  cette  difficulté ,  il  faut  con- 
fïdérer  de  quelle  manière  fe  fait  la  fouftraâion  dans 
la  divifion.  Quand  pour  le  premier  membre ,  on  a  ôté 
du  dividende  le  produit  de  6  par  7 ,  c'eft-à-dire ,  4*  > 
on  a  fait  comme  fi  on  avoit  voulu  louftraire  4200  pro- 
duit de  6  par  700  •  puifque  pour  fbuftraire  4200  de 
45*78 ,  il  faudrait  dilpofer  ces  deux  nombres ,  enibrte 
que  42  répondît  à  45* ,  &  pour  lors  on  trouverait  pour 
refte  378  qui  eft  le  même  nombre  qui  eft  relié  du  divi- 
dende entier  après  la  première  fouftraâion  ;  ainfi  par 
cette  fouftraâion  on  a  ôté  700  fois  le  divifeur  6  du  divi- 
dende :  de  même  par  la  féconde  fouftraâion  de  la  divi- 
fion on  a-ôcé  du  dividende  le  produit  du  4ivifew  6  PaV 
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60  qui  «ft  36b;  eniin  par  la  troisième  fouftraétion  on  a 
ôté  du  dividende  qui  reftoit  ,  trois  fois  le  divifeur  , 
c'ett-à-dire  ,  le  produit  de  6  par  3  ,  il  eft  donc  certain 
que  le  divifeur  a  été  ôté  du  dividende  en  faifant  la  di<* 
vifion  ,  i°.  700  fois ,  2P.  6q  fois,  30.  3  fois;  ce  qui 
fait  en  tout  763  fois, 

86,  Il  eft  facile  de  voir  à  préfcnt  qu'on  peut  fe  fer- 
vir  de  la  diviGon  pour  preuve  de  la  multiplication  :  car 
le  produit  contenant  le  multiplicande  autant  de  fois  qu'il 
eft  marqué  par  le  multiplicateur ,  il  eft  évident  que  fi 
on  divife  le  produit  par  le  multiplicande ,  le  quotient 
fera  le  multiplicateur  :  &  réciproquement  fi  on  divife 
fe  produit  par  le  multiplicateur ,  le  quotient  fera  le  mui* 
tiplicande. 

87.  C'eft  par  la  diviGon  qu'on  réduit  une  fomme  de 
petites  efpeces  à  de  plus  grandes  :  ce  qui  fk  tait  en  di» 
vifant  la  tomme  des  petites  efpeces  par  le  nombre  qui 
exprime  combien  la  grande  elpece  contient  de  fois  la 
petite  :  par  exemple ,  pour  réduire  uee  fomme  de  de- 
niers en  fols  y  il  faut  divifçr  le  nombre  des  deniers  par  1 3 
parce  qu'un  fol  vaut  1  a  deniers ,  &  le  quotient  fera  le 
nombre  de  fols  contenus  dans  la  fomme  des  deniers. 

La  raifon  de  cette  pratique  eft  que  le  nombre  de  fols 
que  vaut  la  fomme  des  deniers  eft  1 2  fois  plus  petite  que 
le  nombre  des  deni&s ,  puifqu'ilfaut  1  %  deniers  pour  fai- 
re un  fol  ;  il  ne  s'agit  donc  pour  réduire  les  deniers  en 
fols  ,  que  de  trouvée  qrv  nombre  qui  ne  {bit  que  la  dou- 
zième partie  de  celui  des  deniers.  Qr  en  divi&ftt  le  nom- 
bre des  denier  pac  X2  ,  on  trouve  pour  quotient  un 
nombre  qui  u'eft  que  la  douzième:  partie  de  celui  des 
'  deniers  (62D.)  Donc  ce  quotient  marquera  le  nombre 
des  fob  contenus  dans  la  fomme.  de  deniers. 

Nous  allons  donner  plusieurs  exemples  de  réduâion 
des  petites  efpeces  aux  plus  plus  grandes. 

Combien  $46  deniers  valent  •  ils  de  fols  ?  Il  faut 
divifer  546  par  1  a  ;   le  quotient  45  &  le  refte  6  * 

e  Uj 
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iont  voir  que  y 46  deniers  valent  45*  fols  6  deniers. 

Combien  720  pieds  en  longueur  valent-  ils  de  toiles  ? 
il  faut  divifer  710  par  le  divifeur  6 ,  qui  marque  com- 
bien de  fois  le  pied  eft  contenu  dans  la  toife  ,  le  quo- 
tient 120  fait  connoître  que  720  pieds  contiennent 
I20toifes.  .  . 

Combien  yo  onces  d'argent  valent-elles  de  marcs?  Il 
faut  divifer  jo  par  8  ,  qui  marque  combien  il  y  a  d'on- 
ces au  marc;  le  quotient  6  &  le  refte  2  font  connoître 
qu'il  y  a  6  marcs  2  onces  dans  yo  onces. 

88.  Pareillement  on  fe  fert  de  la  drvifion  pour  con- 
noître à  combien  revient  une  petite  mefure  d'une  mar- 
chandife  qu'on  a  achetée  en  gros.  On  trouve ,  par 
exemple ,  le  prix  d'une  pinte  de  vin  à  tant  le  muid.  II 
faut  divifer  la  fomme  que  le  muid  a  coûtée  par  le  nom- 
bre de  pintes  contenues  dans  le  muid.  Ainti  en  fuppo- 
funt  qu'il  contient  288  pintes ,  il  faut  divifer  la  fomme 
que  le  muid  a  coûtée  par  288  5  le  quotient  fera  le  prix 
de  la  pinte.  Si  le  muid  a  coûté  108  livres ,  on  trouvera 
que  la  pinte  revient  à  7  fols  6  deniers.  Il  faut  réduire 
les  livres  en  fols,  quand  le  nombre  des  livres  eft  moin- 
dre que  le  divifeur  ;  &  quand  il  refte  des  fols ,  il  faut 
auffi  les  réduire  en  deniers\  afin  de  divifer  ces  deniers 
par  le  même  divifeur. 

8p.  Si  on  éft  embarrafle  laquelle  des  deux  opéra- 
tions, la  multiplication  ou  la  divifion  ,  on  doit  employer 
pour  trouver  ce  qu'on  cherche  ,  on  peut  obferver  la 
règle  futvante  :  il  faut  fe  fervir  de  la  multiplication , 
lorfque  le  nombre  cherché  doit  être  plus  grand  que  ce- 
lui qu'on  a.  On  fe  fervira  de  la  divifion ,  fi  le  nombre 
qu'on  cherche  doit  être  moindre  que  celui  qu'on  a  :  je 
fuppofe  que  le  multiplicateur  ou  le  divifeur  eft  plus 
grand  que  l'unité. 
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m  certains  cas* 

Il  y  a  des  occafions  où  l'on  peut  faire  la  divifion  plus 
facilement  qu'à  l'ordinaire  ;,  U  eft  bon  de  ne  pas  ignorer 
quand  cela  fe  peut  (aire, 

90.  i°.  Lorfque  le  divifeur  eft  corapofé  de  Funité 
fuivie  de  plufieurs  zéros ,  s'il  y  a  autant  de  zéros  où. 
plus  à  la  fin  du  dividende  que  dans  le  divifeur ,  pour 
lors  ,  afin  d'avoir  le  quotient  x  il  n'y  a  qu'à  retranchée 
autant  de  zéros  de  la  fin  du  dividende  qu'il  y  en  a  dans 
le  divifeur ,  &  le  refte  eft  quotient  de  la  divifion  :  par 
exemple,  pour  divifer  147^000  par  jooo,  comme  il 
y  a  trois  zéros  dans  le  divifeur  ,  il  faut  retrancher  les 
trois  zéros  qui  font  à  la  fin  du  dividende ,  le  refte  2^1  f, 
eft  le  quotient  de  la  divifïon. 

Autre  exemple  :  le  nombre  524000  étant  divifé  paç 
*0O >  le  quotient  eft  624,0, 

Voici  h  raifon  de  cet  abrégé  appliqué  *au  premier 
exemple.  Divifer  un  nombre  par  mille ,  c'eft  chercher 
la  millième  partie  de  ce  nombre ,  ou  bien  »  ce  qui  eft  la 
même  choie ,  c*eft  en  chercher  un  qui  foit  mille  fols 
plus  petit  (  62  D.  >  Or  en  retranchant  ttois  zéros  qui 
font  a  la  fin  du  dividende,  on  le  rend  mille  fois  plus  pe- 
tit ,  comme  il  paroît  par  ce  qui  a  été  dit  fur  la  manier^ 
abrégée  de  faire  la  multiplication  (yj  )  x  P*r  confé- 
quent  ce  qui  refte  du  dividende ,  après  en  avoir  retran- 
ché les  trois  zéros  qui  font  à  h*  fin  *  çft  te  quotient  de 

h  divi&HU  .     r. 

p  r .  Le  divifeur  étant  toujours  compote  de  1  unité  lui- 

vie  de  plufieurs  zéros ,  fi  le  dividende  avoit  des  chifres 

poGtife  à  la  fin. ,  on  pourroit  aufli  retrancher  autant  d^ 

carafterç  de  la  fin  du  dividende ,  qu'il  y  auroit  de  zéros 

dans  le  divifeur ,  &  le  quotient  feroit  encore  le  refte  dix 

dividende ,  joint  à  une  fraâion  dont  le  numérateur  fe* 
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roir  les  chifres  qu'on  auroit  retranché  du  dividende,  &   j 
le  dénominateur ,  le  divifeûr.  Exemple  9  fi  on  dîtlfc   I 
2475*85)4 par  1000 f  le  quotiçnt  fera  iqjt  ££  :  c'eft 
une  fuite  néceflaire  de  ce  cjue  l'on  vient  de  dire.  Car  > 
2475*85:4  eft  égal  aux  deux  nombre  1475-000  &  894. 
Or  le  quotient  de  2475-000  par  1000  eft  247^8^  celui 
de  894  par  le  même  divifeûr  eft  la  fraâiot^  C* 

92.  2°.  Lorfqù'on  veut  divifer  un  nombre  par  2,  ^1 
faut  pr  ndre  la  moitié  de  chaque  caraâere  de  ce  nom- 
bre :  ce  qui  eft  plutôt  £dt  que  d'ojbferver  les  reglqs 
ordinaires  de  la  divifion. 

•    •  •  •    *  •        •     •  #     • 

Soit  par  exemple ,  le  nombre  6pÇ7 
6$  107  a  divifer  par  2.  Au  lieu  de  3  *<fa  j  ■+-  7. 
fuivre  la  règle  générale ,  je  dis  :  la  moitié  6  eft  3  •  que 
j'écris  au-deflbus  de  6  ;  après  je  dis:  la  moitié  de  4 eft 
2  ,  que  je  pofe  fous  y  ;  j'ai  dit  exprès  la  moitié  de  4  • 
quoiqu'il  y  ait  y,  parce  que  f  étant  un  nombre. impart . 
dont  par  conséquent  on  ne  peut  prendre  la  moitié ,  il 
a  fallu  rejeuer  une  unité  au  rang  fuivant ,  où  elle  vou- 
dra 10  (4);  c'eft  pourquoi  je  dirai  au  troifieme  rang: 
iq  &  2  qui  fe  trouvoient  déjà  à  ce  rang  font  1  % ,  dont 
la  moitié  eft  6  que  je  pofe  fous  2  ;  enfuite  j,e  dis  :  la  moi- 
tié Q  c'eft  o,  que  j'écris  au-de(ïbus.  Enfin  la  moitié  de 
6  <  je  prend  6  au  lieu  de  7  qui  eft  impair  )  c'eft  J  que 
j'écris  encorç  (bus  7»  &  comme  il  refte  1  à  divifer  par 
par  2  >  il  y  aura  une  fradion  ,  dont  I  fera  le  numéra- 
teur &  2  le  dénominateur. 

Voici  encore  deux  j  403:04  ;$  130407020. 
autres   exemples  que  7025208        6f  203 Jio 

nous  donnons  fans  les  expliquer  comme  les  précédens. 

£?•  On  peut  fe  fervir  de  la  mên*e  méthode ,  lorfqu'ij 
s'agiç  de  divifer  un  nombre  par  3  ;  mais  au  lieu  de  pren- 
dre la  moitié  de  chaque  chifre  du  nombre  ,  il  en  faut 
prenqre  le  tiers ,  comme  on  le  peut  voir  dans  l'exem- 
ple fuivant ,  où  il  s'agit  de  divifer  98  ïoq  par  3  » 
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Je  dis  donc  :  le  tiers  de  9  eft  3  ,  que  98104 
f écris  fous  9  ;  enfuite  je  prends  le  tiers  3  270 i-f-  jr 
fie  6  au  lieu  de  8  c'eft  2  que  j'écris  fous  8.  On  remar- 
quera que  je  n'ai  pris  que  le  tiers  de  6  ,  parce  que  je  ne 
pouvois  prendre  le  tieis  de  8  non  plus  que  de  7 ,  c'eft 
pourquoi  j'ai  rejette  deux  unités  du  8  au  troifiemerang, 
où  elles  vaudront  20  ;  je  dis  donc  20  &  1  qui  fe  trouve 
à  ce  rang  font  21 ,  dont  le  tiers  eft  7  ,  que  je  pofe  (bus 
1  ;  après  pela  je  dis  :  le  tiers  de  o  c'eft  o ,  que  j  écris  au- 
deflbus  :  enfin  le  tiers  de  3  au  lieu  de  4 ,  c'eft  1 ,  que  je 
mets  fous  4;  mais  y  ayant  une  unité  de  refte ,  il  y  aura 
une  firaétion  dont  1  fera  numérateur  &  3  le  dénomi- 
nateur. Le  quotient  de  9  8  404  divifépar  3  eft  donc 
32701  4-J.. 

Voici  deux  autres        25*0805*  1^0402^00 

nombres  dont  on  a  83601  +j        5013420a 

pris  le  tiers ,  ou  qu'on  a  divife  par  3  par  la  même  mé- 
thode. 

On  peut  encore  fe  fervir  de  la  même  méthode  pour 
divifer  par  4 ,  f  ,  6 ,  {kc.  mais  elle  devient  plus  difficile 
à  mefure  que  le  divifeur  augmente. 

Cette  pratique  eft  une  efpece  de  divifion  ;  car  pren- 
dre le  tiers  de  2$*,  par  exemple,  c'eft  la  même  chofe 
que  de  divifer  ou  de  partager  2  y  par  3. 

Il  eft  inutile  de  s'arrêter  pour  démontrer  cette  mér 
de,  étant  afleç  évident  qu'en  prenant  la  moitié  de  cha- 
que chifre  d'un  nombre ,  on  a  la  moitié  de  ce  nombre  : 
c'eft  la  même  raifon  quand  il  s'agit  du  tiers. 

94.  On  tire  de-là  une  manière  fort  courte  de  rédui- 
re Jes  (bis  en  livres  :  elle  conGfte  à  retrancher  le  der- 
nier caraftere  du  nombre  qui  marque  les  fols ,  &  à  pren- 
dre enfuite  la  moitié  du  refte  ,  fuivant  la  méthode  qu'on 
vient  (Penfeigner. 

Soit ,  par  exemple ,  ($17409  fols  ($17409  f* 
à  réduire  en  livres  ,  il  faut  retran-  30870  1.  9  C 
cher  le  dernier  chifre  9  qui  marque  les  unités  des  fols  ^ 
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&  prendre  la  moitié  du  refte  ;  cette  moitié  eft  30870; 
amfi  517409  fols  valent  30870 1. 9  f.  on  ajoute  9  1.  à 
caufe  du  9  qu'on  a  retranché* 

Second  exemple  ,  dans  lequel    410478  £ 

l'avant  dernier  chifre  7  étant  im-     205*23  1.    18  f. 
pair ,  il  refte  une  unité  qu'il  faut  joindre  avec  le  chifre 
retranché  en  la  mettant,  avant  ce  chifre ,  parce  que  c'eft 
une  dixaine  de  fols. 

Voici  encore  deux  460134a  f.  6 1405*0  f. 
fbmmes  de  fols  à  ré-  33Q067I.  30701 1.10C 
duire  en  livres. 

La  raifon  de  cette  manière  d'opérer  vient  de  ce  que 
le  nombre  de  livres  contenu  dans  une  fomme  de  fols  » 
eft  vingt  fois  plus  petit  que  le  nombre  de  fols  ;  ainfi  il 
ne  s'agit  que  de  prendre  la  vingtième  partie  du  nombre 
de  fols.  Or  fi  le  dernier  caraétere  eft  un  zéro ,  en  le 
retranchant ,  le-refte  eft  la  dixième  partie  de  ce  nombre  ; 
par  conféquent  en  prenant  la  moitié  de  ce  refte»  on  aura 
la  vingtième  partie  du  nombre  de  fols  ;  donc  cette  moi- 
tié exprime  le  nombre  de  livres  que  renferme  la  fomme 
des  fols. 

Si  au  lieu  de  fuppofer  que  le  dernier  caraâere  du 
nombre  des  fols  eft  un  zéro  t  il  fe  trouve  que  c'eft  un 
chifre  pofitif ,  tel  que  9 ,  comme  dans  le  premier  exem- 
ple, il  eft  vifible  que  le  nombre  eft  plus  grand  de  9  fols  » 
que  s'il  y  avoit  un  zéro  à  la  place  du  9  >  par  conséquent 
outre  les  livres  marquées  par  la  moitié  du  refte  »  il  con- 
tient encore  9  fols  de  plus. 

95*.  Nous  ajouterons  ici  une  pratique  fort  commode 

Îour  prendre  la  dixième  partie  d'une  fomme  de  livres. 
1  faut  rerrancher ,  c'eft  à  dire,  effacer  le  dernier  chi- 
fre du  nombre  qui  exprime  la  fomme ,  &  doubler  le  chi- 
fre retranché  ;  pour  lors  le  nombre  qui  refte  après  le 
retranchement  marquera  des  livres ,  &  le  double  du  chi- 
fre retranché  exprimera  les  fols.  Or  le  nombre  des  livres 
qui  refte  joint  aux  fols  eft  précisément  le  dixième  de  & 
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Comme  des  livres.  Exemples.  Le  dixième  de  5*04723  1. 
eft  y 04.7  %  liv.  6  f.  Le  dixième  de  4578  liv.  eft  497  1. 
16  f.  Le  dixième  de  45)70  eft  497  liv.  il  n'y  a  point  de 
fols ,  parce  que  le  double  de  zéro  n'eft  rien. 

Il  eft  aifé  d'appercevoir  que  pour  avoir  le  dixième 
de  49.70  liv.  il  faut  feulement  effacer  le  zéro  qui  eft  à  la 
fin  ;  car  en  effaçant  le  zéro ,  le  nombre  reftant  467  eft 
le  quotient  de  4970  divifé  par  10(93)  :  or  le  quotient 
de  4970  divifé  par  1  o  eft  précifément  la  dixième  partie 
de  4970  (  62,  D  )  Donc  497 1.  eft  le  dixième  de  4970 1. 
Ainfi  quand  le  dernier  chifre  d'un  nombre  eft  un  zéro , 
ce  gui  refte  après  avoir  effacé  ie  zéro  eft  le  dixième  du 
nombre  propofc.  x 

Cela  pofé ,  je  dis  que  le  dixième  de  4978 1,  eft  497  1. 
16  f.  plus  grand  de  16  f.  que  celui  de  4970 1.  La  rai- 
fon  en  eft  que  4978  1.  eft  plus  grand  que  4970 1.  feule- 
ment de  8  1.  Ôr  le  dixième  de  8  1.  eft  16  fols,  puifque 
le  dixième  de  chaque  liv.  eft  2  f.  :  par  conféquent  lorf- 
que  le  dernier  chifre  d'un  nombre  qui  marque  des  li- 
vres efi  pofitif,  il  faut  prendre  2  fols  pour  chaque  liv, 
marquée  par  ce  dernier  chifre ,  c'eft  à-dire  qu'il  faut 
doubler  ce  chifre,  &  il  défignera  les  fols,  qui  joints  au 
nombre  des  livres  reftant ,  font  le  dixième  de  la  fomme 
propofée. 

Si  on  veut  fçavoir  ce  qui  refte  de  la  fomme  dont  on 
a  pris  le  dixième ,  il  faut  ôter  ce  dixième  de  la  fomme 
propofée ,  &  le  refte  fera  ce  que  l'on  cherche  :  ainfi  par 
rapport  au  premier  exemple ,  il  faut  ôter  50472  1.  6  f. 
de  J04723  1.  le  refte  fera  45-4,2 yo  1.  14  f. 

Avant  de  pafler  à  la  multiplication  &  à  la  divifion 
des  nombres  complexes  »  il  eft  à  propos  de  faire  la  mul- 
tiplication &  la  divifion  par  11  en  opérant  de  la  mê- 
me manière  que  dans  la  multiplication  &  la  divifïon 
(impies ,  ce  qui  abrège  ces  opérations ,  qui  font  fort 
fréquentes  dans  la  pratique ,  à  caufe  que  le  fol  contient 
12  deniers,  &  que  le  pied  fe  divifé  en  12  pouces,  & 


i 
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le  pouce  en  1 2  lignes.  Or  pour  opérer  en  cette  manie**  ei 

re ,  il  faut  fça voir  les  produit  de  1 2  par  les  neuf  pre-*  ■ 

miers  chifres  i , 2 ,  3,  4,  f*tf»  7»  8.  9.  Voici  ce*  t 

produit ,  au-  4 

deflus    4ef-  1,2,3,4,   T*  <*»  7»  gi  9»      fi 

quels    nous  j2» 24,3  6>  48, 60,73, 84, 96,  1  08. 

avons  placé 
les  multiplicateurs, 

9<?<  Cela  pofé ,  fi  jo  veux  multiplier  734  par  12 ,  j# 
dirai  12  fois  4  font  48 ,  je  pofe  8  &  je  retiens  4,  je  dis 
enfuite  ;  12  fois  3  fpnt  $<$%6ç  4  que  j'ai  retenu 
font  40 ,  je  pofe  o  &  je  retiens  4  ;  enfin  je  dis  734 
1 2  fois  y  font  60 ,  &  4  que  j'ai  retenu  font  1  * 
64 ,  je  pofe  /lÔê  j'avance  5.   Le  produit  eft  ■■ 

donc 540 8 .  6408 

Pareillement  t  p^nr  divifer  8^2  par  12  ,  je  dis  :  en 
8  y  combien  de  fois  12  ?  7  fois  »  je  mets 
donc  7  au  quotient  »  çnfi\ite  je  multi-  Bf^Çfti 
plie  1 A  par  7 ,  ce  qui  donne  84 ,  &  je  »■        s  — • 
retranche  le  produit  84  de  85* ,  il  refte  1     l°    v 
que  j'écris  fous  j .  j  abaiflç  enfuite  S      4* 
à  côté  du  refte  pour  avoir  le  fécond      ( 
membre  i5,  fur  lequel  j'opère  dç  la 
même  manière ,  je  dis  donc  :  en  1 5  combien  de  fois  12  î 
1  fois  ,  je  pofe  donc  1  au  quotient  &  je  multiplie  12 
par  1 ,  lç  produit  eft  1 2  que  j'ôte  de  16 ,  le  refte  eft  4 
que  j'écris  fous  S ,  &  j'abaifTe  le  2  à  côté  du  refte  4  :  le 
troifieme  membre  eft  dqnç  42,  qui  étant  (Jivifépariz 
donne  3  &  il  refte  & 

DE  LA  mLTIBUCATION  DES  NOMBRES 

complexes. 

Noqs  avons  remis  à  traiter  de  la  multiplication  aea 
pombres  complexes  après  la  divifion ,  parce  que  poujt 
faire  cette  multiplication  ,  il  faut  fe  fervir  de  la  divi* 
(ion»  comme  ou  («verra  dans  la  fuite* 
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Les  nombres  complexes  font  ceux  qui  contiennent 
ides  quantités  de  différentes  efpeces  t  tel  eft  le  nombre 
fnivant  ;  40  livres  1  j  fols  6  deniers ,  &  celui-ci  26 
toiles  4  pieds  10  pouces.  Nous  allons  donner  la  métho- 
de de  multiplier  ces  nonûbres  l'un  par  l'autre  après  la 
remarque  fuivante. 

97.  Lot fqu'on  cherche  le  prix  d'utté  marchandife  par. 
la  multiplication ,  on  doit  toujours  regarder  comme  le 
multiplicande,  celui  des  deux  nombres  qui  contient  des. 


1  autre ,  on  doit  regarder  1  j  1.  comme  le  multiplicande» 
parce  que  le  produit  qu'on  cherche  exprimera  des  livres  ; 
&  l'autre  nombre  1 2  aunes ,  eft  le  multiplicateur  ;  car 
lorfqu'on  cherche  le  prix  de  12  aunes  à  1  y  1.  chacune , 
il  eft  évident  qu'il  faut  prendre  doute  fois  1  j*  h;  c'eft- 
à-dire,  multiplier  1  y  1.  par  12  ,  &  par  conféquent  les 
3  S  j*  &>nt  le  multiplicande ,  &  le  nombre  12  eft  le  mul- 
tiplicateur. Souvent  on  s'énonce,  comme  fi  le  nombre 
qui  marque  le  prix  étoit  le  multiplicateur;  mais  on  doit; 
toujours  le  concevoir ,  comme  étant  le  multiplié. 

Pour  ce  qui  eft  du  multiplicateur ,  il  faut  toujours, 
leconcevoir  comme  un  nombre  pur;  c'eft-à-dire ,  qui  ne 
fignifie  que  des  unités  ou  des  parties  d'unités,  fans  appli- 
quer ridée  des  unités  à  des  grandeurs  particulières ,  corn  • 
ne  des  aunes ,  des  toifês ,  des  livres ,  des  fols ,  &c.  ;  ainfi 
dans  l'exemple  précédent ,  il  faut  multiplier  iy  lè  par 
12 ,  en  considérant  le  multiplicateur  1 2  comme  un 
pur  nombre  contenant  fimplement  douze  unités  :  car  fî 
on  coniidéroit  1 2  comme  lignifiant  des  aunes ,  la  multi- 
plication feroit  inintelligible ,  parce  qu'il  eft  ridicule  de 
Multiplier  des  livres  par  des  aunes.  Cette  remarque 
touchant  le  multiplicande  &  le  multiplicateur  ,  doit 
^entendre  des  nombres  complexes  &  des  incomplexes, 

$$,  Poqr  çmjtiplier  ip  nombre  complexe  par  un  aa~ 
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tre,  il  faut  i°.  réduire  chacun  des  deux  nombre?  à  la 
plus  petite  efpece  qu'il  contient  :  2°.  multiplier  l'un  pai 
l'autre  les  deux  nombres  réduits:  39.  divifer  le  produit 
de  cette  multiplication  par  le  nombre  qui  exprime  corn  - 
bien  de  fois  la  plus  grande  efpece  du  multiplicateur 
contient  la  plus  petite  ;  &  le  quotient  fera  le  produit 
cherché.  Mais  ce  produit  fera  feulement  exprimé  en  la 
plus  petite  efpece  du  multiplicande  ;  c'eft- à-dire  ,  en 
deniers ,  fi  le  multiplicande  a  été  réduit  en  deniers.  On 
pourra ,  fi  l'on  veut ,  réduire  ce  produit  en  fols  >  &  en  - 
fuite  en  livres  ,  par  le  moyen  de  la  divifion.  Tout  cela 
s'entendra  par  des  exemples. 

m 

Exemple  I. 

On  demande  combien  valent  4  toifes  y  pieds  8  pou- 
ces à  3  livres  2  fols  4  deniers  la  toile.  Pour  trouver  cet  - 
te  valeur»  il  faut  multiplier  3  1. 2  fols  4  d.  par  4  toifes  5* 
pieds  8  pouces  :  &  afin  de  faire  cette  multiplication ,  1  °. 
je  réduis  3  1. 2  f.  4  d.  à  la  plus  petite  efpece  ;  c'eft-à- 
dire ,  à  des  deniers ,  la  fomme  eu  748.  Je  réduis  pareil- 
lement  4  toifes  j*  pieds  8  pouces  à  la  plus  petite  efpece , 
qui  font  les  pouces  ;  h  fomme  cft  25*6.  2°.  Je  multiplie 
ces  deux  fommes  748  &  3  y6  l'une  par  l'autre  :  le  pro- 
duit eft  266  88.  3°.  Je  divife  ce  produit  par  72 ,  qui 
marque  combien  de  fois  la  toife  contient  le  pouce  ;  & 
je  trouve  3<î<?8  au  quotient ,  &  le  refte  32  a  divifer  par 
72  ;  ainfi  la  valeur  de  4  toifes  y  pieds  8  pouces  eft  3698 
deniers  &  la  fiaftion  £  que  l'on  peut  négliger ,  parce 
qu'elle  ne  vaut  pas  un  denier. 

Si  on  veut  réduire  5698  deniers  en  fols,  il  faut  divi- 
fer cette  fomme  par  1 2 ,  parce  que  1 2  d.  font  un  fol ,  & 
on  trouvera  308  f.  &  2  d.  de  refte.  Enfin  il  faut  encore 
divifer  ^08  par  20  ,  afin  d'avoir  la  fomme  des  livres 
contenues  dans  308  f.  ;  ce  qui  fe  fera  aifément  par  la 
méthode  expliquée  dans  l'article  £4  ;  on  trouvera  1  $  I. 
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S  f.  par  conféqucnt  4  toifes  y  pieds  8  pouces  à  3 1. 2  H 
4  d.  la  toife  ,  valent  1  y  1.  8  t  2  d.  &  la  fraction  ~  qui 
marque  feulement  Quelques  parties  du  denier. 

Si  le  multiplicande  ne  contient  que  des  livres  &  des 
fob ,  &  qu'on  ne  l'ait  réduit  qu'en  fols ,  &  non  pas  eà 
deniers ,  il  cffc  à  propos  pour  la  pratique  du  troifîeme 
article  de  la  méthode  de  réduire  te  refte  de  la  divifion 
en  la  plus  petite  efpéce  >  fçavoir  en  deniers ,  afin  de  di- 
vifer  enfuite  ce  refte  par  le  divifeur. 

Exemple     IL 

Combien  doivent  rapporter  10 1.  3  f.  4  d.  en  fiippo- 
fent  qu'une  livre  rapporte  3  1.  2  f.  6.  d.  il  faut  multi- 
plier cette  dernière  fomme  par  le  premier  nombre  : 
ainfi  i°.  je  réduis  3  1.  z  f.  6  d.  en  7C0  d.  &  pareille- 
ment je  réduis  le  multiplicateur  10 1. 3  1. 4  d.  en  2440  d, 
20.  je  multiplie  75*0  par  2440,  le  produit  eft  1830000  ; 
3°,  Je  divife  ce  produit  parle  nombre  240  qui  exprime 
combien  de  fois  la  grande  efpece  du  multiplicateur  con* 
tient  la  plus  petite;  c'eft-à-dire,  combien  il  y  a  de  de- 
niers dans  une  livre  ;  le  quotient  eft  7625  :  c  eft  le  pro- 
duit cherché  exprimé  en  deniers. 

En  réduifant  762  y  d,  en  livres ,  on  trouvera  31 1. ift 
f.  5*  d.  c  eft  ce  que  rapporteront  xo  1. 3  f.  4  d.  fi  cha- 
que livre  produit  3  1.  2  f.  & 

Exemple  III. 

Combien  valent  ;  marcs  7  onces  &  6  gros  à  48  1.  16 
f.  10  d.  le  marc.  Four  trouver  la  fomme  qu'on  cherche, 
il  faut  fçavoir  que  le  marc  contient  8  onces ,  &  l'once 
8gr  os.  Cela  pofé,  10.  Je  réduis  48  1.  16  f.  10  d.  en 
11721  d.  &  réduis  pareillement  y  marcs  7  onces  6 
gros  en  382  gros.  2°.  Je  multiplie  11722  par  382,  le 
produit  eft  4477804.  3*.  Je  divife  ce  produit  par  6± 
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(ce  nombre  64  marque  combien  le  marc  contient  de 
gros)  >  je  trouve  pour  quotient  699  (Sj  d.  &  le  reft* 

,44* 

.  En  rédui&nt  cette  femme  de  deniers  ,  on  trouve 

29 1 1. 10  f.  y.  d.  qui  cft  le  prix  de  ;  marcs  7  onces  &  6 
gros  à  48  L  1 6  f.  10  d.  le  marc*  On  néglige  le  refte  4.4. 
qui  fait  la  fraction  £  qui  ne  vaut  pas  un  denier* 

Les  deux  premiers  articles  de  la  méthode  proposée 
pour  la  multiplication  des  nombres  complexes»  n'ont 
pas  befoin  de  preuve.  Voici  la  démonftrêtion  du  troj- 
iîeme  appliquée  au  premier  exemple» 

$9.  Si  chaque  pouce  valoit  748  d,  il  eft  évident  que 
4  toifes  y  pieds  8  pouces,  ou  35-6  pouces  vaudraient 
2662X8  d.  puifque  ce  nombre  eft  le  produit  de  748 

Î>ar  3  5*5.  Mais  par  la  fuppofition  748  d.  font  le  prix  de 
a  toife  &  non  pas  du  pouce  :  ainfi  puifque  la  toife  vaut 
.72  pouces ,  le  prix  d'un  pouce  n'en:  que  la  foixante  dou- 
zième partie  de  748  d.  par  conféquent  le  prix  de  Jftf 
pouces  n'eft  auffi  que  la  foixanre-doùzieme  partie  de 
265288  d.  Donc  atin  d'avoir  le  prix  de  3  j6  pouces  en 
deniers  il  faut  divifer  26628$  d.  par  72. 

S'il  s'agiflbit  de  multiplier  des  mefures  tn  longueurs 
Tune  par  l'autre  >  comme  des  toifes ,  des  pieds ,  des  pou- 
ces ,  le  troifieme  article  de  la  méthode  n'aurait  point  de 
lieu  :  mais  il  viendrait  au  produit  des  furfaces  au  lieu 
des  longueurs ,  comme  on  le  verra  dans  le  fécond  Livre 
de  la  Géométrie. 

ioo*  Lorfque  la  première  &  plus  grande  efpece  eft 
exprimée  par  un  grand  nombre ,  pour  lors  la  multipli- 
cation devient  fort  longue  à  caufe  que  cette  plus  gran- 
de efpece  étant  réduite  à  la  plus  petite ,  produit  un  très- 
grand  nombre.  Si  m  cherenoit ,  par.  exemple ,  la  va* 
leur  de  $746  tc-T-*  f  pieds  8  pouces  à  3  1.  2.  f.  4d.  la 
toife,  il  eft  év  \cnt  que  cette  opération  ferait  longue., 
parce  que  le*  >  746  toifes  produiraient  un  très- grand 
nombre  de  pouces  :  dans  ce  cas  on  peut  abréger  de  la 

manière 
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tanlese  fuivaate  la  méthode  que  nous  venons  de 
propofer. 

II  faut  chercher  à  part  la  valeur  de  5*746  toifes  (ans 
faire  aucune  réduâion.  Pour  cet  effet  on  [multipliera  fuc- 
ceffivemeot  3 1. 2  f.  4  d.  par  5*746  :  ce  qui  donnera 
1723  8 1.  1 145)2  f.  22984  d.  VoÛà  déjà  le  prix  de  5*74  6 
toifes  à  3  1.  2C4d,Ilrefte  encore  à  chercher  la  valeur 
de  $  pieds  8  pouces ,  que  l'on  trouvera  en  (uivant  la  mé- 
thode de  l'article  98.  Cette  valeur  eft  706  d.  &  la  frac- 
tion d»  qui  né  vaut  pas  un  denier.  Or  fi  on  ajoute  706 
à  22984  d.  qu'on  a  déjà  trouvés ,  on  aura  pour  le  prix 
entier  de  5746  toifes  y  pieds  8  pouces ,  17238  livres 
1 1492  f.  23  690  cL  On  pourra  réduire  les  deniers  en  fols» 
comme  nous  avons  dit ,  &  réduire  enfuite  en  livres  les 
1 1492  f.  avec  les  1974  au*res  f.  2  den»  qui  viennent 
de  la  réduâion  des  23690  d.  ;ce  qui  donnera  673 1.6  f. 
2  d.que^i'on  ajoutera  à  17238  1.  »  &  la  fournie  fera 
179 1 1 L6  f.  2  d.  c'eft  le  prix  de  5746  toifes  y  pieds  8 
pouces  à  3 1. 2  f.  4  d.  le  toife ,  en  y  ajoutant  la  fraâiou  ~, 
qui  exprime  quelques  parties  du  denier. 

toi.  La  multiplication  eft  plus  facile  lorfqu'un  des 
deux  nombres  à  multiplier  eft  iacomplexe  :  fuppofons , 
par  exemple ,  qu'on  veuille  fçavoir  le  prix  de  3  y  toifes 
à  4 1. 2f.  6  d.  la  toife  :  il  faut  multiplier  fucceffivement  4 
1. af.  6  d.  par  35*  ,  le  produit  eft  140  1.  70  f.  210  d. 
On  pourra  enfuite  réduire  les  deniers  &  les  fols  en  li- 
vres ,  comme  dans  l'article  .précédent  ,&  on  aura  144 
1. 7  C  6  d.  qui  eu  le  prix  cherché.  On  peut  auffi  pour 
la  multiplication  des  nombres  complexes  employer  la 
méthode  des  parties  aliquoces  >  de  laquelle  nous  allons 
parier. 

Autre  Méthode  de  faimm  la  Multiplication 

des  nombres  complexes. 

Lorfqu'un  des  deux  nombres  à-  multiplier  eft  com- 
plexe ,  ou  que  tous  les  deux  le  font ,  09  peut  encore  fe 
J.  Partie  f 
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iervlr  de  la  méthode  des  parties  aliquotes  :  on  entend 
par  parties  aliquotes  celles  qui  font  contenues  (ans  refte 
dans  leur  tout.  Tel  eft  le  pied  par  rapport  à  la  toife  &  le 
pouce  à  l'égard  du  pied.  Nons  allons  expofer  les  princi- 
pes de  cette  méthode  ,  &  enfuite  nous  en  ferons  l'ap- 
plication fur  quelques  exemples. 

102.  Si  on  veut  multiplier  2  f.  par  un  nombre  ,* 
comme  par  q$6 ,  il  faut  retrancher  le  dernier  caraâere 
de  ce  nombre,  &  doubler  le  caraâere  retranchée  refte 
exprimera  des  livres  ;  &  le  double  du  dernier  caraâere 
marquera  des  fols;  ainfî  4.5*6  toifes  à  2  fols  la  toife  ,  va* 
lent  45*  1.  12  f.  Pareillement  3  y  toifes  à  2  fols  chacune  » 
valent  3  liv.  10  f.  De  même  45*0  toifes  a2  fols  chacune, 
valent  45*  liv. 

Pour  entendre  la  raifun  de  cette  pratique  ,  il  faut 
coniidérer  que  fi  on  mulrîplioit  une  livre  par  45*6  ,  le 
produit  feroit  45*6 1.  Or  2  fols  ne  font  que  la  dixième 
partie  d'une  liv.  ;  par  conféquent  le  produit  de  2  fols 
par  45*6  ne  doit  être  que  la  dixième  partie  de  4  j6  liv. 
Or  pour  avoir  le  dixième  de  45*6  liv.  il  faut  retrancher 
le  dernier  chifre  6  ,  &  le  doubler  ,  comme  on  l'a  fait 
voir  (9S)  >  *in(ï  la  valeur  de  45*6  toifes  à  2  f.  chacune 
eft  45*1. 12  ù 

103.  Si  on  vouloit  multiplier  un  nombre  de  fols  dif- 
férent de  2  ;  par  exemple  ,  8  fols,  il  faudroit  chercher 
d'abord  le  produit  de  2  fols  &  multiplier  enfuite  ce 
produit  par  4 ,  parce  que  8  fols  valent  4  fois  2  fols.  Ainfî 
pour  avoir  le  prix  de  45*6  toifes  à*  8  fols  chacune  ,  il 
faut  chercher  le  produit  de  2  fols  par  45*6 ,  c'eft  45*  liv. 
12  f.  &  multiplier  enfuite  45*  liv.  12  fols  par  4  le 
produit  182  liv.  8  f.  fera  le  prix  de  4;  5  toifes  à  8  fols 
la  toife.  Si  on  va  iloit  multiplier  9  fols  »  il  faudroit  faire 
comme  pour  8  fols,  &-  ajouter  de  plus  la  moitié  du 
produit  de  2  fols,  Pare:!Ieroent  pour  12  f.  il  faut  mul- 
tiplier le  produit  de* 2  fols  par  6  ,  &  pour  13  f.  H  faut 
faire  comme  pour  12 ,  &  ajouter  la  moitié  du  produit 
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de  1  f.  :  ainfi  des  autres  nombre^  de  fols  jufqu'à.  20. 

104.  Lorfqu'on  veut  multiplier  des  deniers  ,  il  faut 
encore  chercher  le  produit  de  2  fols  &:  «prendre  enfuite 
une  partie  de  ce  produit  proportionnée  au  nombre  des 
deniers  ;  par  exemple  ,  fi  on  veut  multiplier  6  deniers 
par  45*6 ,  il  faut  chercher  le  produit  de  2  fols  par  45*6  , 
c'eft  47  liv.  12  fols  ,&  prendre  enfuite  le  quart  de  ce 
produit  ,  parce  que  6  den.  font  le  quart  de  2  fols  ou 
de  24  den.  Ainfi  le  produit  de  476  toifes  à  6  den.  la 
toife  eft  11  liv.  8  f. 

Au  lieu  de  prendre  une  partie  du  produit  de  2  fols 
proportionnée  au  nombre  de  deniers ,  il  eft  plus  facile 
de  prendre  une  partie  du  produit  d'un  fol  ,  qui  eft  la 
moitié  du  produit  de  2  f.  Voici  une  table  pour  faire  voie 
quelle  partie  du  produit  d'un  fol  il  faut  prendre  pour 
tous  les  nombres  de  deniers  jufqu'à  12. 

Pour  3  den.  prenez  la  quatrième  partie  du  produit 
d'un  fol. 

Pour  4.  d.  prenez  le  tiers. 

Pour  6  d.  prenez  la  moitié. 

Pour  8  d.  cherchez  le  tiers ,  &  multipliez-le  par  2; 

Pour  1  d.  cherchez  le  prix  pour  4  ,  &  prenez- en  le 
quart. 

Pour  2  cherchez  le  prix  pour  4,&  prenez-en  la  moitié* 

Pour  $    d.  prenez  pour  4 ,  &  enfuite  pour  1 . 

Pour  7   d.  prenez  pour  4 ,  &  enfuite  pour  3. 

Pour  9   d.  prenez  pour  6 ,  &  enfuite  pour  3. 

Pour  10  d*  prenez  pour  6 ,  &  enfuite  pour  4. 

Pour  11  d.  prenez  pour  8  ,  &  enfuite  pour  3. 

La  méthode  abrégée  de  faire  la  divifion  des  articles 
92  Se  93 ,  eft  fort  commode  pour  prendre  ces  différen- 
tes parties  du  produit  d'un  fol. 

104.  B.  Afin  qu'on  nefoit  point  embarrafle  par  les 
fraâions  qni  fe  préfentent  fouvent  dans  la  pratique  de 
cette  méthode  ,  nous  ferons  les  quatre  obfervations  fui- 
vantes,  i*.  Quand  le  numérateur  d'une  fra&ion   eft 
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égal  à  fou  dénominateur ,  la  fraâion  vaut  i  :  alnfi  \  =i 
I  ,  rf  =  i»7r!=1»  (on  voit  par  ces  exemples ,  que 
le  figne  =  veut  dire  égale  :  4  —  i  ,  fignifie  que  la 
fraâion  ~  égale  i  ).  Si  le  numérateur  eft  moindre  que  le 
dénominateur ,  la  fraâion  eft  moindre  que  l'unité  ;  & 
enfin  quand  le  numérateur  eft  plus  grand  que  le  déno- 
minateur ,  la  valeur  de  la  fraâion  eft  plus  grande  que 
l'unité. 

2°.  Une  fraâion  ne  change  pas  de  valeur  quand  on 
multiplie  ou  qu'on  divife  les  deux  termes  par  le  même 
nombre  :  ainfi i=r4&J-=afo«  Dans  le  premier  exem- 
ple on  a  multiplié  i  &  4  par  4 ,  &  dans  le  fécond  on  a 
multiplié  1  &  8  par  2.  De  même  H  =  H  >  parce  qu'en 
multipliant  les  deux  termes  de  la  première  fraâion  par 
4 ,  on  trouvera  ceux  de  la  féconde» 

3*.  Afin  d'ajouter  enfemble  deux  ou  plufieurs  frac- 
tions qui  ont  même  dénominateur ,  il  faut  ajouter  les 
numérateurs ,  &  laitier  le  dénominateur  commun  :  ainfi 

h  fomme  des  fraâions  £g  »  £  •  r;  »  r?  e&  H  :  ^e  m*m* 
la  fomme  de  7  &  r  eft  r» 

4°,  On  peut  divifer  une  fraâion  en  deux  manières; 
#u  en  divifant  le  numérateur ,  le  dénominateur ,  demeu- 
rant le  même  ;  ou  en  multipliant  le  dénominateur ,  fans 
toucher  au  numérateur.  Far  exemple,oa  prendra  la  moi- 
tié de  la  fraâion  7  »  c'eft-à-dire  ,  qu'on  la  divifera  par  2 , 
ou  bien  en  mettant  ^ ,  ou  en  écrivant  -fi  :  dans  le  premier 
cas  on  a  divifé  le  numérateur  6  par  2 ,  Se  dans  le  fécond , 
on  a  multiplié  la  dénominateur  8  par  2*  Nous  démon- 
trerons dans  la  fuite  ces  propriétés  des  fraâions. 

10 y.  Cela  pofé,  on  demande  le  prix  de  3  y  toifes  4 
pieds  8  pouces  à  4 1. 2  f.  6  d.  la  toife.  Il  eft  évident  qu'il 
eft  néceflaire  de  multiplier  le  multiplicande  entier  par 
chaque  partie  du  multiplicateur  ;  on  commence  par  la 
plus  grande  efpece  du  multiplicateur  :  ainfi  i°,  il  faut 
multiplier  4 1.  2  f.  6  d.  par  3  y  toifes  ,1e  produit  de  4  L 
par  3  y  eft  140  1.  celui  de  2  u  par  3;  eft  3  h  10  f.  enfin 
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celui  de  6  d.  par  35-  efl  17  f.  tf.  d.  ou  le  quart  de  3  1, 10  f. 
2°.  Enfui  te  on  multipliera  tout  le  multiplicande  par  4 


il  n'y  a  que  quatre  pieds  ,  ou  3  pieds  plus  1  pied.  On 
multipliera  d'abord  par  3  pieds  »  qui  font  la  moitié  d'u- 
ne toife  :  ainfi 
on     prendra  la 
moitié  de  4  liv. 
2  C  6  d.  qui  eft 


4  U    2  f.  (î  d. 
3 y  t*    4  p*  8  pouces* 


le  produit  par 
1  toifè/on  au- 
ra 2. 1.  1  f.  3  d. 
qu'il  faut  écri- 
re au  -  deflbus 
dos      produits 

Îjrécédens  :  en- 
iiite  on  pren- 
dra le  tiers  de 
a  U 1  f.  3  d.  ce 


140 1. 
3     10  f. 

17  6 

a      1  3 

4  7 

*  7 


d. 


par  jytoifes. 

par  3  pieds» 
par  1  pied, 
par  4  pouces, 
par  4  pouces* 
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fera  le  produit  par  1  pied ,  parce  que  1  pied  eft  te  tiers 
de  3  pieds  :  on  écrira  ce  dernier  produit  qui  eft  1 3  H 
5?  d.  au  deflbus  du  précédent.  30.  Enfin  on  multipliera 
le  multiplicande  entier  par  8  pouces  qui  font  les  deux 
tiers  d'un  pied  :  ainfi  on  prendra  le  tiers  de  13  f.  9  d. 
qui  eft  4  C  7  d.  que  l'on  écrira  deux  fois  au -deflbus  des 
autres  produits.  On  fera  l'addition  de  tous  ces  produits 
particuliers  *  &  on  trouvera  ta  fomms  totale  147  liv.  1  r 
fols  8  dçn. 

Voici  un  autre  exempte  par  ta  même  méthode.  On 
demande  quel  eft  ta  prix  de  43  aunes  \  de  drap  à  14  h. 
*f  £  9  d«  l'aune, 

2°.  Il  faut  multiplier  14 1.  ijr  f.  9  d.  par  45.  Le  pro- 
duit de  14 1.  par  43  eft  602 1.  afin  d'avoir  celui  de  iy  £ 
par  43 ,  je  cherche  d'abord  le  produit  de  2  fols  pas 

fiij 


£6         Arithmétique  ,  Livre  premier. 
45  f  c'eft  4.  1.  6  f.  &  je  multi- 
plie ce  produit  par  7  ,  je  trouve         14  1.     xy  f-     9e** 
30  1.  2  f.  j'ajoute  encore  le         43  aunes  7 

Î>roduit  d'un  fol ,  parce  que  1  y 
bis  valent  7  fois  2  f.  &  1  f,  de       °°.2  *•  f 

plus;  ce  produit  par  un  fol  eft  la         3°  2   • 

moitié  de  4  1.  6  f.  Pour  avoir  2  *        ^  , 

le  produit  de  9  d.  je  prends  x  l  *J* 

d'abord  pour  6 ,  c'eft  1 1. 1  f.  6  *  J        *  *• 

d.  &  enfuite  pour   3  Jd.  c'eft  4  «        7J' 

•10  f.  9  d.  2°,  Pour  multiplier  4  I»        7  <*• 

par  \  il  faut  prendre  le  tiers  du     - 
multiplicande  , &  l'écrire  deux       647  1.      14  f.     jd. 
fois.  Or  le  tiers  de  14  1.  ij  f, 

9  d.  eft  4 1.  18  f.  7  d.  J'écris  donc  deux  fois  ce  tiers  , 
&  j'ajoute  enfuite  tous  ces  ptoduits  ,  la  fomme  eft  645" 
1. 14  f.  y  d. 

On  auroit  pu  trouver  le  produit  de  15*  f.  en  prenant 
d'abord  celui  de  10  f.  c'eft  la  moitié  du  multiplica- 
teur confideré  comme  exprimant  des  livres  ,  &  enfuite 
le  produit  de  y  f,  c'eft  la  moitié  du  premier  produit  : 
les  voici  tous  les  deux.  21 1*  10  f.  iol.  I J  f.  Ce  que  nous 
difons  ici  paroîtra  par  l'article  109. 

ioj.  B.  La  principale  cjiofe  à  remarquer  dans  cette 
méthode  de  faire  la  multiplication  ,  c'eft  que  lorfqu'on 
pafle  d'une  efpece  du  multiplicateur  à  l'efpece  fuivante 
qui  eft  plus  petite,  par  exemple  ,  des  toifes  aux  pieds  , 
on  obferve  le  prix  aune  toile  ,  &  on  prend  une  partie 
de  ce  prix  proportionnée  au  nombre  des  pieds  ;  s'il  y  a 
2  ou  3  pieds  ,  on  prend  le  tiers  ou  la  moitié  du  prix  de 
latoife  ;  demeure  quand  on  pafle  des  pieds  aux  pouces 
on  cherche  Je  prix  d'un  pied  ,  &  on  prend  une  partie 
proportionnée  au  nombre  des  pouces.  S'il  n'y  avoit 
que  des  toifes  &  des  pouces  au  multiplicateur  ,  il  fau- 
droit  chercher  le  prix  d'un  pied  pour  trouver  celui  de$ 
pouces* 
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ioy.  C.  Lorque  l'efpece  du  multiplicateur  qui  a  pour 
prix  le  ^multiplicande  entier  >  eft  exprimée  par  un  feul 
chifre ,  comme  4  coifes  ,  il  eft  plus  coure  de  multiplier 
ce  prix ,  comme  nous  allons  faire  ,  en  commençant  par 
là  moindre  efpece  qui  font  des  deniers  dans  les  exem- 
ples fuivans.  Mais  fi  cette  plus  grande  efpece  du  multi- 
plicateur eft  exprimée  par  plufieurs  chifres  ,  il  vaut 
mieux  commencer  la  multication  par  la  gauche  ,  c'eft- 
à-dire  »  par  cette  plus  grande  efpece. 

Nous  allons  reprendre  les  trois  exemples  qui  ont  été 
faits  félon  la  première  méthode ,  &  nous  y  expliquerons 
la  féconde ,  en  donnant  feulement  les  avertiflemens  né* 
ceâaires. 

On  demande  le  prix  de  4  toifes  S  P^d*  $  pouces  , 
à  3  1.  2  f  4  d.  la  toife. 

on  a  partagé 
$  pieds  en  3  plus  3  !•      ^C  4  d. 

2  t  &  on  a  mul-         4  t.     y  p.       8  pouces, 
tiplié  d'abord  par 

3  pieds  en  pre- 
nant la  moitié  du 
multiplicande  , 
parce  qu'il  eft  le 
prix  de  la  roife  , 
dont  3  pieds  font 
la  moitié.  Pareil- 
lement on  a  pris  le  tiers  du  multiplicande  pour  2  pieds» 
à  caufe  que  ce  font  le  tiers  de  la  toife.  Enfin  on  a  pris 
le  tiers  du  produit  par  2  pieds  pour  avoir  le  prix  de  8 
pouces ,  parce  que  8  pouces  font  le  tiers  de  2  pieds. 

On  obfervera  que  t  =  l  ,  parce  qu'en  multipliant 
les  deux  termes  de  la  première  fraftion  par  trois  ,  on  aura 
la  féconde.  C'eft  pourquoi  la  fomme  des  deux  fra étions 
?»>eft*.  Pareillement  fi  on  multiplie  les  deux  termes 
d?  la  fraâion  ;  par  p  ,  on  aura  celle-ci  \-  que  l'on  a 
trouvée  par  la  première  méthode  au  lieu  de  ■*. 

fiv   ' 


12  U 

p  f.   4d.      par  4  toifes. 

I 

*  1       2          par  5  piedf. 

I 

0               y  par  2  pieds. 

6    ï  1        l  par  8  pouc. 

i-j  1.         8  f.   ad.  \  Somme  tôt. 
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On   cherche  ce 

loi.    5  f.    &d. 

3       * 


que  rapporteront 
io  I,  j  1.  4  d.  en 
fuppoiant  que  cha- 
que livre  produit  3 
1. 2  f.  6  d.  ici  on  a 
pris  le  dixième  du 
multiplicande  pour 
les  2 1.  parce  que  2  f. 
font  le  dixième  d'u* 
ne  livre  :  &  on  a 
pris  le  quart  du  prix 
de  2  f.  pour  avoir 
celui  dç  6  d. 

Il  s'agît  de  trou- 
ver le  prix  de  y  m. 
7  oncçs  6  gros  d'ar- 
gent à  48  1.  16  f. 
îio  d.  le  marc* 

En  faifant  l'addi- 
tion ,  on  a  mis  -f? 
pour  la  femme  des 
frayons  ?,•£,•£  , 
î^,  parce  que  les 
trois  premiers  fe  ré- 
duifentà^,^,^. 


1 


30 1. 10  f. 

f       o 
S. 

•   1  1 


par  3  livres. 
4  d.  par  2  ibis. 
1      par  6  deniers. 


3 1  L.  1  y  C     5  d.  Soouixe  totale* 


48  t.  16  £  ïo  à. 

f  mar.  7  onc.  tf  gros. 


«4*1. 

t 

ad. 

par  $  marcs» 

24 

* 

par  4  onces» 

12 

4 

«T 

par  2  onces. 

<J 

2 

*T 

par  1  once. 

3 

1 

I       I 

par  4  gros» 

S^ 

10 

w  T«tf 

par  2  gros. 

291 1,  m    j  d.  |-J  Somme  tot< 


Or  les  numérateurs  4,4,2,1,  font  1 1.  Four  ce  qui 
eft  des  deux  fraâions  \  &  y  ,  elles  valant  1  étant 
ajoutées  enfèmble* 

105".  D.  Pour  s'aflurer  qu'on  n'a  point  (ait  de  fautes 
dans  l'opération ,  il  eft  à  propos  de  la  recommencer  par 
la  même  méthode ,  ou  bien  de  la  refaire  par  celle  des 
deux  méthodes  que  l'on  n'avoit  point  employée*  On 

Eeut  aufli  prendre  la  moitié  du  multiplicateur  &  dou- 
ter te  multiplicande  ,  ou  biep  prendre  la  moitié  du 
multiplicande  &  doubler  le  multiplicateur  ;  le  produit 
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fera  le  même  que  fi  l'on  n'avoit  changé  ni  l'un  ni  l'au- 
tre de  ces  deux  nombres.  On  pourrait  auffi  divifer  le 
produit  par  le  multiplicateur ,  &  (i  après  avoir  multiplié 
le  quotient  ,  comme  nous  le  dirons  dans  le  troifiéme 
article  de  la  méthode  pour  la  divifion,  on  retrouvoit  le 
multiplicande ,  ce  ferait  une  marque  qu'on  aurait  bien 
fait  la  multiplication. 

106.  Il  y  a  quelques  cas  où  l'on  peut  abréger  la  mul- 
tiplication :  par  exemple  ,  fi  on  veut  multiplier  $  fols» 
il  faut  prendre  le  quart  du  multiplicateur ,  &  on  aura  le 
produit  en  livres,  parce  que  J  (bis  font  le  quart  d'une  li- 
vre. Si  on  veut  multiplier  10  f.  il  faut  prendre  la  moitié 
du  multiplicateur.  Pareillement  s'il  faut  multiplier  3  f» 
4  d.  il  n'y  a  qu'à  prendre  la  fixiéme  partie  du  multiplica- 
teur, parce  que?  1. 4d.  font  la  fîxiéme  partie  d'une  livre* 
Enfin  s'il  faut  multiplier  6  f.  8  d.  on  prendra  le  tiers 
du  multiplicateur.  Lorfqu'on  a  un  peu  d  habitude  dans  le 
calcul ,  il  n'eft  pas  difficile  de  trouver  de  foi-même  des 
abrégés  dans  certains  cas. 

DE  LA  DIVISION  DES  NOMBRES 

COMPLMXJR3* 

Quand  on  aura  bien  compris  la  multiplication  des 
nombres  complexes  ,il  fera  facile  d'entendre  la  divifion 
de  ces  nombres  ;  c'eft  pourquoi  nous  en  parlerons  en  peu 
de  mots ,  après  avoir  obfervé  que  comme  dans  la  mul- 
tiplication le  multiplicateur  eft  confideré  comme  un 
nombre  pur  (97)  ;  pareillement  dans  la  divifion  on  doit 
confîdérer  tantôt  le  divifeur ,  tantôt  le  quotient, comme 
un  nombre  pur ,  c'eft-  à-dire  ,  qui  ne  contient  que  des 
unités  que  1  on  conçoit ,  fans  les  appliquer  aux  gran- 
deurs particulières ,  comme  font  les  toiles ,  les  pieds.  * 
les  marcs  ,  les  onces  >  &c. 

7  Marcs  2  onces  d'argent  ayant  coûté  346 1. 1 8  f.  6  à. 
W  demande  à  combien  revient  le  marc.  Vint  de  te 
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queftion  fait  voir  que  c'eft  en  divifant  34.5 1.  1  8  f.  6  d» 
que  l'on  trouvera  le  prix  de  chaque  marc.  Voici  la  mé- 
thode pour  faire  cette  divifion. 

107.  i°.  Il  faut  réduire  le  divifeur  à  la  plus*petiteef- 
pece  qu'il  contient*  2°.  Faire  la  divifionen  commençant 
par  les  plus  grandes  efpeces  du  dividende  ,  en  allant  de 
fuite  aux  plus  petites.  30.  Multiplier  le  quotient  entier 
par  le  nombre  qui  marque  combien  de  fois  la  plus  gran- 
de efpece  du  divifeur  contient  la  plus  petite. 

108.  Remarquez  que  s'il  y  a  un  refte  après  la  divifion 
de  la  plus  grande  efpece  ,  par  exemple  des  livres  ,  il 
faut  réduire  ce  refte  en  fols  ,  &  ajohter  les  fols  qui  vien- 
nent de  cette  réduâion  à  ceux  qui  fe  trouvoient  dé/a 
dans  le  dividende  ?  pour  divifer  enfuite  cette  fomme  par 
le  divifeur  par  leqnelon  a  divifé  les  livres.  Pareillement 
s'il  y  a  un  refte  après  avoir  fait  la  divifion  des  fols  ,  il 
faut  réduire  ce  refte  en  deniers  ,  pour  les  ajouter  aux 
deniers  qui  éroient  dans  le  dividende.  Or  pour  réduire 
les  livres  en  fols  ,  il  faut  multiplier  le  nombre  des  livres 
par  20,  parce  que  la  livre  vaut  20  (bis  :  &  de  même  pour 
réduire  les  fols  en  deniers  >  il  faut  multiplier  le  nombre 
de  fols  par  1  a. 

Pour  faire  l'application  de  cette  méthode  à  l'exemple 
propofé.  1  .  Je  réduis  tout  le  divifeur  7  marcs  2  onces , 
en  y 8  onces.  20.  Jedivife  346 1.  18  f.  6  d.  par  58  ,  en 
commençant  par  les  livres ,  &  je  trouve  au  qnotient  y  f. 
&  le  refte  y  6  ,  que  je  réduis  en  fols  en  le  multipliant  par 
20  ;  le  produit  eft  1 1 20 ,  auquel  il  faut  ajouter  les  1 8  f. 
du  dividende  ,  il  vient  1 1 38  ;  que  je  divife  par  j8  ,  & 
je  trouve  au  quotient  19  h  &  le  refte  36  que  je  réduis 
en  432  d.  auxquels  ajoutant  Us  6  d.  du  dividende  la 
fomme  eft  43  8  :  je  divife  encore  cette  fomme  par  j  8  » 
&  je  trouve  au  quotient  7  d.  la  fraâion  £  que  Von 
peut  négliger.  Ainfi  le  quotient  entier  eft  y  1. 19  f.  7  d. 
fans  compter  la  petite  fraftion  £  ,  qtii  n'exprime  que 
des  parties  de  deniers,  3°,  Je  multiplie  ce  quotient  en* 
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lier  par  8  ,  parce  que  le  marc  contient  8  onces ,  le  pro- 
duit eft  47 1.  i6f.  8  d.  c'-eft  le  prix  d'un  marc .  en  fup- 
pofant  que  7  marcs  2  onces  ont  coûté  346 1.  1 8  £  6  d. 
On  n'a  point  eu  d'égard  à  la  fra&ion  ~  ;  mais  fi  on 
n'avoit  vouln  rien  négliger ,  il  auroit  fallu  multiplier  le 
numérateur  32  par  8  ,  comme  on  le  verra  dans  la  fuite 
en  parlant  de  la  multiplication  des  fraftions. 

Si  le  divifeuravoit  contenu  des  gros ,  il  auroit  fallu 
multiplier  le  quotient  par  64 ,  parce  que  le  marc  con- 
tient 64  gros. 

Voici  un  autre  exemple  i  j?  aunes  trois  quarts  d'étof- 
fe coûtent  642  h  12  f.  8  d.  à  combien  revient  l'aune  ? 
il  faut  10 .  réduire  les  3J  aunes  ■;  en  quarts  qui  font  ici  la 
plus  petite  efpece  du  divifeur.  Les  35*  aunes  font  140 
quarts  ,  auxquels  il  faut  ajouter  les  trois  de  la  fraction  , 
la  fomme  fera  145  >  par  laquelle  on  divifera  le  dividen- 
de :  on  trouvera  d'abord  4  l.'&  le  refte  70  1.  qu'il  faut 
réduire  en  fols  ,  il  y  en  a  1400  auxquels  on  ajoutera  les 
1 2  qui  font  au  dividende  ,  &  on  divifera  Ja  fomme 
1412  par  145  ,  le  quotient  fera  9  fols  &  le  refte  12  f 
fols  qui  vaut  1700  d.  il  faut  y  ajouter  les  8  d,  du  divi- 
dende ,  &  divifer  encore  la  fomme  par  143  ,  le  quotient 
fera  10  d.  &  le  1  eftc  78  d.  Ainfi  le  quotient  total  fera  4 
1. 9.  10  d.  plus  la  fraéHon  77-  d'un  denier.  Oh  multi- 
pliera ce  quotient  par  4  .  &  le  produit  17 1. 19  f.  4  d, 
fera  le  prix  de  l'aune.  J'ai  négligé  de  multiplier  la  frac- 
lion  rj'  dont  le  produit  par  4  ne  vaut  prefque  que  2  de- 
niers. 

109.  Il  n'y  a  point  de  difficulté  par  rapport  au  pre- 
mier &  au  fécond  article  de  la  méthode.  Voici  la  raifon 
du  troifîeme  appliquée  au  premier  exemple.  Il  eft  clair 
que  le  quotient  que  Ton  trouve  après  avoir  divifé  345 
1. 18  f.  6  d.  par  y  8 ,  exprime  la  valeur  d'une  once ,  par- 
ce que  le  divifeur  58  marque  des  onces  :  par  conféquent 
afin  d'avoir  la  valeur  du  marc  ,  il  faut  multiplier  le  quo- 
tient par  le  nombre  qui  exprime  combien  il  y  a  d'onces 
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dans  le  marc  ,  c'eft-à-dire  ,  par  8  ;  &  le  produit  fera 

la  valeur  du  marc. 

iop.fi.  On  peut  éviter  la  peine  d'opérer  furies  frac- 
tions ,  il  fuffit  pour  cela  de  multiplier  d'abord  le  divi- 
dende par  le  nombre  qui  marque  combien  de  fois  la  plus 
grande  efpéce  du  divifeur  contient  la  plus  petite  »  au 
lieu  de  multiplier  le  quotient  par  ce  nombre.  Ainfi  dans 
notre  exemple  on  multipliera  le  dividende  346  1.  18  C 
6  d.  par  8 ,  le  produit  fera  277  j 1.  8  f.  enfuite  on  divi- 
fera  ce  produit  par  c8  ,  on  trouvera  d'abord  pour 
quotient  47 1.  &  le  refte  49 1.  que  l'on  réduira  en  lois  : 
la  rédu&ion  donnera  080  f.  auxquels  il  faut  ajouter  les 
8  f.  &  on  divifera  lafommç  5)88  toujours  par  y  8  ;  on 
trouvera  encore  17  f.  &  le  refte  2  f.  que  l'on  pourra 
réduire  en  24  d.  ou  aura  donc  pour  quotient  total  47 
1.  17  f.  ]i  d'un  denier  :  c'eft  le  prix  du  marc.  Ainfi 
cette  féconde,  méthode  confifte  i°.  à  multiplier  le  divi- 
dende par  te  nombre  qui  exprime  combien  de  fois  la 
plus  grande  efpece  du  divifeur  contient  la  plus  petite  : 
20.  à  réduire  le  divifeur  à  (a  plus  petite  efpece  ;  30.  à 
divifer  le  produit  du  dividende  par  le  divifeur  réduit. 

Il  eft  évident  qu'en  commençant  à  multiplier  le  divi- 
dende, par  8  »  on  trouvera  au  quotient  la  même  quantité 
que  fi  on  multiplie  le  quotient  par  8  fans  avoir  multiplié 
le  dividende. 

109.  C.  Pour  faire  la  preuve  on  pourroit  multiplier  le 
qpotient  47 1. 17  f.  &  la  fraâîen  rî  d'un  dénier  »  par  7 
marcs  2  onces ,  on  trouverait  la  femme  346  1. 1 8 1. 6  d. 
Si  on  néglige  la  fraâion  H  d'un  denier  ,  on  trouvera 
le  produit  346 1. 1 8  f.  3  d  qui  eft  moindre  que  le  divi- 
dende feulement  de  3  d. 

ne.  Lorfque  le  dîvifeut  eft  un  nombre  incomplexe, 
pour  lors  le  premier  &  le  troifïeme  article  de  la  pre- 
mière méthode  n'ont  point  de  lieu.  Voici  un  exemple  ; 
25  muids  de  vin  ayant  coûté  1467 1. 12  Lfi  d,  on  de- 
mande à  combien  revient  le  muicU  II  faut  divifer  par 
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rf  les  livres  ,  enfuite  les  fols  ,  &  enfin  les  deniers  du 
dividende  comme  dans  l'exemple  précédent  »  &  on  trou- 
fera  ytf  1.  8  f.  1 1  d.  plus  io  d.  à  divifer  par  26  :  c'eft  Iq 
prix  d'un  Ebuid. 

no.  B.  Dans  les  trois  exemples  qu'on  a  rapportés  , 
c'eft  le  divifeur  qui  doit  être  confidéré  comme  un  pur 
nombre  >  parce  qu'il  marque  feulement  en  combien  de 
parties  égales  il  faut  partager  le  dividende  :  mais  il  y  a 
des  queftions   dans  lefquelles  c'eft  le  quotient  qu'on 
doit  regarder  comme  un  pur  nombre  ,  parce  qu'il  ne 
fait  qu'exprimer  combien  de  fois  le  divifeur  eft  conte- 
nu dans  le  dividende.  Cela  arrive  lorfque  le  dividende 
&  le  divifeur  expriment  des  quantités  du  même  genre  : 
fi, par  exemple  ,  on  propofe a  divifer  6j  1. 18  U  6  d. 
par  y  1. 4  f.  6  d.  il  eft  évident  que  l'on  ne  cherche  au* 
tre  cbo(e  qu'un  nombre  qui  marque  combien  de  fois 
le  divifeur  eft  contenu  dans  le  dividende*  Mais  alors  il 
faut  réduire  le  dividende  à  la  plus  petite*  efpece  du  di- 
vifeur avant  de  (aire  la  divifion  ;  ainC  dans  cet  exemple 
le  dividende  fera  16302 ,  le  divifeur  1254  »  8c  on  trou- 
vera le  quotient  1 3  .  Dans  ce  cas  le  troisième  article 
de  la  première  méthode  n'a  point  d'application  ;  aon 
plus  que  le  premier  de  la  féconde*  Il  en  feroit  de  me- 
nt fi  on  vouloit  divifer  8  y  marcs  4  onces  par  7  onces 
S  gros  :  où  réduiroit  d'abord  le  dividende  &  le  divi- 
feur à  la  plus  petite  efpece  ,  fçavoir  en  gros  :  on  auroit 
5472  &  61  :  enfuite  on  diviferoit  5472  par  61 ,  le  quo- 
tient feroit  89 ,  plus  la  fraâion  &  Pareillement  fi  on 
vouloit  divifer  354  toifes  2  pieds  par  4 %  toifes  8  pou- 
ces ,  on  réduiroit  ces  deux  nombres  en  pouces  ;  la  ré- 
duction donnerait  2$ c  1 2  &  303a  :  enfuite  en  divifknt  le 
premier  par  le  fécond ,  le  quotient  feroit  8  plus  la  frac- 
tion £#. 

1 1 1  •  Il  paroit  par  ces  exemples  ,  que  quand  il  ne  s'a- 
git que  de  trouver  combien  de  fois  le  divifeur  eft  con- 
tenu dans  le  dividende  ,  H»ne  faut  multiplier  «ile  di- 
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«ridende  ai  le  quotient ,  &  qu'il  eft  néceflàîre  de  ré-* 

Suire  le  dividende  &  le  divifeur  à  la  même  efpece  , 

qui  eft  la  plus  petite  qui  fe  trouve  ,  foit  au  dividende. 

foit  au  divifeur  ;  fans  cela  le  quotient  ne  marquerait 

pas  combien  de  fois  le  divifeur  eft  contenu  dans  le 

dividende. 


sr 


A   BREGÉ 

D'ALGEBRE. 


^  'ALGEBRE  eft  une  partie  des  Ma- 
T  Jj  thématiques  qui  traite  de  la  grandeur  en 
général  exprimée  par  quelques  lignes 
ou  caractères  dont  la  lignification  ne  (oit 
point  déterminée  par  la  nature  des  lignes.  Ces  fortes  de 
caraâeres  n'ayant  point  par  eux-mêmes  de  lignification 
déterminée  ,  peuvent  être  appliqués  à  toutes  fortes 
de  grandeurs  ;  &  par  conféquent  les  démonftrations 
que  Fon  (ait  dans  l'Algèbre  avec  ces  lignes  font  géné- 
rales i  ce  qui  eft  un  des  grands  avantages  de  cette 
Science. 

1 15.  On  pourroit  fe  fervir  pour  exprimer  les  gran- 
deurs en  général  de  plufïeurs  fortes  de  lignes  ,  pourvu 
qu'ils  (oient  tels  qu'on  vient  de  le  déïigner  :  mais  on 
cil  convenu  de  préférer  les  lettres  de  l'alphabet  aux  au- 
tres lignes ,  parce  que  l'on  les  connoît  déjà ,  &  qu'on  eft 
accoutumé  à  les  écrire.  On  ne  pourroit  pas  employer 
dans  l'AIgebie  les  chifres  de  l'Arithmétique  au  lieu  des 
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lettre^ ,  parce  que  la  lignification  des  chifres  eft  déter- 
minée par  rapport  au  nombre  s  quoiqu'elle  ne  le  (bit  pas 
quant  à  l'efpece  des  grandeurs  qu'ils  défignent ,  comme 
nous  le  dirons  bientôt. 

114.  Un  autre  avantage  de  l'Algèbre  ,  c'eft  qu'on 
opère  également  fur  les  quantités  inconnues  comme  fur 
celles  qui  font  connues.  On  employé  ordinairement  les 
premières  lettres  de  l'alphabet  a,b  ,c>  &c.  pour  défi- 
gaer  les  grandeurs  connues  ;  &  les  dernières  r  ,  s ,  t ,  u , 
x  ,y ,  x  ,  pour  exprimer  les  inconnues. 

1 1 4.  B.  Les  quantités  inconnues  font  celles  que  Ton 
cherche  :  par  exemple  »  fi  on  demande  quel  eft  le  nom* 
bre  qui  divifé  par  9  ,  donne  25*  au  quotient,  la  quantité 
inconnue  eft  ce  nombre  qu'on  cherche.  Ainfi  dans  cet 
exemple  on  peut  remarquer  9  par  a ,  ay  par  b  ,  &  le  nom- 
bre cherché  par  x.  Ce  nombre  eft  22 y. 

1 1  y.  Ceux  qui  commencent  à  étudier  l'Algèbre  (ont 
fouvent  fort  embarrafTés  fur  la  lignification  des  carac- 
tères a ,  b ,  c  %  d  ,  &c.  qui  ne  préfentent  aucun  objet  dé- 
terminé à  l'efprit  ;  ils  font  mêmes  tentés  de  croire  que 
tout  le  calcul  algébrique  eft  un  vain  amufement  qui  ne 
peut  avoir  aucune  application  aux  objets  de  nos  con- 
noiflances.  Mais  de  ce  que  ces  caraéteres  ne  fignifient 
rien  par  eux-mêmes ,  on  en  doit  plutôt  conclure  qu'on 
les  peut  employer  pour  exprimertoutes  fortes  de  gran- 
deurs ,  &  que  par  conféquent  le  calcul  algébrique  peut 
être  appliqué  aux  grandeurs  de  toutes  efpeces  »  éten- 
dues 9  nombres ,  mouvemens  »  vîteÛès  ,  &c.  D'ailleurs 
perfonne  n'eft  embarraiïe  fur  la  lignification  des  carac- 
tères arithmétiques  1,2,3,4,  ?><>>  &c*  <lui  cepen- 
dant ne  préfentent  aucun  objet  déterminé  à  l'efprit  non 
plus  que  les  lettres  de  l'alphabet  :  par  exemple ,  le  chif- 
fre 4  ne  fignifie  ni  quatre  toifes  ,  ni  quatre  pieds  »  ni 
quatre  hommes ,  ni  quatre  écus  ,  &c.  On  ne  doit  donc 
pas  non  plus  fe  mettre  en  peine  de  chercher  la  lignifica- 
tion des  lettres  a ,  b ,  c ,  d ,  &c#  Il  fuffit  de  fçavoir  qu'on 

peut 
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peut  les  employer  à  marquer  toutes  fortes  de  grandeurs» 

1 16.  On  fait  fur  les  lettres  dans  l'Algèbre  les  mêmes 
opérions  que  l'on  fait  fur  les  nombres  dans  l'Arithmé- 
tique. Il  y  en  a  quatre  principales  ,  l'addfcion ,  la  fouf- 
rradion  ,  la  multiplication  &  la  divifion.  Avant  de  trai- 
ter de  ces  opérations ,  il  eft  néceflàire  d'expliquer  les 
%oes  &  les  termes  dont  on  fe  fert  dans  l'Algèbre. 

117.  Ce  figne  .+.  fignifie  plus ,  &  cet  autre—»  lignifia 
moins  ;  le  premier  eft  la  marque  de  l'addition  ;  ainfi  a  +  h 
fignifie  que  la  grandeur  b  eft  ajoutée  avec  *  >  le  fécond 
eft  la  marque  de  la  fouftraôion  ;  ainfi  a— b  fignifie  que 
la  quantité  b  eft  ôtée  de  a. 

n  8.  Ce  figne  =  fîçnifie  égal  ,  &  marque  qu'il  y  * 
égalité  entre  les  quantités  qui  le  précédent  &  celles  qui 
le  fuivent  ;  ainfi  a~b  fignifie  que  a  eft  égal  à  b.  Pareil- 
lement a—\h=&+-à  marque  a—b  eft  égal  à  c+d. 


119.  Voici  encore  deux  fignes  V  &  ^  dont  le  pre* 
«nier  fignifie  plus  grand ,  l'autre  plus  petit  ;  ainfi  a^b 
marque  que  la  quantité  a  eft  plus  grande  que  b  ;  a  ^  b 
fignifie  que  a  eft  moindre  que  0.  Afin  de  ne  pas  confon- 
dre ces  deux  fignes  ,  il  faut  remarquer  que  la  quantité 
que  Ton  met  du  côté  de  l'ouverture  eft  toujours  la  plus 
grande ,  &  que  celle  qui  eft  du  côté  de  la  pointe  eft  le 
plus  petite  :  cela  paroît  par  les  exemples  qu'on  vient  de 
donner. 

1 20.  Les  lettres  de  l'alphabet  fur  lefquelles  on  opère 
font  appellées  quantités  algébriques. 

221.  Une  quantité  algébrique  eft  nommée  fimple  Jn* 
complexe  ou  monôme ,  lorsqu'elle  eft  feule  ,  en  forte 
qu'elle  ne  contient  pas  plufieurs  parties  féparées  par  les 
fignes  h-  ,  —  ;  ainfi  -*-*>-*-  $ab ,  &— 44a  font  trois  quan- 
tités incomplexes. 

122.  Une  quantité  algébrique  eft  appellée  compofét  i 
complexe  ou  polynôme,  quand  elle  contient  plufieurs  par- 
ties féparées  par  les  fignes  -*-  ;  _  :  ainfi  *~ b  %  c~-£+.f 
fout  des  quantités  complexes* 

l  Partie.  g 
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123.  Dans  les  quantités  complexes ,  les  parties  fépa^ 
rées  par  les  lignes -+-&  —  font  appellées  termes  ;  ainfi 
dans  la  quantité  ab—cd—bd,  il  y  a  trois  termes  ,  fça- 
voir  ab  ,  cd  &  bd. 

124.,  Les  quantités  complexes  qui  n'ont  que  deux 
termes,  font  appellées  binômes  ;  celles  qui  en  ont  trois, 
trinômes ,  &,c.  ainfi  a  ^-  b  eft  un  binôme  ,  &  ab+cd—bd 
eft  un  trinôme. 

125*.  Les  quantités  incomplexes  qui  font  précédées 
du  figne  -h  font  appellées  fofitives  ;  &c  celles  qui  font 
précédées  du  figne  —  font  appellées  négatives.  Les 
termes  des  quantités  complexes  font  aufli  appelles 
pojitifs  ou  négatifs ,  félon  qu'ils  font  précédés  du  figne 
H-ou— .. 

Ï2JJ8.  Lorfque  dans  une  quantité  complexe,  il  y  a 
plufieurs  termes  négatifs  de  fuite ,  celui  ou  ceux  qiii  (ont 
après  le  premier  de  ces  termes  négatifs  ne  diminuent 
pas  la  valeur  de  ce  premier  :  par  exemple ,  fi  on  a  la 
quantité  -+-  12—5'  —  3  ,  cela  ne  marque  pas  qu'il  faut 
ifeulement  retrancher  y  —  3  ,  c'eft-à-dire  ,  2  de  1 2  :  mais 
cela  fignifie  au  contraire  qu'il  faut  ôter  de  1 2  les  deux 
nombres  J  &  3  ,  ainfi  +.12  —  y  — .  3  ne  vaut  que  4*  H  ^auJ 
jdire  la  même  chofe  des  quantités  algébriques,  quand 
elles  contiennent  plufieurs  termes  négatifs  de  fuite  :  ceft 
pourquoi  il  n'importe  en  quelle  manière  les  termes 
foient  arrangés,  Ainfi  a-f»fc—c— d  eft  la  même  chofe  que 
a—  c-f-i— d.  # 

1 25.  Remarquez  que  les  quantités  incomplexes  qui 
ne  fon.t  précédées  d'aucun  figne ,  font  fuppofées  avoir 
le  figne  -+-  ,  &  font  par  conséquent  pofîtives.  Il  en  elt 
de  même  du  premier  terme  des  quantités  complexes  : 
àinftab  eft  la  même  chofe  que-f-afc.  Pareillement^-*-^ 
— bd  eft  la  même  chofe  que  -4-  ab  4-  «f — bd* 
m  ,127.  Il  faut  bien  remarquer  que  les  quantités  nega- 
•tivçk  Q)Qt  des  grandeurs  oppqfées  aux  quantités  pofiu- 
Ves  :  pair  exemple ,  fi  le  mouvement  vers  l'Orient  eft  prlS 
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$0&r  pofitîf  ,  le  mouvement  vers  l'Occident  fera  néga- 
-€&  Pareillement  le  bien  que  l'on  poflede  peut  être  re- 
gardé comme  une  grandeur  pofitive ,  &  ce  que  l'on  doit 
comme  une  quantité  négative.  De  cette  notion  des  quan- 
tités pofïtives  &  négatives ,  il  s'erifuit  que  Les  unes  & 
les  autres   font  également  réelles  ,  &  nue  par  confé- 
quent  les  négatives  ne  font  pas  la  nég&ion  ou  l'abfen- 
ce  des  pofïtives  ;  ainfî  dans  le  premier  exemple  qu'on 
vient  de  propofer ,  la  quantité  négative  par  rapport  au 
mouvement  vers  l'Orient ,  n'eft  pas  de  n'avoir  point  de 
mouvement  vers  l'Orient  ;  mais  c'eft  d'avoir  un  mou- 
vement vers  l'Occident  ;  &  dans  le  fécond  exemple  ,  la 
quantité  négative  par.  rapport  au  bien  que  l'on  poflede  » 
ce  font  les  dettes  que  l'on  a ,  &  non  pas  de  n'avoir  point 
de  bien. 

128.  Lorfque  l'on  compare  deux  quantités  égales  en 
mettant  le  ligne  =  entre  deux  ,  cela  s'appudle  équation 
ou  égalité  :  par  exemple ,  a  x  b=ic  eft  une  équation.  Les 
deux  quantités  que  l'on  compare  font  appellées  membres 
de  l'équation  ;  la  quantité  qui  eft  à  la  gauche  du  fighe 
d'égalité  eft  le  premier  membre  >  &  celle  qui  eft  à  la  droite 
«ft  le  fécond  ;  ainfî  dans  l'équation  Ort-b=c  >  le  premier 
membre  eft  a-+-b ,  &  le  fécond  eft  c. 

129.  Les  nombres  qui  précèdent  les  lettres ,  font  ap- 
pelles coefficient  :  ainfî  3  eft  le  coefficient  de  jab.  Lorf» 
qu'une  quantité  incomplexe  ou  un  terme  d'une  quanti- 
té complexe ,  n'a  pas  de  coefficient  marqué ,  il  faut  con- 
cevoir que  l'unité  eft  fon  coefficient ,  par  exemple , 
dans  la  quantité  fab+cd ,  l'unité  eft  le  coefficient  du 
dernier  terme  cd. 

i?o.  Les  quantités  incomplexes  font  appellées/èm- 
MaMejJorfqu'elles  contiennent  les  mêmes  lettres  écrites 
autant  de  fois  dans  chacune  des  quantités  ;  ainfî -f- 
3a  &  aa  font  des  quantités  femblables.  Pareillement  -f- 
ytabSc—faab  font  auffi  des  quantités  femblables'.  Il 
paroît  par  cette  notion  Se  par  ces  exemples ,  qu'afin  que 

fi  H 
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deux  quantités  foient  femblables ,  il  n'eft  pas  néeedSdm 
qu'elles  aient  les  mêmes  lignes  »  ni  les  mêmes  coeffi- 
ciens  ;  mais  il  faut  qu'elles  contiennent  les  mêmes  lettres» 

6  que  ces  lettres  foient  écrites  autant  de  fois  dans  une 
quantité  que  dans  l'autre  ;  c'eft,  pourquoi  aab  &  ab  ne 
font  pas  femblables ,  parce  que  la  letrre  a  eft  écrite  deux 
fois  dans  la  première  quantité,  &  une  fois  feulement 
dans  la  féconde.  Tout  cela  doit  auffi  s'entendre  des  ter* 
mes  des  quantités  conplexes. 

131.  Lorfqu'il  y  a  plufieurs  termes  femblables  dans 
une  quantité  complexe  *  on  les  réunit  en  un  feul  terme  : 
c'eft  ce  qu'on  appelle  réduire  les  quantités  femblables  à 
leurs  plus  fimples  expreffions.  Or  cette  réduâion  fe  fait 
en  deux  manières ,  ou  en  ajoutant  les  coefficiens ,  ou  en 
étant  l'un  de  l'autre*  Lorfque  les  termes  femblables  ont 
les  mêmes  lignes ,  afin  de  faire  la  réduâion ,  il  faut  ajou- 
ter les  coqpiciens,  &  écrire  la  fomme  avec  le  figne 
des  termes  qu'on  réduit  ;  ainfi  dans  la  quantité  $aab 
*t-  qabb  -♦-  *ab  »  les  deux  premiers  tenftes  étant  fembla- 
bles, &  ayant  le  même  (igné  -4-  ,  pour  en  faire  la  réduc- 
tion ,  f  ajoute  les  coefficiens  3  &  4 ,  &  j'écris  la  fomme 

7  avec  le  ligne -f-  f.qui  eft  celui  des  termes  femblables  : 
ainfi  la  quantité  réduite  eft  h-  7<*bb  4-  aab  ou  jabb 
•4-  2ab.  De  même  pour  faire  la  réduâion  des  trois  der- 
niers termes  de  la  quantité  fbb  —  sbd  —  qbd —  bd, 
j'ajoute  les  trois  coefficiens  3  »  4  &  1  ,  &  j'écris  la 
fomme  qui  eft  8  avec  le  ligne  —  en  cette  manière  » 
fbb  — .  8M.-(  On  a  pris  l'unité  pour  coefficient  du  dernier 
terme  —  bd ,  parce  qu'il  n'en  a  point  qui  foit  marqué  ) 

<  «9-  ) 

Mais  fi  les  termes  femblables  ont  des  lignes  diffé* 

rens  •  pour  lors  il  faut  ôter  le  plus  petit  coefficient 
du  plus  grand  ,  &  écrire  le  refte  avec  le  figne  du  plus 
grand  coefficient  :  par  exemple,  aiîn  défaire  la  réduâion 
de  la  quantité  — yib  -4-  fab  +.  70a ,  dont  les  deux  pre- 
miers termes  font  femblables ,  il  faut  ôter  3  de  j  ,  fc  écri- 
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je  2  avec  le  figoe  -+-  qui  eft  celui  du  plus  grand  coeffi- 
ont  %  i  aiqfî  la  quantité  réduite  eft  4-  2ab  h-  jaa  >  ou 
ïai  -+.  jda.  Pareillement  afin  de  faire  la  réduôion  de 
h  quantité  3  ex  —  jxx  +  $xx  ,  dont  les  deux  derniers 
termes  font  femblaoles  >  il  faut  ôter  y  de  7  ,  &  écrire  l^ 
refte  x  avec  le  figne  —  en  cette  manière  >  3  ex  —  2xx. 
Lorfque  les  termes  femblables  ont  des  fignes  différera 
&  les  mêmes  coefficiens  ,  ces  termes  fe  détryifent  entiè- 
rement :  ainfi  la  quantité  ycx—  fxx  —  fxxfe  réduit 
à  jcx ,  parce  que  les  deux  autres,  termes  le  détruifçnt, 

DE    V  A  B  B  I  T  1  ©  N. 

132.  L'Addition  eft  une  opération  par  laquelte  on 
cherche  la  fomme  do  pluiîçurs  quantités  :  par  exemple  % 
fi  ayant  les%ois  nombres  6 ,  <p  &  ja,  je  les  joints  en-* 
femble  pour  en  avoir  la  fomme  ,  qui  eft  ay ,  cela  s'ap- 
pelle Eure  l'addition  de  ces  trois  nombres.    . 

133.  Afin  d'ajouter  les  quantités  algébriques,  il  n'y  a 
qu'à  les  écrire  telles  qu'elles  font ,  fana  rien  changer 
aux  fignes  qui  les  précédent  *  par  exemple ,  fi  on  veut 
ajouter  b  ou-h  h  avec  a  ,  oft  écrit;  a+-b  /mais  fi  on  voiv» 
loit  ajouter  —  b  avec  a  >  il  faudrait  mettre  a~b*  Pour 
ajouter  g —à  avec  a  .+.  h  ,  on  écrira  a4.fr  ^.e — d.  Pour 

ajouter  -»  340^ -h  3&d  avec  yaifr  —  7<*4  «+>  jç<f»  on  écrira 
Sajé~Haâ-^$cd--3aab-+-2.aL 

134.  Lorfqu'aprè;  l'addition  il  y  a  des  quantités  feirn 
bUbks  daos  la  fomrne ,  il  faut  faire  la  réduction  ;  ainfi' 
dans  le  dernier  exemple  qu'on  vient  de  ptopofer,  la 
fonyne  qu'Qn  a  trouvée  fe  xédm  à.  2446  — -  ftf^-f-  3  ci* 
Souvent  dans  la  pratique  on  feit  la.  çéd^dion  en  mémo 
tenp  que  l'addition. 

135*.  Cette  opération  porte  fe  demonftration  avec 
elle ,  étant  évident  que  la  fomme  de  a  &  de  b  eft  a  -+.  A  i 
&  que  celle  de  «  &  de-- b  eft  l-rà  :  ainfi  des  autre* 
«emptot 
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DE  LÀ  SOUSTRACTION 

1 35.  La  SouftraéHon  eft  une  opération  par  laquelle  on  • 
ôte  une  grandeur  d'une  autre.  Ainfi  fi  on  ôte  4  de  7 ,' 
c'eft  une  fouftra&ion.  La  grandeur  qui  refaite  après  la 
fouftraétion  eft  appellée  refit  ou  différence.  Dans  l'exem- 
ple propofé  ,  3  eft  le  refte  ou  la  différence. 

137.  Pour  oter  une  quantité  algébrique  d'une  autre; 
il  faut  changer*  les  (ignés  de  la  quantité  à  fouftraire  ,  &» 
laifler  ceux  de  la  quantité  dont  on  veut  fouftraire.  Exem- 
ples ;  pour  ôter  —  b  ou  -f.  bat  a  ,  il  faut  écrire  a  —  b  :  mais 
pour  ôter  —  b  de  a ,  il  faut  écrire  a+-b.  Pour  fouftraire 
c—ddea-t-byon  écrira  a+b —c  -f-  d.  Pour  fouftraire -h 
3  aab  -f-  zad  de  faob—fad  -+-  3  cd ,  on  écrira  j*mA — 7*  i  -H 

138.  Lorfqu'-après  la  fouftradion  il  y  a  des  quantités 
femblables  dans  le  refte  ,  il  faut  faire  la  réduâion  ;  ainfr 
dans  le  dernier  exemple  qu'on  vient  de  propofer,  le 
refte  qu'on  a  trouvé  fe  réduit  à  Saab  —  $ad  -+-  3  ci*  000" 
vent  dans  la  pratique  on  fait  la  réduction  en  même  tems 
que  la  fouftraâion. 

On  entend  facilement  pourquoi  dans  la  quantité  a 
fpuftraire  on  change  le  (igné  de  plus  en  moins  :  par  exem- 
ple ,  fi  on  veut  ôter  b  de  a ,  il  eft  évident  que  le  refte 
fera  a— b.  Mais  on  ne  voit  pas  d'abord  pourquoi  on  chan- 
ge le  figne  de  moins  en  plus  :  par  exemple ,  fi  on  veut  ôter 
—  b  de  a  y  Se  qu'on  écrive  a  -h  b  félon  la  règle  preferite  » 
il  femble  que  l'on  aura  fait  le  contraire  de  ce  que  l'on 
fe  propofoit  ,  parce  que  a  -f.  b  eft  plutôt  une  loinme 
qu'un  refte. 

13p.  Pour  faire  comprendre  la  raifon  de  la  règle  dans 
le  cas  où  il  y  à  des  fignes  de  moins  dans  la  quantité  à 
fouftraire ,  nous  allons  prendre  un  exemple  en  nombre* 
Suppofons  donc  qu'il  s'a  gifle  de  fouftraire  7—3  de  12  s 
je  dis  qu'il  faut  écrire  12  ~  7-*- 3  :  car  fi  on  écrit  24 
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~7 ,  il  eft  évident  qu'on  a  trop  ôté  de  1 2  ,  parce  qu'on 
ne  veut  pas  ôter  7  de  12  ,  niais  feulement  7  —  3  >  qui 
eft  moindre  que  7  ;  par  conféquent  il  faut  ajouter  3 
qu'on  a  ôté  de  trop  en  mettant  12^—7,  c'eft- à-dire, 
qu'il  faut  écrire  12— 7+ 3  =«8. 

Que  s'il  s'agit  d'ôter  une  quantité  négative  toute  feu-* 
le ,  il  eft  encore  évident  qu'il  faut  changer  le  fïgne  de 
moins  en  plus  :  par  exemple  ,  fi  on  veut  fouftraire  —  b 
de  a,  il  faut  écrire  a -+.£.  Car  ôter  une  quantité  néga- 
tive ,  c'eft  en  ajouter  une  politive  ;  comme  fi  un  homme 
devant  cent  écus ,  on  lui  ôte  ,  c'eft-  à-dire  ,  qu'on  lui  re- 
mette cette  dette,  qui  eft  une  quantité  négative  ,  c'eft  la 
même  chofe  que  fi  on  lui  donnoit  cent  écus  ;  par  confé- 
quent afin  de  faire  la  fouftraâion  >  il  faut  changer  les  fi- 
gnes  de  la  quantité  à  fouftraire  >  en  mettant  moins  à  la 
place  de  plus ,  &  plus  à  la  place  de  moins. 

D'ailleurs  on  vient  de  faire'voir  que  pour  fouftraire? 
i— c  de  a  il  faut  écrire  a  —  b+  c.  Cela  pofé  ,  il  faut 
mettre  a  +  c  pour  retrancher  —  c  de  a  :  car  en  ajoutant 
la  même  grandeur  b  aux  deux  autres  a6c—c,  le  refter 
des  deux  fommes  a  •*- &  &  fr -- .c.doit  çtre  le  même  que' 
celui  des  deux  premières  quantités  a  6c  —  c  C28);  Or  en 
ôtanti  -c  de  a -h  Me  refte  eft  a+b—b+c  oud+.c:  dond 
fi  on  retranche— c  de  a ,  le  refte  fera  aufli  a  -+-  e. 

DE  LA  MULTIPLICATION. 

140.  Multiplier  une  grandeur  par  une  autre  ,  c'eft 
prendre  la  première  autant  de  fois  qu'il  eft  marqué  par 
la  féconde  2  par  exemple  ,'  multiplier  j  par  3  , c'eft  pren- 
dre y  autant  de  fois  qu'il  eft  marqué  par  3  ;  c*eft-à-dire  , 
trois  fois  :  ce  qui  fait.  1  y.  Il  y  a  trois  chofes  à  diftinguer 
dans  la  multiplication  ;  lçavoir  y  le  multiplicande ,  le-  mul- 
tiplicateur &  le  produit. 

Le  multiplicande  ou  le  multiplié  ,  c'eft  Fa  grandeur 
qu'on  multiplie.  Le  multiplicateur  eft  celle  par  laquelle 

fciv 
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on  multiplie  ,&  le  produit  cft  la  quantité  qui  réfulte  de 
la  multiplication  :  dans  l'exemple  propofé ,  y  eft  le  mul- 
tiplicande ou  le  multiplié ,  3  eft  le  multiplicateur ,  & 
I  j  le  produit. 

Cette  notion  de  la  multiplication  convient  aux  quan- 
tités littérales  ou  algébriques  auffi  hien  qu'aux  nombres  , 
enfortç  que  multiplier  a  par  b ,  ceft  prendre  la  grandeur 
c  autant  de  fois  qu'il  eft  marqué  par  b. 

141  •  On  peut  donc  définir  la  multiplication ,  une  opé- 
ration par  laquelle  on  cherche  une  grandeur  qu  on 
nomme  produit ,  qui  contienne  autant  de  fois  le  multi- 
plié ,  que  le  multiplicateur  contient  l'unité  :  par  exem- 
ple ,  fi  on  multiplie  6  par  4 ,  on  trouvera  pour  produit 
un  nombre  »  fçavoir  24»  qui  contient  6  quatre  lois ,  de 
même  que  4  contient  1  quatre  fois.  Cela  eft  évident 
par  l'expremon  même  dont  on  fe  fert  dans  la  multipli- 
cation dçs  nombres,  ptyfque  pour  multiplier 5  par 4, 
on  dit  quatre  fois  6  ;  le  produit  doit  donc  contenir  6 
quatre  fois  ,  c'eft-à-dire ,  autant  de  fois  que  4  contient 
l'unité.  Cette  définition  convient  également  aux  quan- 
tités littérales* 

142.  Le  produit  de  deux  grandeurs  algébriques  (e 
marque  en  mettant  l'une  à  côté  de  l'autre  ;  ainfi  ab  de- 
ligne  le  produit  de  a  par  b  :  aa  lignifie  pareillement  le 
produit  de  a  par  a.  Pour  marquer  la  multiplication  ,  on 
fe  fert  auffi  du  figne  x  en  le  mettant  entre  les  deux  gran- 
deurs qu'on  multiplie  :  par  exemple ,  a  x  b  exprime  le 
produit  de  a  par  b  :  a  x  a  marque  auffi  le  produit  de  a  par 
4,  Ce  figne  x  veut  donc  dire ,  multiplié  par  :  ainfi  a  x  b- 
fignifie  a  multiplié  par  t.  Il  eft  plus  ordinaire  de  placer 
une  lettre  à  côté  de  l'autrç  fans  mettre  aucun  figne  entre 
deux  »  comme  rçous  l'avons  {lit  d'abord. 

143.  Le  multiplicande  &  le  multiplicateur  font  fou- 
vent  appelles  les  racines  du  produit  :  par  exemple  »  a  & 
h  font  les  racines  du  produit  ab  ;  &  lorfque  les  deux  ra- 
cines d'un  produit  font  égales ,  op  {es  appelle  rqcpics 


/ 


LfVBB  PREMIER.  Ds  LA  MuLTIPI..  IO£ 

4ts.  Ainfï  cl  eft  la  racine  quarrée  du  produit  aa. 
la  fuite  nous  parlerons  plus  au  long  des  racines* 

On  diftingue  deux  fortes  de  multiplications  algé<* 

iques ,  celle  des  quantités  incomplexes  &  celle  des 

ités  complexes.  Nous  en  traiterons  féparémenr» 

avant  d'expliquer  les  règles  de  l'une  &  de  l'autre 

implication  ,  il  eft  néceflaire  de  démontrer  que  quand 
on  multiplie  plufieurs  grandeurs ,  comme  a ,  b  ,  e ,  les 
nés  par  les  autres ,  le  produit  eft  toujours  le  même  > 
quelque  ordre  qu'on  obferve  dans  la  multiplication  ; 
c'eftrftndire  »  que  les  produits  abc ,  acb  ,  bac ,  bca ,  cab  , 
cbs  9  font  égaux  :  &  de  même  tous  les  produits  qu'on 
peut  former  de  quatre  grandeurs  font  égaux  :.  pareille- 
ment tous  les  produits  qu'on  peut  faire  de  cinq  gran- 
font  égaux  :  ainfi  de  fuite. 

144.  Remarquez  que  deux  grandeurs  a  &  b  peuvent 
recevoir  deux  arrangemens  différens  ,  ab ,  ba.  Trois 
grandeurs  a,  b ,  c ,  peuvent  recevoir  trois  fois  deux  ou 
fix  arrangemens  :  car  chacune  des  trois  étant  mife  dans 
le  premier  jrang ,  les  deux  autres  peuvent  recevoir  deux 
arrangemens  :  ce  qui  fait  trois  fois  deux  ou  fix  arran- 
gemens  que  voici»  abc ,  acb  ;  bac ,  bca  ;  cab  >  cba.  Quatre 
grandeurs  a  ,b  ,  ç  ,  d*  peuvent  recevoir  4  fois  6  ou 
24  arrangemens  :  car  chacune  étant  mife  au  premier 
rang ,  les  trois  autres  peuvçnt  recevoir  fix  arrangemens , 
ce  qui  fait  4  fois  6  ou  34 ,  que  voici ,  abei ,  abdc ,  ebad , 
ojM  ,  aibe ,  adeb  >  bçici ,  baie ,  bçad  »  beda  »  bdac ,  bdca; 
cdbi  ,  cadb  »  ebad  ,  cbd&  >çdab  9  çdba ,  dabc ,  dacb ,  dbac , 
dbcs ,  dcdb  ,  deba.  De  même  cinq  grandeurs  peuvent  re- 
cevoir cinq  fois  24  pu  1 20  arrangemens  :  fix  en  peuvçnt 
recevoir  fix  fois  1 20  ou  720  ;  aiqfi  de  fuite. 

Dans  le  Lemme  futvant ,  nous  fupppferons  quelque 
chofe  que  nous  aljons  établir  ici,  i°.  que  le  produit 
de  (ieux  grandeurs  eft  le  même  ,  de  quelque .  manière 
que  ces  deux  grandeurs  foient  multipliées  ;  par  exemT 
1%'ltyÇ  te  produit  des  nombres  j  &  4  eft  toujours  lq 
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même ,  foie  qu'on  multiplie  y  par  4 ,  ou  4  pair  f .  2^ 
Que  le  produit  de  trois  grandeurs  eft  toujours  le  même  9  * 
pourvu  que  l'on  conferve  le  même  ordre  dans  la  fuite 
ce  ces  grandeurs  ;  en  forte  que  le  produit  abc ,  par  exenv-  1 
pie,  eft  le  même  ,  foit  qu'il  défigne  celui  de  a  par  bc,  \ 
dii  celui  de  ab  par  c  ;  pareillement  que  le  produit  de  i 
quatre  grandeurs  eft  toujours  le  même  quand  on  con-  i 
ferve  le  même  ordre  de  ces  grandeurs ,  c'eft-à-dire ,  que 
le  produit  abcd  ,  par  exemple  ,  eft  le  même  ,  foit  qu'il 
défigne  le  produit  axbcd,  ou  bien  abxcd*  ou  bien  abc  x  i. 
11  en  eft  de  même  des  produits  qui  font  compofés  d'un 
plus  grand  nombre  de  racines. 

Afin  de  prouver  les  deux  chofes  énoncées  ci-deflus  ; 
9*us  fuppoferons  <ï=y  :  £=4 ,  Ca=3  ,  d=z2. 

14 y.  Je  dis  donc  i°,  que  le  produit  de  y  par  4  ou  de  ' 
a  par  b  eft  égal  à  celui  de  4  par  y  ou  de  b  par  a.  Conce- 
vons quatre  rangées  parallèles  de  cinq  points  chacune  »   , 
telles  que  ei  ;  elles  composeront  cinq  colomnes  comme  j 
ef  de  quatre   points  chacune.   Ces  points   étant  con- 
çus diipofés  en  cette  manière  ,  on  pourra  raifonner 
ainfi  :  multiplier  y  par  4  c'eft  pren- 
dre 4  fois  la  rangée  ei  qui  contient 
y  points  ou  prendre  4  rangées  éga-       e .  .  •  •  à 
les  à  ei  ;  &  multiplier  4  par  y  c'eft         .  .  .  .  . 

prendre   y  fois  la  colomne  ef  ,  ou        

prendre    y    colomnes    égales    à    e/.      /.  .  .  .  jn 

Or  le    produit  eft   le    même   dans 

l'un  &    dans    l'autre    cas  ,  c'eft  le 

nombre  des  points  contenus  dans  l'efpace  efini ,  piriP 

que  cet  efpace  contient  précifément  4  rangées  égales  à 

ei ,  ou  colomnes  égales  à  e/,  ni  plus  ni  moins.  Ainfi 

le  produit  de  a  par  b  eft  égal  à  celui  de  ft  par  a. 

146.  Je  dis  en  fécond  lieu,  que  4x&£=a&xc:  caf 
fi  d'une  part  le  multiplicande  a  eft  4  fois  moindre  quef 
le  multiplicande  ifr,auflile  multiplicateur  ta  eft  4  fois 
plus  grand  que  le  multiplicateur  c.  De  même  les  trois 
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uits  de  abcd ,  fçavoir  a x bcd ,  abxcd  ,abcxd  qui  fe 
eut  fans  changer  l'ordre  des  lettres ,  (ont  égaux  :  car 
'.  axbcd=ab  x  cd  ;  puifque  fi  le  multiplicande  a  eft  4 
ms  plus  petit  que  le  multiplicande  ab>  auffi  le  multipli- 
icateur  bcd  eft  quatre  fois  plus  grand  que  le  multiplica- 
teur cd.  20.  abxtdszabcxd  par  la  même  raifon.  Il  eft 
donc  évident  que  tous  les  produits  qu'on  peut  faire  de 
quatre  grandeurs  font  égaux  entr'eux  fi  on  ne  change 
point  la  fuite  des  grandeurs. 

On  peut  donc  prendre  indifféremment  abc  ou  pour 
axbc ,  on  pour  abxc  De  même  abcd  peut  être  pris  indif- 
féremment pour  axbcd,  bu  pour  abxcd  %  ou  pour  aie  x  à. 
Cela  fuppofé  ,  on  prouvera  aifément  le  Lemme  fuivant. 

LEMME, 

Î47.  Les  produits  qui  naijfent  de  la  Multiplication  des 
mimes  grandeur*  font  égaux ,  en  quelque  ordre  quon  multi* 
plie  ces  grandeurs. 

Démonstration. 

i%Tous  les  produits  des  trois  grandeurs, « ,b  tc+ 
font  éeaux  :  car  fi  entrer  les  fix  produits  qui  peuvent 
venir  de  la  multiplication  des  trois  grandeurs  ,  a ,  £ ,  c , 
on  prend  les  deux  abeie  acb  où  la  lettre  a  eft  la  premier 
tei  il  èft  facile  de  faire  voir  qu'ils  font  égaux  ,  puifque 
ks  deux  produits  bc  &  cb  étant  égaux  ,  comme  on  l'a 
prouvé,  il  s'enfuit  qu'en  multipliant  a  par  bc  Se  par  cb , 
les  deux  nouveaux?  produits  axbc  &  a  y  cb  ou  abc  &  acb 
font  auffi  égaux;  Par  la  même  raifon  les  deux  produits 
foc  te  bca  dam  léfquels  la  lettre  b  eft  la  première,  font 
encore  égaux.  Enfin  lès  derçx  autres  produits  cab8c  eba 
VA  commencent  parc  (ont  pareillement  égaux  entr'eux. 
II  ne  s'agit  donc  plus  que  de  faire  voir  qu'un  des  pro- 
duits égaux  abc  &  acb  dont  la  lettre  a  occupe  le  pre* 
fluer  rang ,  eft  égal  à  up  des  produits  dont  chacune  des 


confidere  bc  comme  une  feule  quantité,  de  même  que 
le  produit  cb  :  car  alors  on  aura  les  deux  égalités  ax  bc 
=bcxa,  &  txcb—ebxa  ,  qui  font  les  mêmes  que  les 
fuivaotes  aie  — fcc«,  acb=ihca  :  par  conféquent  les  tf. 
produits  qu'on  peut  formée  des  trois  grandeurs  «,$,e» 
fout  égaux. 

3".  Les  24  produits  qu'on  peut  former  des  quatre 

Srandeurs  a,i,c,i,  font  égaux.  Car  entre  ces  24  pro 
uks  ,  il  eft  clair  que  les  Gx  où  la  lettre  «  eft  la  premiers 
(ont  égaux  entr'eux ,  puifque  les  i ix  produits  des  trois 
«nandeurs  h,c,à,  étant  égaux ,  il  faut  qps  les  fix  pro- 
aam(\ûvansaxtcd,axbdc,axcid,axcdb,axdic,axdck 
soient  aufïï  égaux  entr'eux.  Par  la  même  raîfon  les  fix 
produits  où  chacune  des  trou  autres  lettres  A,  c,  d,  oc- 
cupe Ja  première  place  font  égaux  entr'eux.  Il  refte  donc 
à  démontrer  qu'il  y  a  an  produit  dans  les  Gx  dont  trop* 
cupe  la  première  place ,  égal  à  un  des  fix  produits  où 
chacune  des  trois  autres  lettres  b.c.i,  eft  la  première; 
ce  qui  fe  prouve  de  la  même  manière  que  dans  la  pre- 
mière partie  ;  il  fuffit  d'expofer  les  égalités  ftuVantes, 
*xfcd=kd*«i  axcid=ciâxaiaxdk=dicxn. 

Il  eft  vifïble  qu'en  fe  fervant  delà  même  méthode. 
on  fera  voir  que  tous  les  produits  qui  viennent  de  la 
multiplication  des  cinq  grandeurs  a,b,c,d,c,  font 
égaux  ;  ainli  de  fuite, 

14.8.  Quoique  l'on  puifle  donner  quel  rang  on  vent 
aux  différentes  lettres  d'un  produit ,  cependant  il  eft 
bon  de  les  écrire  toujours  fuivant  le  rang  qu'elles  ont 
dans  l'Alphabet  :  par  exemple  dans  un  produit  compolé. 
des  trois  lettres  a,b,c,  il  faut  toujours  écrire  dkt 
&  non  pas  bat  ,  ou  eab.  Sic.  La  pratique  de  ce.ttçïei 


i  incomplexet. 

Il  y  a  trois  règles  à  obferver  dans  la  Multiplication 
nel'Algebre  :  la  première  regarde  les  figues  de  plusft 
de  moins  qui  précèdent  les  quantités  qu'il  faut  multi- 
plier l'une  par  1  autre ,  la  féconde  eft  pour  les  coefficient , 
&  la  troifieme  pour  les  lettres  qni  désignent  les  gran- 
deurs. 

149 . 1.  Reglk.  Lorfque  le  multiplicande  &  le  mul- 
tiplicateur ont  le  %ne-H,on  doit  mettre -h  au  pro- 
duit. Lorfque  l'un  aie  ligne-*-,  &  l'autre  le  figne  —  , 
ilÉtut  mettre— au  produit.  Enfin  lorfque  le  multipli- 
cande &  le  multiplicateur  ont  tous  les  deux  le  figne  — , 
il  faut  mettre -f- au  produit.  Voici  des  exemples  pour* 
ces  trois  cas.  Premier  cas.  -t-  &  multiplié  par  -+-b  donne 
4-  ai.  Second  cas.-j-a  multiplié  par—  *  donne  —  ab  ; 
&  de  même— a  multiplié  par-t-4  donne — ab.  Troifie- 
me cas.  Enfin  — a  multiplié  par  —  b  donne  ■+.  ab.  Nous 
vous  fcrvirons  dans  la  fuite  du  figne  de  la  multiplica- 
tion ,  afin  d'abréger  ;  ainfi  au  lieu  d'écrire  —  a  multi- 
plié par  —  b  donne-H<i*  ,  nous  mettrons  — a  x  —  b 
donne  -+.  ab  ;  ou  bien  —  a  x  —  *  e=  -h  ab.  Pareille- 
ment, au  lieu  d'écrire  -+-  «  multiplié  par—  b  donne 
—  ab,  dous  mettrons  ■+-  *  x  —  b  donne  — ab;  ou  bien 

On  peut  réduire  les  trois  cas  de  cette  règle  à  deux 
feulement ,  en  difant  que  quand  le  multiplicande  &  la 
multiplicateur  ont  des  lignes  femblables  ,  foit  qu'ils 
ijrent  tous  les  deux  -f-  ou  tons  les  deux — ,  on  doit  met- 
tre-t- au  produit  :  mais  au  contraire,  lorfque  ces  lignes  , 
font  différens,  c'eft-à-dire ,  que  l'un  eft  -t-  &  l'autre  — . 
il  faut  mettre  —  au  produit. 

tyo.  II.  Règle.  On  multiplie  les  coefficiens  comme 
ton*  les  autres  nombres  :  mais  il  faut  fe  fouveair  que 


te  quantité.  Voici  des  exemples,  -f.  $a  x  •+■  ai  dom 
-f-  dab az  x  -t-b= —  4^, -f.  j"a  x  ■+-  4c  =  2oac. 

ryr.  III.  Règle.  Four  marquer  que  deux  quantiti 
littérales  ou  algébriques  fout  multipliées  l'une  par  1' 
trë ,  on  écrit  ces  lettres  à  côté  l'une  de  l'autre ,  ou  bie 
on  met  le  ligne  x  entre  deux ,  comme  nous  l'avons  déj 
dit  :  ainfî  le  produit  de  a  par  b  e.1  ab  ,  celui  de  ab  par 
eft  abc ,  et  \ii  As  aa  par  ac  eft  aaac. 

i  ^2.  Lorfqu'une  lettre  eft  écrite  ploGeurs  fois  dan 
un  même  terme  ,  alors  on  peut  ne  l'écrire  qu'une  fois  ,  c 
mettant  à  la  droite  de  cette  lettre  un  chifre  qui  mafqu 
combien  de  fois  elle  doit  être  écrite  :  par  exemple,  a 
lignifie  la  même  rhofe  que  aa  ;  pareillement  a  '  c=aanc 
a'  bl  =  aaabb.  Ce  chifre  que  l'on  met  à  la  droite  d'un 
lettre  pour  marquer  combien  de  fois  elle  doit  être  écrit 
<i-insvun  terme,  eft  appelle  expofznt:  ainfi  dans  lester 
mes  a k ,  *  ' ,  c  *  ,  les  chifres  2  ,  y  ,  &  4.  font  les  expofaitt 
Il  paroit  par  ces  exemples,  que  les  expofans  doivent 
être  un  peu  plus  élevés  que  les  lettres. 

Remarques. 


ryj.  Quand  une  lettre  n'eft  écrite  qu'une  fois,  & 
qu'elle  n'a  pas  d'expofnnt  marqué ,  pour  lors  il  faut  con- 
cevoir que  l'unité  eft  fon  expofant  :  par  exemple,  aa 
a'  ;abi  =  a'  4';  ac  =  a'  e\ 

I  I. 

1  j"4.  Il  y  a  une  grandft  différence  entre  le  coefficient 
&  I'expofant  d'une  lettre  :  ^a ,  par  exemple  ,  eft  fort  dif- 
férent de  al.Pour  s'en  convaincre,  Un  y  aqu'àfuppc- 
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que  a  (îgnifie  4  >  alors  3a  exprimera  trois  fois  4 , 

&~à~  dire ,  1 2 ,  au  lieu  que  a 5  ou  aaa  fera  égal  à  64  ; 

aa  ou  4  x  4  eft  égal  à  1(5  ;  par  conféquent  li  on  mul- 

encore  aa  ou  1 6  par  0=4  »  le  produit  aaa  fera  64. 

III. 

15-5-.  Lorfque  dans  le  multiplicande  &  le  multiplica* 
nr  il  y  a  une  même  lettre  avec  des  expofans  égaux  ou 
légaux ,  pour  lors  on  écrit  une  feule  fois  cette  lettre  au 
luit  avec  la  fomme  des  expofans.  Exemples  ax  x  a  ' 
;  ax  a<  =  a*;a*b+x  as  bxT=za^b6 \^ax  x  Sat$ 

20a*b*.  Voici  la  raifon  de  cette  remarque  ,  a2  =<** 

**  =  aaa.  Or  aaxaaa^aaaaa  ou  a5  ;  donc  ^xû^ 
f1  Cette  raifon  peut  s'appliquer  à  tous  les  autres  ëxern* 

►.  On  voit  encore  par-là,  qu'il  faut  mettte  de  la  dif- 

frence  *  entre  les  coefficiens  &  les  expofans  ,  puifque 

[on  multiplie  toujours  les  coefficiens ,  au  lieu  que  l'on 

je  (ait  qu'ajouter  les  expofans  de  la  même  lettre  qui  fe 

tuvent  au  multiplicande  &  au  multiplicateur. 

La  troifieme  r^gle  ,  qui  eft  celle  des  lettres,  ne  doit 
être  démontrée  ;  d'autant  que  Tune  &  l'autre  manière 

arquée  dans  cette  troifieme  règle  pour  défigner  un  pro- 

ût.eft  entièrement  arbitraire. 

La  féconde  règle  n'a  pas  non  plus  befoin  de  démonf- 
:rarion  :  car  les  coefficiens  étant  des  nombres  ,  il  eft  évi- 
lent  qu'il  faut  les  multiplier  comme  on  fait  les  nom- 
mes: par  exemple  ,  fi  on  veut  multiplier  3  a  par  oh  %  i\ 
û  clair  que  l'on  doit  prendre  deux  fois  3  ,  &  qu'ainfi  il 
îut  mettre  6  au  produit.  Il  n'y  a  donc  que  la  première 
règle  qui  eft  celle  des  fignes,  qui  demande  une .dé- 
ification particulière.  Lorfqu'on  veut  énoncer  cette 
règle ,  on  s'exprime  en  cette  manière  :  plus  par  plus  donne 
)lus ,  plus  par  moins  ou  moins  par  plus  donne  moins  : 
fflfin  moins  par  moins  donne  plus  :  mais  pour  marquer 
trois  cas  par  écrit ,  il  fujfit  de  mettre ,  pour  le  pre- 


ï 


'II*         ABREGi    D'AtGEBRI, 

mier  cas  -t-  x  +  donne  -h  ;  pour  le  fécond  -*.  x "•*  ' 
ou  —  x  -h  donne  —  ;  enfin  pour  le  rroifieme  —  x  — 
donne  -#-. 

156.  Afin  d'entendre  la  démonftratioft  que  nous  li- 
ions donner  pour  la  première  règle ,  il  faut  fçtvoir  que 
Îjuand  le  multiplicateur  a  le  figne  -+- ,  la  multiplication 
e  fait  toujours  par  addition  >  c  eft-à-dire  »  que  1  on  ajou- 
te ou  que  Ton  prend  le  multiplicande  autant  de  fois  qu'il 
eft  marqué  par  le  multiplicateur  :  par  exemple  »  fi  le  mul- 
tiplicande eft  a  &  le  multiplicateur  .+-  b ,  en  multipliant 
a  par  -+-  * ,  on  prend  a  autant  de  fois  qu'il  eft  marqué  par 
&  D'où  il  fuit  au  contraire  que  quand  le  multiplicateur 
a  le  figne  — ,  la  multiplication  fe  fait  par  voie  de  fouf- 
traâion,  c'eft-à-dire,  qu'on  ôte  le  multiplicande  autant 
de  fois  qu'il  eft  marqué  par  le  multiplicateur  ;  ainfi  pour 
multiplier  a  par  —  b ,  il  faut  ôter  a  autant  de  fois  qu'il 
eft  marqué  par  b. 

1  jtf.  B.  Quand  on  dit  qu'on  ajoute  ou  qu'on  ôte  le  j 
multiplicande,  il  ne  faut  pas  entendre  qu'on  l'ajoute 
au  multiplicateur  ou  qu'on  l'en  retranche.  Car  dans  l'Ai* 
gebre  l'addition  fe  fait  en  mettant  la  quantité  qu'on  veut 
ajouter  telle  qu'elle  eft  »  foit  pofitive ,  foit  négative  : 
&  la  fouftraétion  fe  fait  en  mettant  une  quantité  égale» 
mais  oppofée  à  celle  qu'on  veut  retrancher  ;  ce  qui , 
comme  on  voit  ,  ne  fuppofe  pas  qu'on  ajoute  le  mul- 
tiplicande au  multiplicateur ,  ou  qu'on  retranche  l'un 
de  l'autre  :  cela  polé  ,  nous  allons  donner  la  démons- 
tration des  trois  cas. 

T>   4  M  O  N  S  T  R    À  T  I  O  N. 

15*7.  L  Cas.  -h  x  -t-  donne-*-  ;  car  pour  lors  le. 
multiplicateur  a  le  figne  -+-  ;  &  par  conféquent  la  mul- 
tiplication fe  fait  par  addition.  Mais  d'ailleurs  le  multi- 
plicande ayant  aufli  le  figne  -+-  »  c'eft  une  quantité  pofi- 
tive s  ainfi  en  multipliant  plus  par  plus,  on  ajoute  ou 

l'on 
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f on  Prend  plufieurs  fois  une  quantité  pofitive,  fçavoir* 
le  multiplicande  ;  donc  le  produit  eft  une  Comme  de 
grandeurs  poCtives ,  par  confequent  elle  doit  éiïà  pré- 
cédée du  figne  -h  y  donc  -f-x-H  donne  -h 

II.  Cas.  -+.  x  —  où  —  x  -f-  donne  — .  En  premier 
lieu -+. x —  donne — ;  car  puifqjue  le  multiplicateur  a 
lé  figue  —  ,  la  multiplication  ffc  fait  par  voie  de  fouf- 
ttaâion  ;  c'eft-à  dire ,  qu'on  ôte  le  multiplicande  au* 
tant  de  fois  qu'il  eft  marqué  par  le  multiplicateur  ;  par 
cbnféquent  on  doit  changer  le  figne  du  multiplicande 
(IJ7).  Or  le  multiplicande  a  le  figrie-+-  ;  donc  le  pro- 
duit doit  avoir  le  figne—  En  fécond  lieu  —  x  .4*  «ton- 
ne ~.  Car  pour  lors  le  multiplicateur  ayant  le  figne 
■I-,  &  le  multiplicande  le  (igné  — ,  oh  ajouté ,  c*eft-à- 
&e,  qu'on  prend  plufieurs  fois  une  quantité  négati- 
ve» (çavoir ,  le  multiplicande  :  donc  le  produit  eft  Une 
Comme  dé  quantités  négatives  >  &  par  confequent  il 
doit  avoir  le  Ggne  — . 

III.  Cas.  Enfin— x— donne -f-:  car  dans  ce  cas» 
le  multiplicateur  ayant  le  figne  — ,  le  multiplicande  eft 
fou/Irait  autant  de  fois  çju  il  eft  marqué  par  le  multipli- 
cateur ;  par  confequent  il  faut  changer  le  figne  du  mul- 
tiplicande (1^7).  Or  le  multiplicande  .a  le  figne  —  ; 
doac  le  produit  doit  avoir  le  figne .  ■+% 

Pour  entendre  mieux  la  dénîonftratiori  dé  ce  troifîé- 
mecas,  il  faut  faire  attention  à  la  lignification  de  ces 
termes  j  multiplier  moins  par  moins  ;  auxquels  les  Com- 
mençant n'attachent  fouvent  aucune  idée  diftinâe.  Je 
dis  donc  que  ces  mots ,  multiplier  moins  par  moins  figni- 
fient  la  même  chôfe  que   fouftraire  une  dû  plufieurs 

3 nantîtes  négatives.  En  premier  lieu,  il  eft  clair  par  l'arti- 
_  e  iy5,  que  multiplier  par  moins  veut  dire  fouftraire: 
car  pour  lors  le  .multiplicateur ,  que  le  mot  par  défigrie 
toujours ,  a  le  figne  moins.  Or  quand  le  multiplicateur 
a  le  figne  moins  ,  la  multiplication  fe  fait  par  fouftrao 
don.  En  fécond  lieu ,  quand  on  dit  multiplier  moins , 
LPartict  h 
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cela  marque  que  le  muliplicande  eft  une  quantité  néga- 
tive ,  puifqu'il  eft  alors  précédé  du  ligne  — .  Il  paroit 
donc  que  multiplier  moins  par  moins  né  veut  dire  autre 
chofe  que  fouftraire  une  ou  plufieurs  quantités  négati- 
ves.  Or  il  eft  évident  que  pour  fouftraire  des  quantités 
négatives ,  il  faut  changer  le  figne  de  moins  en  celui'  de 
plus.  Par  conféquent  le  réfultat  ou  le  produit  de  h  mub 
tiplic.  de  moins  par  moins  ,  doit  être  précédé  du  figne -K 
D'ailleurs  le  premier  cas  de  cette  détnonftration  ne 
fouffre  aucune  difficulté  :  car  fi  on  a»  par  exemple ,  cinq 
grandeurs  pofîtives ,  &  qu'on  les  multiplie  par  •+-  j  ; 
c'eft à-dire,  qu'on  les  prenne  autant  de  fois  qu'il  éft 
marqué  par  le  multiplicateur  3  ,  il  eft  évident  que  le  pro- 
duit fera  une  fomme  de  grandeurs  pofitives ,  &  par  con- 
féquent ce  produit  doit  être  précédé  du  figne  -K  II  no 
peut  donc  y  avoir  de  difficulté  que  dans  les  deux  der- 
niers cas ,  &  fur-tout  dans  le  troifiéme.  Or  il  eft  facile 
de  faire  voir  que  ces  deux  derniers  cas  fuivent  du  pre- 
mier.  Je  dis  d'abord  que  fi  ■+-  a  x-f-  b  donne  ■+■  op  ,  il 
faut  que  +  «x-t  donne  —  ab.  Car  le  produit  de-*-  * 
par  —  b  doit  avoir  un  ligne  oppofé  à  celui  de  •+-  a  par 
•*-&.  ôr  le  produit  de-f-  a  p^r-f-fc  donne  le  Cjjgne  ■+■  ; 
donc  le  produit  de  -H  a  par  —  b  doit  avoir  le  figne  — • 
La  même  raifon  fait  aulîi  voir  que  le  produit  de  —  a  par 
H-  b  doit  avoir  le  figne  — .  # 

Ce  fécond  cas  étant  prouvé ,  on  démontre  ainfi  le 
troifiéme ,  en  fe  fervant  du  même  raifonnement.  Le 
produit  de  —  a  par  —  b  doit  avoir  un  figne  différent  de 
celui  de  **-  a  par  —  t.  Or  on  vient  de  raire  voir  que  ce 
dernier  produit  doit  avoir  le  figne— ;  donc  le  premier 
doit  être  précédé  du  figne  -K 

On  peut  donner  plufieurs  autres  démonftrations  de  la 
troifiéme  règle  ;  mais  celles  que  l'on  vient  de  voir  ,  fuffi- 
fent  pour  être  pleinement  convaincu  de  la  vérité  de 
cette  règle.  Il  nous  refte  à  parler  en  peu  de  mots  de  la 
multiplication  des  quantités  complexes ,  qui  ne  fouffre 
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tpcune  difficulté,  après  ce  que  nous  avons  dît  fur  la 
multiplication  des  quantités  inco&plexeh 

DE  LA  MULTIBUCATION  DES  QUANTITÉS 

complexes. 

iy8.  Lorfque  l'on  veut  multiplier  deux  quantité 
complexes  l'une  par  l'autre ,  il  faut  multiplier  le  multi- 
plicande entier  par  chacun  des  termes  du  multiplicateur» 
en  obfervant  les  trois  règles  prefcrites  par  la  multipli- 
cation des  quantités  incomplexes  ;  &  après  qu'on  a 
achevé  ce*  multiplications,  il  faut  ajouter  tous  les  pro- 
duits particuliers  ;  la  (bmme  fera  le  produit  total  de* 
deux  quantités  complexes* 

Exemple     I. 
Si  on  veut  multiplier  a 
—  3&  parac— d,  il  faut     a~$b 
écrire  ces    deux  quanti-     2c  —  d 

tés  ;  enforte  que  le  mul-      '■       « 

tiplicateur  fbit  fous  le  mul-     2  a c  —  "y 
tîplkande  ,   Se  tirer  une  —  ad+sbi 

ligne  au-deflbus  du  mul-     '  ^L  .   .       LJk 

tiplicwur.  Après  cela  il  ««-•»«-  «  +  3** 
faut  multiplier  le  multipli- 
cande a—lb.  i°.  par  zc  ;  le  produit  fera  2ac~-6bc. 
a°.  par  — a;  le  produit  fera  — ai+^bii  enfin  il! 
faut  ajouter  ces  deux  produits  particuliers  ;  la  (bsnme, 
2  ac  —  6  bç  —ad  ^^bd  fera  le  produit  total. 

Exemple    II. 
a^rb  multiplicande. 
a — B  multiplicateur. 

«î  -f*  ab  premier  produit  particulier* 
—  4ft.—  bb  fécond  produit  particulier» 


ax  —  bb  produit  total» 

hij 
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Dans  cet  exemple ,  les  deux  termes  *habôc  —  db  ont 
difparu  en  faifant  la  réduction* 

DE  LA  DIVISION. 

1$$*  Divifer  une  grandeur  par  une  autre ,  c'eft  cher- 
cher combien  de  fois  la  féconde  eft  contenue  dans  la 
première  :  par  exemple  »  divifer  ab  par  a  »  c'eft  cher- 
cher combien  de  fois  a  eft  contenu  dans  ah>  Il  y  a  trois 
chofes  à  diftinguer  dans  la  divifion ,  le  dividende ,  la 
divifeur  &  le  quotient*  Le  dividende  eft  la  grandeur  à 
divifer  ;  le  divifeur  eft  la  grandeur  par  laquelle  on  divi- 
fe  ;  &  le  quotient  eft  celle  qui  marque  combien  de  fois 
le  divifeur  eft  contenu  dans  le  dividende  :  dans  l'exem- 
ple propofé  ab  eft  le  dividende ,  a  eft  le  divifeur ,  &  on 
verra  dans  la  fuite  que  b  eft  le  quotient. 

x  60.  On  peut  donc  définir  la  divifion  une  opération 
par  laquelle  on  cherche  une  grandeur ,  qu'on  appelle 
quotient  ,  qui  marque  combien  de  fois  le  dividende 
contient  le  divifeur.  Si  on  divife  18  par  6  »  on  trouvera 
pour  quotiçpt  2 ,  qui  marque  combien  de  ibis  le  divi- 
dende 1 8  contient  le  divifeur  tf . 

1 6 1 .  Il  fuit  de  cette  définition  que  le  dividende  con- 
tient autant  de  fois  le  divifeur  que  le  quotient  contient 
l'unité.  Dans  l'exemple  qu'on  vient  de  propofer ,  le  di- 
vidende 18  contient  le  divifeur  6  autant  de  fois  quele 
quotient  5  contient  l'unité.  Pareillement  ab  contient 
autant  de  fois  a ,  que  le  quotient  b  contient  l'unité. 

16a.  Pour  marquer  que  l'on  veut  divifer  une  gran- 
deur par  une  autre  ,  on  écrit  le  divifeur  au  deUbus  du 
dividende ,  &  on  tire  une  petite  ligne  entre  deux  :  par 
exemple ,  fi  on  veut  indiquer  la  divifion  de  ab  par  at  on 
écrit  ^f;  &  u  on  veut  énoncer  cette  quantité  ~ ,  on  dit 
ab  divifé  par  a.  Que  fi  la  divifion  peut  fe  faire  >  on  met 
le  figne  a  égalité  à  la  faite  de  la  petite  ligne  qui  fépare 
le  dividende  du  divifeur»  &  ta  écrit  le  quotient  après 
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ce  figne  d'égalité.   Ainfi  b  étant  Je  quotient  de  ai  diviié 
par  * ,   on  écrie  ~?i&   Pareillement  on  écrit  t  =*=  3  » 
pour  marquer  que  3  eft  le  quotient  de  1 8  divifé  par  6. 
163.  Remarquez  que  la  multiplication  &  la  divifion 
(ont  des  opérations  oppofées  ;  enforte  que  l'une  re- 
met les  chofes  au  même  état  o4  elles  étoient  avant 
l'autre  *  par  exemple  »  fi  on  divife  1 8  par  6  ,  oa  trouve- 
ra 3  au  quotient*  &  fi  après  cela  on  vient  à  multiplier  6 
par  3 ,  le  produit  fera  1 8  ,  qui,  eft  le  nombre  qu'on  a  <> 
divifé  par  6.  En  général  on  peut  dire  que  fi  on  multiplie 
le  quotient  par  le  divifeur ,  09  le  divifeur  par  le  quo- 
tient ,  le  produit  eft  égal  au  dividende  1  car  félon  la  no* 
tkm  de  la  divifion ,  le  quotient  marque  combien  de  fois 
le  divifeur  eft  contenu  dans  le  dividende  ;  par  confé* 
queot  en  prenant  le  divifeur  autant  de  fois  qu'il  eft  mair 
que  par  le  quotient ,  l'on  doit  avoir  une  grandeur  égale 
au  dividende ,  ou  plutôt  on  doit  avoir  le  dividende 
même.   Or  ,  prendre  le  divifeur  autant  de  fois  qu'il  eft. 
marqué  par  le  quotient,  c'eft, multiplier  Iç  divifeur  pat 
le  quotient.  Donc  fi  on  multiplie  le  divifeur  par  le  quo* 
cent ,  le  produit  eft  le  dividende,  même»  Cette  remar- 
que fervira  à  entendre  ce  que  nous  dirons  dans  la  fuites 
Il  y  a  deux  fortes  de  divifions  algébriques  ;  fçavoir,» 
celle  des  quantités  iu£0/nptexçs  x  &  celle  des  quantité» 
complexes^ 

Bb£  liA  BIVIS.IO&  DES  QUANTITES 

.  Nous-  avons  dit  qu'il  y  a  trois  règles  à  obfçrver  dan* 
la  çwlpplicatiQii  des  quantités  inçoipplexes.  Il  y  en  a 
de  même  trois  dans  la  divifion ,  qui  fécondent  à.cçllçj 
de  la  multiplication.  La  première  regarde  les  fignes  de 
plus  ou  de  moins  du  dividende  &  du  divifeur.  La  fécon- 
de eft  pou*  les  coefficient  j  &  la  troiûéme  pour  les  Ict* 
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164.  I.  Règle.  Lorfque  le  dividende  &  le  divifeur 
ont  tous  les  deux  le  figne  -*-  ,  on  doit  mettre  ■+-  au 
quotient*  Si  un  des  deux  a  le  figne  —  &  l'autre  H- ,  on 
mettra — au  quotient.  Enfin,  lorfque  le  dividende  <&  le 
divifeur  ont  tous  les  deux  le  figne  —  ,  on  doit  met* 
tre  -H  au  quotient.  9n  peut  réduire  les  trois  cas  de  cette 
règle  à  deux  feulement ,  en  difaot  que  quand  les  fignet 
du  divifeur  &  du  dividende  font  femblables  ,  il  faut 
mettre  -H  au  quotient ,  &  quand  ils  (ont  différera  »  il 
faut  mettre  — .    . 

16$.  II.  Règle.  On  divife  les  coefficiens  comme 
tous  les  autres  membres  ;  mais  il  faut  fe  fouvenir  que 

Îjuand  une  grandeur  n'a  pas  de  coefficient  marqué ,  on 
uppofe  toujours  qu'elle  a  l'unité  pour  coefficient.  Voi- 
ci ces  exemples  d^  cette  féconde  règle  :  fi  on  veut  divi* 
fer  iiab  par  $a%  il  faudra  écrire  4  pour  coefficient  du 
quotient ,  parce  que  3  eft  contenu  quatre  fois  dans  ia» 
•Pareillement  5 ah  divifé  par  a ,  donne  5*  pour  coefficient 
du  quotient ,  parce  que  1  qui  eft  le  coefficient  du  divi- 
feur ,  eft  contenu  cinq  fois  dans  y. 

166.  III.  Règle.  Cette  troifiéme  règle,  qui  eft 
celle  des  lettres ,  confifte  à  effacer  les  lettres  communes 
au  dividende  &  au  divifeur  ;  après  quoi  ,  ce  qui  refte  au 
dividende  eft  le  quotient  de  la  divifion ,  pourvu  que  le 
divifeur  foit  entièrement  effacé  :  par  exemple ,  le  quo- 
tient de  ab  divifé  par  *  eft  fc ,  parce  qu'après  avoir  effacé 
*  ,  qui  eft  une  lettre  commune  au  dividende  &  au  di- 
vifeur ,  il  refte  b  dans  le  dividende.  Pareillement  a  *  b  *  ; 
eu  a&atabb  divifé  par  a  lb  ou  aaab ,  donne  au  quotient 
tab  ,  parce  qu'après  avoi*  effacé  a  '  b  dans  le  dividende  # 
il  refte  aab.  Voici  différens  exemples  où  les  treis  règles 
font  appliquées* 


Livre  premier.  De  la  Division,     up 

I.  — =ax  IL — «-  J*  * 

"*-  I  TA  —  4*4 

—  $oadx  —  28tf4fcî 

m, ==-ja        iv- — =4** 

+  6ax  —ja,*b* 

Remarque  s. 

I. 

i6j.  Si  le  dividende  &  le  divifeur  étaient  une  mêma 
quantité  »  te  quotient  feroit  l'unité.  Exemples. 

i  arb        ~saxb* 

c=z  !•  — ==  i.  — — — =—  i#  La  raifon  de  cette 

«  **b        -4-yaxi* 

remarque  eft  que  le  quotient  exprime  combien  de  fois 
le  divifeur  eft  contenu  dans  le  dividende»  Or  toute 
grandeur  éft  contenue  une  fois  dans  elle-même,  &  pat 
conféquént  l'unité  eft  le  quotient  d'une  quantité  diviféç 
par  èllè-inéme. 

IL 

168.  S'il  refte  encore  quelque  chofe  au  divifeur  après 
avoir  efface  les  lettres  cqmmunes  au  divifeur  &  au  divi- 
dende ,  alors  la  divifion  ne  fe  peut  faire  exactement  :  par 
'  exemple  »  on  ne  peut  faire  la  diviCon  de  a i  b  par  ac  ni 
celle  de  a  vfc4  par  a4  by  parce  que,  après  avoir  effacé  les 
lettres  commîmes  au  divifeur  &  au  dividende  ,  il  refte 
t  au  divifeur  du  premier  exemple  ,  &  a  au  divifeur  du 
fécond.  Dans  ce  cas  on  fe  contente  d'indiquer  la  divifioa 

axb        **&4     ^         ab       i3 

en  cette  manière"   "       &  — -~  ou  bien ,  — —  & en 

ac        a*b  c        a 

effaçant  les  lettres  communes»  Pareillement  fi  le  divir 

hiv 
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dende  &  le  divifeur  n'avoient-  aucune  lettre  cornai 
ne,  on  indiqueroit  la  cjivifion  de  la  même  manière i 
ninC  pour  marquer  la  divifipn  de  a  par  b ,  on  écrit  £ t 

ni, 

itfp.  Quand  il  fe  trouve  une  même  lettre  dans  le  di- 
vidende &  dans  le  divifeur ,  alors  pour  faire  la  divifioq 
on  ôte  l'expofant  du  divifeur  de  Pexpofanc  du  dividende, 

a5  a1 

Exemples,         se  a  *— * = a  K  ...   s?  a '— 1==  a  \ 

a1  * 

.Cette  remarque  qui  fuit  évidemment  de  latroiGém* 
*egleN;  répond  à  une  autre  remarque  que  nous  avons 
faite  fur  la  multiplication  en  pareil  cas  (ij y) ,  &  dans 
laquelle  nous  avons  dit  qu'il  falloit  ajouter  les  çxpofans 
Ue  la  lettre  commune  au  multiplicande  &  au  multipli- 
cateur. 

170.  La  première  règle  (164)  qui  eft  celle  des  fignes; 
eft  fondée  fur  ce  que  le  produit  du  divifeur  par  le  quo- 
tient ,  doit  être  le  même  que  le  dividende.  Or  afin  que 
ce  produit  ne  diffère  pas  du  dividende ,  il  eft  néceflàire 
d'obferver  la  règle  que  nous  avons  propofëe  :  car ,  par 
exemple,  fi  le  dividende  ayant  le  figne-*-,  &  le  divi- 
feur le  figne—,  on  mettoit-*-au  quotiçnt,  ^  eft  évi- 
dent qu'en  multipliant  le  divifeur,  qu'qn  fuppofe  avoir 
le  figne  —  ,  par  le  quotient  qui  auroit  le  ligne  ■+- ,  le 
produit  devroit  avçir  —  ,  parce  que  —  x  4-  donne 
*—  ;  par  conféquent  le  Ggne  du  produit  feroit  différent 
de  celui  du  dividende:  ce  qui  eft  impoffible. 

171.  La  féconde  règle,  qui  eft  celle  des  coefficiens  ^ 
»e  renferme  aucune  difficulté  particulière  :  car  les  coef? 

ciens  étant  des  nombres ,  il  eft  clair  qu'on  doit  opé- 
rer fur  eux,  comme  on  Fait  dans  la  divifion  des  au* 
très  membres,  ' 

172.  La  troifîéme  règle  eft  encore  une  fuite  de  k 
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remarque  que  nous  avons  faite  çn  difapt  que  le  produit 
du  divifeur  par  le  quotient ,  ou  du  quotient  par  le  divi-*» 
feur ,  eft  la  même  grandeur  que  le  dividende  :  car  la 
multiplication  du  quotient  par  le  divifeur,  fe  fait  en  écri- 
vant le  divifeur  à  côté  du  quotient  ;  &  par  cpnféquent , 
afin  que  le  produit  de  cette  multiplication  ne  diffère  pas 
du  dividende ,  il  fyat  qu'ep  foifant  1$  divifion ,  on  ait  ef- 
facé dans  le  dividende  les  lettres  qui  font  auffi  dans  le 
divifeur.  Çn  un  mot  >  dans  la  divifion  on  efface  du  divi- 
dende les  lettres  qui  fe  trouvent  dans  le  divifçur  ;  &  lç 
refte  eft  le  quotient  :  au  contraire  ,  dans  la  multiplica- 
tion du  quotient  par  le  divifeur»  on  remet  dans  le  quo- 
tient les  lettres  du  divifeur  qui  avoient  été  effacées  ;  ainti 
le  produit  de  cette  multiplication  eft  la  même  grandeur 
que  le  dividende  :  par  exemple ,  fi  on  divife  abc  par  bc , 
on  efface  bc  du  dividende  $c ,  &  il  refte  f  pour  quotient  : 
$t  dans  la  multiplication  du  quotient  a  p^  le  divifeur  bc  % 
on  remet  bc  avec  a  ;  &  par  conféqueqt  le  produit  eft  la 
même  grandeur  que  le  dividende. 

PB  LA  DÏFISIQN  DES  QUANTITÉS 

COMPLEXES. 

17$.  Si  le  dividende  eft  complexe  »  &  le.  divifeur 
incomplexe ,  voici  les  opérations  qu'il  faut  faire  afin 
de  pratiquer  la  divifion* 

i°.  Divifer  le  premieç  terme  du  dividende  par  le  di- 
vifeur ,  en  obfervant  les  trois  fegles  preferites  pouç 
la  divifion  dçs  quantités  iqcomplexes  ;  &  enfuite  écri- 
re le  quotient  ?  part. 

2°.  Multiplier  le  divifeur  par  le  terme  qu'on  vient 
d'écrire  au  quotient. 

30.  Souftraire  le  produit  qui  eft  venu  de  la  multipli- 
cation; le  fyuftraire ,  dis- je,  du  dividende  :  ce  quife- 
£}it  en  changeant  les  fignes  du  produit. 

40.  Enfin  ,  faire  la  réduction  des  termes  fembiables 
qui  fê  préfentent  après  la  fouftraâion. 
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Ces  quatre  opérations  doivent  être  appliquées  fur 
les  autres  termes  du  dividende  fucceffiveïrfent.  De  ces 
quarté  opérations,  lés  trois  premières  ont  UeU  dans  te  di- 
vifion  des  nombres  ;  il  n'y  a  que  la  quatrième  qui  (oit 
particulière  à  la  divifion  algébrique. 

EtlMPLI    I. 

Soit  la  quantité  4a *  fc4— 6a%  &*■*•  2atb*i  divifer 
para*1*. 

Ayant  écrit  le  divifeur  à  la  droite  dû  dividende  &  ti- 
re une  ligne  au  deflbus  de  l'un  &  de  l'àu'tre  ;  ayant  aufS 
tiré  une  féconde  ligne  qui  fépare  le  dividende  dû  di- 
vifeur comme  on  le  voit  : 

o  o  ô  Ç2axb 


± 


•4*5*4-*-<fa**x— 2a*  b*    Vaa**'  —  344-H*1 
Ooo 

i°.  Je  divife  le  premier  terme  4*'  b*  du  dividende  par 
le  divifeur  2a1 19  le  quotient  eft  2ê>  V;  j'écris  donc  le 
quotient  2a1  b*  fous  le  divifeur ,  comme  il  paroît  dans 
cet  exemple.  t°.  Je  multiplie  le  divifeur  2<?  b  par  le 
quotient  xaW ,  le  produit  eft  •+■  4a5  fr4.  30.  Je  fouftrais 
ce  produit  du  dividende  >  en  écrivant  —  4a5  b4  fous  le 
terme  femblabte  4a5  b4.  4°.  Enfin  je  fais  la  réduâion  » 
en  efiaçant  les  deux  termes  4a1  £*  -  4a5  (4  qui  fe  détrui- 
fent.  Au-lieu  d'eflacer  les  termes ,  on  a  mis  au- deflbus 
un  zéro ,  pour  la  commodité  de  Timpreffion. 

Je  fais  enfuite  les  quatre  mêmes  opérations  fur  le  fé- 
cond terme— tfa'i1  du  dividende ,  &  après  fur  le  troi- 
fieme-*-  2a1  b\  La  divifion  étant  achevée ,  on  trouvera 
que  le  quotient  entier  fera  2à>  f  '  —  $ab  -f-6*. 

174.  Lorfque  le  divifeur  eft  une  quantité  complexe 
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-bien  que  le  dividende ,  on  fait  les  quatre  mêmes 
f  rations  fur  le  premier  membre  du  dividende;  &  fi 
es  la  réduâion  il  y  a  encore  des  termes  qui  ne  foient 
effacés  dans  le  dividende ,  on  fait  auffi  les  quatre 
[opérations  fur  les  termes  du  dividende  qui  n'ont  pas  ét£ 
cfiàcés  dans  la  réduâion  ,  &  on  continue  de  même  juf- 
qu'à  ce  qu'il  ne  refte  plus  rien  dans  le  dividende ,  £1  cela 
eft  poffible. 

175.  U  faut  remarquer  qu'en  faî&nt  la  première  des 
quatre  opérations  qui  eft  la  divifion ,  on  ne  fe  fert  que 
du  premier  terme  du  divifeur  ;  mais  dans  la  féconde 
opération ,  on  multiplie  tous  les  termes  du  divifeur 
par  celui  qu'on  a  ^cnt  au  quotient  en  faifabt  la  pre- 
mière opération  ;  &  tous  les  fermes  du  produit  doivent 
être  fouftraits  du  dividende.  On  entendra  cela  par  us 
«temple. 

Exemple    I. 

Soit  la  quantité  à> — 5axb-+-$abx — bxi  diviferpar 
f—2ab-*-b\  Après  avoir  difpofé  ces  deux  quantités 
comme  dans  l'exemple  précédent. 


«'• 

-J^i-f 

-$abx— 

-*l 

0 

0 

0 

0 

. 

— —  tf» 

-«-2*il- 

-**» 

' 

0 

O 

0 

mmmma  v  ■■    umu 

1 

0 

0 

*i^- 

-zabx+bx 

O 

0 

0 

2ab+b% 


b 


i#.  Je  divife  d'abord  le  premier  terme  iï  du  dividende 
par  le  premier  terme  ax  du  divifeur ,  &  j'écris  a  au  quo- 
tient. a°.  Je  multiplie  le  divifeur  entier  par  le  quotient  a. 
3  •  Je  fouftrais  du  dividende  le  produit  âl  —  2dtb+- 


i»4*  ÀBKÇGé    d'Algibrk. 

iïfr1  :  ce  qui  fe  fait  en  changeai^  les  {ignés  &  en  e< 
vant  —  a3-*-  ?alfc  —  <zfcx  fous  les  termes  femblables 
du  dividende,  40.  Je  fais  la  réduction  après  laquelle  je 
trouve  que  le  refte  à\\  dividende  eft  —  a  b  ■+■  .2*^ 
— k 

Il  faut  faire  fur  cerefte  les  quatre  mettes  opérations. 
ije  divife  donc  i°.  Iç  premier  terme  —  tfb  par  le  pre- 
mier tetme  a%  du  divifeur  ,  &  j'écris  le  quotient  —  b  à 
la  fuice  du  terme  a  que  j'ai  4e j à  trouvé.  2°»  Je  multiplie 
le  divifeur  entier  par  —  b%  30.  Je  fouftraia  le  produit  en 
changeant  le?  fignes  ,  &  en  écrivant  h-  4*  A  —  2* i* 
-+-  b]  fous  les  termes  femblables.  *  Je  fois  la  réduc-r 
tion ,  après  laquai e  il  ne  me  refte  rien  ;  &  par  confé-r 
quent  la  divifion,  çft  achetée  ,  &  le  quçtient  eft  a — k% 

Exemple    II. 

I2a%- Sab ïy<w+  lobe 

0000    ç %a  —  ib  divifeur* 


^^"^"-"     .  .' ,  'ji  a*  .  «  " 
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En  pratiquant  la  méthode  dont  on  s*eft  fervi  dan» 
l'exemple  précédent ,  on  trouvera  que  le  quotient  eft 

Après  avoir  fait  les  exemples  précédens  une  ou  phi- 
(îeurs  fois ,  il  eft  bon  d'en  faire  quelques  autres ,  que  l'on 
choifira  de  la  manière  fuivante.  Il  faut  prendre  deux 
quantités  algébriques  complexes ,  que  l'on  multipliera 
l'une  par  l'autre  :  &  fi  on  divife  le  produit  de  cette, 
multiplication  par  une  des  grandeurs  que  l'on  a  multi- 
pliées, on  doit  trouver  l'autre  au  quotient. 

176.  Lorfque  l'on  veut  voir  fi  ont  ne  s'eft  pas  trompé 
en  faifant  la  divifion ,  on  multiplie  le  divifeur  entier  pa'f 
le  quotient  entier  }  &  fi  le  produit  de  cette  multiplie^ 
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eft  égale  au  dividende ,  c'eft  une  marque  qu'on  a 
vé  le  véritable  quotient  :  mais  fi  lé  produit  eft  diffé- 
t  du  dividende,  la  divifion  n'a  pas  été  bien  faite.  Cela 
té  prouvé  ailleurs  (83), 

177.  Nous  né  nous  arrêterons  pas  davantage  à  expli- 
er  la  divifion. des  quantités  complexes  d'autant  que 
la  n'eft  pas  tiécéfiaire  pour  entendre  les  Elémens  de 
Géométrie.  Nous  remarquerons  cependant  qu'il  arrive 
fcuvent  qu'on  ne  peut  faire  urie  divifion  fans  refte  :  par 
exemple ,  fi  où  vouloit  divifer  ab  -*-  ac  —  fcx  —  Ac  ■+. 
M  par  à  —  h  y  la  divifion  ne  pourroit  fe  faire  exade- 
fient ,  c'eft-à  dire ,  (ans  refte  ;  dans  ce  cas  on  fe  corA 
tentai  d'écrire  le  divifeur  au-deflbus  du  dividende  eri 

nb  *|*  ac  —  bx  —  bc  -+.  bd 
tttte  maniéré  »  >  m" f  »  ■>  «*  ou  bien  on 

fait  la  divifion  en  pàrtU  *  &  on  écrit  ehfuite  le  divifeufc 
au-  defîbus  du  refte  du  dividende  :  ainfi  dans  l'exeriiple 
propofé,  on  trouve  d'abord  pour  quotient  b+t,  &  il 
refte  <j»  bl  au-deflbus  duquel  il  faut  écrire  le  divifeur, 
Le  quotient  entier  de  cette  divifion-  eft  donc  b  +  * 

bd 
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DES  PUISSANCES  Et  DES  RACINES 

des  Quantités. 

178.  Là  puijjanct  d'une  grandeur  eft  le  produit  de 
texte  grandeur  multipliée  par  l'unité  où  par  elle-mérn* 
■ne  fois ,  deux  fois ,  trois  fois  >  &c.  De  là  viennent  1% 
première ,  la  faconde ,  la  troifieme  &  la  quatrième  paif- 
ûnce,  &c. 

179.  La  premiete  puîjfance  d*une  grandeur  eft  le  pro- 
duit de  cette  grandeur  multipliée  par  l'unité  ;  d'où  il 
fuit  que  la  première  puiflance  aune  quantité  eft  la  quan- 
tité tUe-memc,  parce  que  le  produit  d'une  grandeur  par 
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l'unité  n'eft  pas  différent  de  la  grapdeur  même  ;  ainfi  Ij 
première  puifiance  dç  3  eft  3 ,  celle  de  4  çft  4 ,  celle  44 
ab  eft  *£• 

x  80.  La  féconde  piujpmce  qu'on  appelle  plus  ordinaire 
ment  qwrrç,  eft  le  produit  4'une  grandeur  par  elle-même: 
par  exemple ,  9  eft  lç  quarré  de  3 ,  parce  que  5}  eft  le  pro- 
duit de  3  par  3.  ;6  qft  le  quarré  de  4,  parcs  que  16  eft 
le  produit  de  4  par  4.  qp  ou  a1  eft  le  quarré  de  4  >  parce 
que  g*  eft  le  produit  de  a  par  a. 

1 8 1  •  La  troifieme  puijjance ,  qu'on  appelle  plus  ordi-r 
nairemçnt  enhc,  eft  le  produit  de  la  féconde  puiflancf 
ftiultipliée  m%  h  première*  La  quatrième  puifirçnce  eft 
le  produit  de  la  troifieme  muJtipliéQ  par  la  prtmiçrft  I4 
cinquième  puifiance  eft  Iç  produit  de  la  quatrième  mul- 
tipliée par  la  première»  La  fixieme  eft  le  produit  de  U 
cinquième  multipliée  pac  la  première  :  ainfi  de  fuite» 
Voici  des  exemples.  La  troifiemç  puifiàncç  qii  le  cub* 
de  3  eft  27 ,  produit  de  la  fçconde  puifiance  9  par  11 
première  3.  La  quatrième  puifiance  de  3  eft  8 1  produit 
de  27  par  3 .  La  cinquième  puifiance  de  3  eft  243 ,  pro- 
duit d©  8  j  par  3.  De  même  la  troifieme  puiflançe  ou  II 
cube  de  4  eft  64 ,  produit  de  la  féconde  puiflançe  16 
par  la  première  4.  La  quatrième  puifiance  de  4  eft  2/6* 
produit  de  64  par  4.  La  cinquième  pujfiagce  de  4  eu 
1024,  produit  de  %%6  par  4.  Pareillement  la  troifieme 
puifiance  de  acft^,  produit  de  la  féconde  puifiance  <xS 
par  la  première  a.  La  quatrième  puifiance  de  a  e(ïa\ 
produit  de  a>  par  a.  La  cinquième  puifiance  de  a  eft  a) , 
produit  de  a4  par  4 ,  &c. 

182.  Remarquez  qu'aucune  des  puifiances  de  1  no 
diffère  de  la  première.  Ainfi  le  quarré  1  eft  1 5  le  cuba 
de  I  eft  I  ;  la  quatrième  puifiance  eft  1  ;  ainfi  de  fuite* , 
Cela  vient  de  ce  qu'en  multipliant  1  par  1 ,  le  produit  eft 
toujours  1» 

183.  La  grandeur  qu'il  faut  multiplier  par  l'unité  ou 
par  elle-même^  tfin  d'avoir  le*  différentes  puiflàncç*,  eft 
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appelée  racine  de  ces  puifiaaces  :  par  exemple ,  3  eft  la 
racine  de  9 ,  de  27  &  de  8 1  •  4  eft  la  racine  de  16  &  de 
64.  a  eft  celle  de  a1  >  de  a1,  de  a4,  de  *5,  &c. 

1 84.  Vos  racine  prend  différent  noms  félon  les  puif- 
lances  dont  elle  eft  la  racine.  La  racine  de  la  première 
puiflance  eft  appellée  racine  première.  Celle  de  la  fé- 
conde eft  appellée  racine  féconde ,  &  plus  fouvent  ra- 
cine quarrée.  Celle  de  la  çroifieme  puiflance ,  racine  troi* 
Cerne ,  &  plus  fouvent  racine  cubique.  Celle  de  la  qua- 
trième puiflance  eft  appellée  racine  quatrième  ;  ainfi  de 
fuite.  Exemples.  3  eft  la  racine  première  de  3  ,  la  racine 
féconde  ou  quarrée  de  9 ,  la  racine  troifîeme  ou  cubique 
de  27 ,  la  racine  quatrième  de  8 1  •  Pareillement  a  eft  la 
racine  première  de  a ,  la  racine  quarrée  de  ** ,  la  racine 
cubique  de  a1,  la  racine  quatrième  de  44,  la  cinquième 
de**,  &c. 

1 8  y.  Remarquez  que  la  première  puiflance  &  la  racine 
première  d'une  grandeur  font  la  même  chofe  ;  parce  que 
l'une  &  l'autre  font  la  grandeur  elle-même  :  par  exemple  . 
la  première  puiflance  de  a  eft  a ,  &  la  racine  première  de 
«  eft  auffi  a.  La  première  puiflance  de  4  eft  4 ,  &  la  racine 
première  de  4  eft  aufli  4. 

1 85.  Remarquez  encore  que  lorfqu'il  s'agit  d'un  quarré  ; 
&  qu'on  parte  de  fa  racine ,  il  faut  toujours  entendre  la 
racine  quarrée.  De  même  quand  il  s'agit  d'un  cube  ,  fi  on 
parle  de  ta  racine ,  on  doit  entendre  la  racine  cubique.  Il 
en  eft  de  même  dhes  autres  puiftances. 

187.  Pour  marquer  la  racine  d'une  grandeur  »  on  met 
le  figne  y/  avant  cette  grandeur  ,  &  on  écrit  au-deflus  du 
figne  le  chifre  qui  marque  la  racine  que  l'on  veut  dési- 
gner :  par  exemple ,  y/  a  marque  la  racine  troifîeme  de  a. 

V  àb  marque  la  racine  féconde  ou  quarré  de  ab.  Il  faut 
prendre  garde  que  quand  le  figne  radical  fe  trouve  fans 
chifre  écrit  au-deflus ,  il  exprime  toujours  la  racine  quart 


1 

'k2$  Abrégé  d'algèbre; 

tëc  ;  ainfi  y/  ab  marque  la  racine  quarrée  de  ab*  aufll-bied 

i 

que  \/  ab. 

On  fe  ferc  auffi  du  thème  (igné  pour  défigner  la  racine 
des  quantités  complexes  :  par  exemple  , 

y/  ax-*-2ab+b1  exprime  la  racine  féconde  de  la  quantité 
ax*+2ab+b\  La  ligne  tirée  au-deflus  de  la  quantité ,  mar- 
que que  l'on  veut  défigner  ia  racine  de  la  quantité  entière 
qui  fe  trouve  fous  cette  ligne; 

188.  Quand  on  parle  de  la  racine  quelconque»  troi- 
sième ,  quatrième  >  cinquième  d'une  grandeur ,  il  faut  tou- 

I- ours  concevoir  que  cette  grandeur  eft  une  puiflance  fem- 
>lable  :  par  exemple ,  fi  on  parle  de  la  racine  troifieme  dé 
a  »  il  faut  concevoir  que  a  eft  la  troifieme  puiflance  de  la 
racine  dont  on  parle.  S'il  s'agit  de  la  racine  quarrée  de  obi 
il  faut  regarder  ab  comme  un  quarré* 

189.  Pour  élever  une  grandeur  à  une  puiflance ,  il 
faut  multiplier  cette  grandeur  par  elle-même  autant  de 
fois  moins  une  »  qu'il  y  a  d*unite  dans  '  l'expofant  de  la 
puiflance.  Ainfi  afin  d'élever  une  grandeur  à  la  quatriè- 
me puiflance  /il  faut  multiplier  la  grandeur  par  elle-mê- 
me quatre  fois  moins  une,  c'eft-à-dire,  trois  fois,  par- 
ce que  4  eft  l'expofant  de  la  quatrième  puiflance.  Pa- 
reillement fi  on  veut  élever  une  grandeur  à  la  fîxieme 
puiflance ,  il  faut  la  multiplier  par  elle-même  fix  fois 
moins  une,  c'eft-à-dife,  5  fois*  Exemples.  Pour  élever 
15  à  la  quatrième  puiflance ,  je  multiplie  d'abord  y  par 
lui  même,  c'eft-à-dire,  par  y,  cette  première  multipli- 
cation donne  2 y  qui  eft  la  féconde  puiflance  de  y  ;  je 
multiplie  enfuite  2  y  par  y  ;  cette  fécondé  multiplication 
donne  125*  qui  eft  la  troifieme  puiflance  de  y  ;  enfin  je 
multiplie  1 2y  par  y  ;  cette  ttoifieme  Multiplication  don- 
ne 62 f  qui  eft  la  quatrième  puiflance  de  y.  Pour  élever 
ab  à  la  troifieme  puiflance ,  je  multiplie  d'abord  ab  par 
ab  ;  cette  première  multiplication  donne  *x  b~  qui  eft  la 
féconde  puiflance  de  ab  i  après  quoi  je  multiplie  axbx  par 

ab 
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;  cette  féconde  multiplication  donne  a3  A*  s  ce  der- 
nier produit  eft  la  troifieme  puiflance  de  ab. 

Cette  règle  pour  élever  une  grandeur  à  une  puiflan- 
ce  quelconque  >  eft  fondée  fur  les  définitions  qu'on  a 
données  des  différentes  puiflances  ;  car  fuivant  ces  dé* 
finitions ,  il  paroît  d'abord  que  pour  avoir  la  féconde 
puiflance ,  il  ne  faut  faire  qu'une  multiplication  ,  puis- 
que la  féconde  puiflance  eft  le  produit  d'une  grandeur 
multipliée  par  elle-même,  2°.  Quand  on  a  la  féconde 
puiflance  ,  il  ne  faut  plus  faire  qu'une  multiplication , 
afin  d'avoir  la  troifieme ,  parce  que  la  troifieme  puif- 
lance eft  le  produit  cle  la  féconde  par  la  première  ;  par 
conféquent  il  ne  faut  faire  en  tout  que  deux  multiplica* 
tions  pour  avoir  la  troifieme  puiflance.  On  prouvera  de 
même  que  pour  la  quatrième  puiflance ,  il  ne  faut  que 
trois  multiplications  ,  parce  que  la  troifieme  puiflance 
étant  une  fois  trouvée ,  il  ne  faut  plus  qu'une  multipli- 
cation ,  afin  d'avoir  la  quatrième  »  &  ainfi  de  fuite. 

190.  La  règle  qu'on  vient  de  donner  eft  commune 
aux  quantités  incomplexes ,  &  à  celles  qui  font  com- 
plexes: par  exemple,  fi  on  cherche  les  différentes  puif- 
fences  de  arhb  f  on  trouvera  après  les  réductions  faites 
que  la  féconde  puiflance  eft  a%  -+.  ïab-+-b%  ;  que  la  troi- 
fieme puiflance  eft  a* +  $axb-{-3abl +.bl  1  que  la 
quatrième  eft  a4  -4-  4**  b  -f-  6a%b 1 4-  qab  '  4-  b  4. 

ijty.  Il  faut  bien  prendre  garde  quels  font  les  pro- 
duits qui  entrent  dans  la  compofition  du  quarré  d'une 
quantité  complexe  :  nous  allons  en  faire  l'énumération  : 
lequarTe  d'une  quantité  complexe  renferme  donc ,  i## 
celui  du  premier  terme.  2°.  Le  quarré  des  deux  pre- 
miers tenues  contient  de  plus  le  double  du  premier  mul- 
tiplié par  le  fécond ,  avec  le  quarré  du  fécond.  3*.  Le 
quarré  des  trois  premiers  termes  contient  de  plus  les 
produits  fuivans  ;  f  ça  voir ,  le  double  des  deux  premiers 
multiplié  par  le  troifieme  avec  le  quarré  du  troifieme.  40. 
Le  quarré  des  quatre  premiers  termes  contient  encore  de 
h  Partie.  i 
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{>lus  le  double  des  quatre  premiers  termes  multiplie  pat 
e  quatrième  avec  le  cfuarré  du  quatrième.  y°.  Le  quarré 
des  cinq  premiers  termes  contient  encore  de  plus  le 
double  des  quatre  premiers  multiplié  par  le  cinquième 
avec  le  quarré  du  cinquième ,  ainfi  de  fuite  :  foit  >  par 
exemple  %  la  quantité  complexe  c+d+f+g  +  h* 
on  trouvera  que  le  quarré  de  cette  quantité  eft  cv  +  zcd 
4  d*  $  h-  2cf  +  2df  +  ffi  +  3cg  *-  2dg  **-  2fg 
^.g*  ;  +.  ack-H  zdh+  2)h  +  2gh  +  fc\  Or  cequar- 
ré  renferme  tous  les  produits  que  nous  Venpns  de  mar- 
quer :  car  c*  eft  celui  qui  eft  indiqué  dans  le  premier  ar- 
ticle ;  *+-  2cd  *t-  dd  ,  font  les  produits  marqués  dans  le 
fécond  article  ;  2cf+  2df-t-f-  fout  ceux  qitf  font  énon- 
cés dans  le  troifierae  article  i  *cg  +.  zdg  -h  zfg  4-  g*  > 
font  marqués  dans  le  quatrième  :  enfin  tous  les  autres 
produits  qui  retient  font  çnoncés  dans  le  cinquième  ar- 
ticle. ~    N 

ip  j\  Les  quarrés  de  toutes  les  quantités  complexe*  > 
peuvent  être  repréfentés  para1  *  2ab  •*-  bx  qui  eft  le 
quarré  de  â  + 1*  S'il  s'agit  9  par  exemple  ,  du  quarré 
de  c  -h  d ,  il  pourra  être  représenté  par  a l  -+.  2ab+  bx , 
pourvu  que  l'on  conçoive  que  a  eft  égal  à  c  »  &  que 
b  eft  égal  à  d.  Le  même  quar*é  pourra  repréfeoter  celui 
de  c  +  d-hf,{i  on  conçoit  a  égal  àc  »t»  4,  &&  égU. 
à/.  Par  la  même  raifon  le  quarré  de  a  -*-.  Jj  rjepcéfenttrfr 
celui  de  c  +  d  -4-/ -h  g  *  fi  on  fttppofe  4  égal  i  *+  a 
%4- jf  t  &  fc  égal  à  g*  En  général  »  le  quarré  de  a  ■+>  i  re- 
préfentera  celui  de  toutes  fortes  de  quantités. complexes* 
pourvu  que  l'on  fuppofe  a  égal  à  tous  les  termes  de  cette 
quantité ,  excepté  le  dernier ,  &  b  égal  à  ce  dernier  terme. 
Ainfi  a*  *+»  2ab  -h  b r  eft  une  formule  de  quarrés,»  e'eft-à- 
dire ,  un  expreflion  générale  qui  peut  défignar  tous  le» 

Suarrés  pbffibles  des  grandeurs  complexes,  même  ceux 
es  nombres  ;  car  les  nombres  marqués  par  plufieur* 
chifres  peuvent  être  confédérés  comme  des  quantités, 
complexes;. par  exemple,  £463  eft  égal*  jqqq+±qo+ 


LlVRI  FREMIEtt.  DfiS  PUISS.  IT  DES  RAC.        IJT 

£0+3  >  &  par  conféquent  c'eft  une  quantité  complexe 
de  quatre  termes. 

196.  L'opération  par  laquelle  on  élevé  une  quantité  à 
quelque  puiflance,  eft  appellée  formation  des  puiffances  .• 
après  en  avoir  donné  la  règle  ,  nous  allons  parler  d'une 
autre  opération  compofée  ,  qu'on  appelle  réfolution  des 
puiffances,  &  plus  (bavent,  extraBion  des  racines .•  elle 
confïfte  à  chercher  la  racine  d'une  quantité  propofée  : 
par  exemple  >  fi  ayant  le  nombre  100 ,  j'en  tire  la  racine 

Î narrée  qui  eft  10  ,  cela  s'appelle  extraire  la  racine 
e  100.  On  peur  faire  l'extraâion  de  la  racine  féconde* 
troiGeme,  quatrième»  cinquième,  &c.  tant  fur  les  nom- 
bres que  fur  tes  quantités  littérales.  Nous  ne  parlerons 
ici  que  de  l'extraâion  de  la  racine  quarrée ,  parce  qu'elle 
eft  la  feule  dont  nous  aurons  befoin  dans  la  fuite. 

DE  L'EXTRACTION  DE  LA  RACINE 

quarrée  des  nombres. 

15)7,  Afin  de  tirer  la  racine  quarrée  d'un  nombre ,  il 
faut  d'abord  partager  ce  nombre  en  tranches ,  en  com- 
mençant vers  la  droite  ;  enforte  que  chaque  tranche 
contienne  deux  chifres ,  excepté  la  première  à  gauche 
qui  peut  n'en  contenir  qu'un  ieul  :  ce  partage  en  tran- 
ches fe&h  en  écrivant  une  virgule  entre  deux  :  par  exem- 

te ,  fi  on  voutoit  extraire  la  racine  quarrée  de  ce  nom- 

re  ^4123786,  il  faudtoit  tirer  une  virgule  entre  8  Se 
7 ,  une  autre  entre  3  &  2  ,  &  une  troifïeme  entre  1  &  4 
en  cette  manière ,  y 4-,  1 2  ,  yj  f  86.  Il  paroît  aflez  que 
fi  le  nombre  des  chifres  eft  impair ,  la  première  tranche 
à  la  gauche  ne  contiendra  qu'un  feul  caraétere  :  ainfi  fi  le 
nombre  propofé  étoit  4123786 ,  la  première  tranche  à 
la  gauche  ne  contiendrait  que  4  ,  la  féconde  12,  la  troi- 
Sme  37 .  la  quatrième  86. 
Pour  tirer  la  racine  quarrée ,  nous  nous  fervirons  de 

1  formule  a  * —p.  2db  -h  bx  qui  eft  le  quarré  de  a  +  b; 

afm  que  l'en  entende  comment  elle  peut  fervir  pouc 

iij 


t 
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faire  l'extraâion  de  la  racine  quarrée ,  nous  mettrons 

ici  les  Remarques  fuivantes* 

t 

189.  La  lettre  a  de  la  formule  défigne  pour  chaque 
tranche  qui  fuie  la  première ,  le  chifre  ou  les  chifres  de* 
la  racine  que  l'on  a  déjà  trouvés  ,  &  la  lettre  b  repréfen- 
te  celui  que  Ton  cherche.  Àinfî  quand  on  opefe  fur  la 
féconde  tranche ,  a  défigne  le  premier  chifre  de  la  raci- 
ne ,  lequel. vient  de  la  première  tranche,  &  b  repréfente 
le  fécond  que  l'on  cherche.  Si  on  opère  fur  la  troifieme 
tranche  ,  a  marque  les  deux  premiers  chifres  de  la  raci- 
ne que  l'on  a  déjà  trouvés  »  &  b  exprime  le  troifieme.  Si 
on  opère  fur  la  quatrième  tranche  »  a  repréfente  les  trois 
premiers  chifres  de  la  racine  déjà  trouvés ,  &  b  défigne 
le  quatrième  que  l'on  cherche ,  ainfi  de  fuite. 

I  I. 

199.  Comme  l'extraâion  de  la  racine  fe  fait  par  la 
îdivifion  »  il  y  a  un  nombre  qui  doit  fervir  de  divifeur  : 
mais  il  n'eft  pas  le  même  pour  toutes  les  tranches.  Il  eft 
toujours  déligné  par  la ,  qui  eft  la  première  partie  de 
nab ,  fécond  terme  de  la  formule.  Or  2a  lignifié  le  dou- 
ble des  chifres  qu'on  a  déjà  trouvés  à  la  racine* 

lit 

220.  Le  premier  terme  a  *  de  la  formule  ne  fert  que 
pour  la  première  tranche  ,.&  marque  qu'il  faut  fouftrairc 
de  cette  tranche  le  quarré  du  premier  chifre  de  la  raci- 
ne. Les  deux  autres  20b  h-  bx  fervept  pour  chacune  des 
autres  tranches  ,  &  font  connoître  qu'il  faut  fouftrairc 
de  chacune  deux  produits  qui  font  pour  la  féconde  tran- 
che >lt  double  du  premier  chifre  de  la  racine  multiplié 
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par  le  fécond  ;  plus  le  quarré  de  ce  fécond  chîfre.  Pour 
la  troisième  tranche ,  ces  deux  produits  font  le  double  des 
deux  premiers  chifre?  de  la  racine  multiplié  par  le  troi- 
sième ,  plus  le  quarré  de  ce  troifieme.  Pour  la  quatrième 
tranche  >  les  deux  produits  font  le  double  des  trois  pre- 
miers termes  de  la  racine  multiplié  par  le  quatrième  » 
plus  le  quarré  de  ce  quatrième,  Ainfi  de  fuite ,  comme  il 
eft  marqué  dans  l'art.  4^4*  Revenons  présentement  à  la 
pratique. 

Après  avoir  partagé  lç  pombre  en  tranches  de  devuç 
çhifres  chacune»  on  peut  tirer  une  ligne  au-deflaus  & 
la  coupçr  par  un  crochet ,  comme  dans  la  divifion.  Ces 
préparations  étant  fôitçs  ,  on  doit  opérée  fur  la  première 
tranche. 

201, 1}  faut  i°,  chercher  U  plus  grand  quarré  contenu 
dans  la  première  tranche  à  gauche  ;  il  ne  peut  être  plus 
grand  que  celui  de  9 ,  parce  que  le  quarré  de  iqo  contient 
trois  çhifres.  2°.  Prendre  ta  racine  de  ce  quarré ,  &  l'é- 
crirç  à  la  droite  àsi  npmbre  propofé.  3%  Sauftraire  de  la 
première  tranche  le  plus  grand  quarré  qui  y  eft  contenu 
&  écrire  le  çefte  au-deflbus.  Le  quarré  qu'il  faut  ôter  de 
(a  première  tranche  eft  défigné  par  a1 4e  la  formule* 

Soit,  par  exemple  ,1e  nombre    ^  u     .- 

20925*4.  dpnt  Q.n  cherche  la  ra-         * y    *'**}J® 
cine  quarrée.  Après  l'avoir  par-  ~x ,     \  8-.^ 

cagée  en  tratichês,  i°.  je  cher-  * 

çhe  quel  eft  le  plus  grand  quarré. 
contenu  dans  20 ,  qui  eft  la  pre-  4*j 

miere  trançhç  à  gauchç  r  c'eft  $- 

6*  2°m  J'en  prend?  la  racine  4  ». 
*  je  l'éeris  à  la  droite  du  nombre  propofé.  30:  Je  foui- 
rais le  quarré  16 de  la  première  tranche,  &  j'écris  Iç 
efte  4  ^j-defTouSi  Ces  troi?  opérations  étant  faites.»  il 

iiij 
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la  racine  quarrée.  40.  Après  avoir  trouve  le  chifre  qu'on 
doit  mettre  à  la  racine ,  il  faut  faire  la  fouftra&ion.  On 
opère  encore  de  lamçmç  manière  fur  chacune  des  cran* 
cnes  fuivantes* 

Dans  l'exemple  prqpofé  j'ab- 
baifle  la  troifieme  tranche  à  cô-     20 ,  42 ,  ^ 
té  de  67  ,  refté  de  la  fouftrac-     — — — — 
tion précédente,  il  vient  675*4:  49a      \  S=sta 

après  cela ,  1  °.  je  mets  un  point  "         ^  90=  2.  a 

fous  y ,  pour  marquer  que  67  7  425* 

eft  le  dividende.  2Q~.  Je  prends.     -— 
pour  divifeur  le  double  de  ce  ^75*4 

2ui,eft  déjà  à  la  racine ,  c'eft-à- 
ire ,  le  double  de  4  y  >  &  j'écris  £349 

le  fécond  divifeur  90  fous  le    — — — 
premier.  30.  Je  dîvife  le  divi-  4°^ 

oende  67ypar  90 ,  &  je  trouve 

que  le  7  eu  bon  félon  la  divifion ,  parce  que  630 ,  pro- 
duit du  divifeur  90  par  7  eft  moindre  que  67 y  :  enfiiite 
pour  voir  s'il  eft  bon  félon  l'épreuve  de  l'extraâion  de 
la  racine,  j'ajoute  le  quarré  du  7  au  produit  530,  de  la 
.manière  qui  a  été  expliquée  (  20 f  ) ,  &  je  trouve  la  fom- 
me  6349  qui  eft  moi^re  que  675*4  ;  ainfi  le  7  eft  bon , 
je  le  mets  donc  à  la  râHb.  4°.  Enfin  je  retranche  6349 
,  de  67 J4 ,  il  refte  405*.  Comme  il  n'y  a  plus  de  tranches 
à  abaiCTer,  l'opération  eft  finie. 

208.  On  qiftingue  différens  membres  dans  l'extrac- 
tion de  la  racine  comme  dans  la  divifion  ;  le  premier 
membre  eft  la  première  tranche  ;  le  fécond  membre  eft 
la  féconde  tranche  jointe  au  refte  de  la  première  four- 
milion ;  le  troifieme  membre  eft  la  troifieme  jointe  au 
refte  de  la  féconde  fouftraâion  ;  ainfi  de  fuite.  Dans  no- 
tre exemple  ,  2  o  eft  le  premier  membre  ,  492  cft  le  fé- 
cond ,  6754  eft  le  troifieme. 

S'il  n'y  avoit  point  de  refte  après  «rie .  fquftraétion  » 
alors  la  tranche  fuivançe  feroit  feule  le  membre  fur  le» 
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quel  il  faudrait  opérer  :  cela  paroîtra  dans  le  troisième 
exemple ,  où  la  féconde  tranche  feule  eft  le  fécond  mem- 
bre. 

20p.  Remarquez  qu'en  cherchant  les  chifres  de  la  rar 
cine ,  on  peut  également  fe  tromper ,  ou  en  prenant  un 
chifre  trop  grand ,  ou  en  prenant  un  çhifre  trop  petit.  On 
évite  la  première  erreur  ,  en  s'afTurant  que  la  fomuie  du 
produit  ou  divifeur ,  par  le  chifre  éprouvé  &  du  quarre 
I    de  ce  chifre  ,  peut  être  retranchée  du  membre  fur  lequel 
on  opère  :  mais  pour  éviter  la  féconde  erreur ,  il  ne  fufc 
'    fit  pas  que  la  fouftraflion  dont  on  vient  de  parler,  fe 
I    puifle  faire  :  ainfî ,  fi  on  a  voit  mis  4.  ou  3  à  la  racine  à 
I    la  place  du  y  pour  le  fécond  membre  de  l'exemple  pré- 
>    cèdent ,  on  auroit  fait  une  faute  >  quoiqu'on  ait  pu  taire, 
alors  la  fouftraâion  marquée  dans  l'article  206. 
Afin  donc  que  l'on  foit  afliiré  que  le  chifre  éprouvé 
!    n'eft  par  trop  petit ,  il  faut  éprouver  d'abord  le  chifre  que; 
Ton  a  trouvé  bon  par  l'épreuve  de  la  divifion  ,  &  fi  ce. 
chifre  eft  trop  grand ,  il  faut  le  diminuer  d'une  unité  s  & 
recommencer  l'épreuve  propre  à  l'extraétion  de  la  raci- 
ne ;  que  fi  ce  dernier  chifre  n'eft  pas  encore  bon ,  il 
faut  le  diminuer  d'une  unité ,  &  pourfuivre  la  même 
pratique  ,  jufqu'à  ce  que  la  fouftraâion  marquée  par 
l'article  206  puiffe  fe  faire  ;  en  obfervant  de  ne  dimi- 
nuer à  chaque  fois  le  chifre  éprouvé ,  que  d'une  unité 
feulement ,  lorfqu'on  veut  faire  une  dfcuvelle  épreuve. 
210.  Remarquez  encore  que  file  divifeur  étoit  plus 
1     grand  que  le  dividende ,  ou  bien  fi  aucun  des  chifres 
pofitifs  ne  fe  trouvoit  bon  en  faifant  l'épreuve  de  l'ex- 
tra&ion  de  la  racine,  pour  lors  il  faudroit  mettre  zéro 
à  la  racine  ;  auquel  cas  il  n'y  auroit  plus  rien  à  faire  fur 
le  membre  fur  lequel  on  opère  :  c'eft  pourquoi  il  faudroit 
;    abaifler  la  tranche  fuivante ,  pour  avoir  un  nouveau 
i    membre  fur  lequel  on  opéreroit  à  l'ordinairç* 

Exemple    IL 
Soit  le  nomhre  3 1406857,  dont  \\  faut  extraire  lt\ 
racine  quarree. 
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Je  le  parcage  d'abord  en  tranches ,  eo  commençant 
vers  la  droite  ;  enfuite  après  avoir  tiré  une  ligne  au- 
deflbus  &  une  à  la  droite ,  f opère  fur  la  première  tran* 
çhe  de  la  manière  fuivante. 

Premier  Membre. 

Je  cherche  le  plus  grand    3 1 ,  40  »  68 ,  J7  Ç  y 

quarré  contenu  dans  3 1  qui     1    - 

eft  la  première  tranche  :       640  j  10=^2* 

c^eft  2f.  20.  Je  prends  la  ra-  ^ 

cine  de  ce  quarré ,  &  je  l'écris  à  la  droite  du  nombre 
propofé.  30.  Je  fouftrais  le  quarré  2j  de  la  première 

tranche  »  &  il  refte  6  ;  enfuite  je  paflTe  au  fécond  mem- 
bre. 

Second  Membre. 

Ayant  abaiffé  la  féconde  tranche  à  côté  du  refte  6 . 
je  trouve  640  pour  le  fécond  membre ,  fur  lequel  j'appli- 
que les  quatre  règles  prefcrites*  i°.  Je  met$  un  point 
fous  le  4  pour  marquer  qqe  le  dividende  eft  54.  20.  Je 
prends  pour  divifeur  le  double  du  chifre.qui  eft  à  la  ra- 
cine, 39.  je  divife  64  par  le  divifeur  1  o ,  &  je  trouve  que 
le  6  eft  bon  félon  l'épreuve  deladivifion  &  celle  de 
1  extraction  de  la  racine  quarrée. 

Je  fois  cette  dfciiere 
épreuve  en  multipliant    3 1  ,  40 ,  68  ,  57  f  5*604 

le  divifeur  10  par  6 ,  &  1   * — 

en  ajoutant  au  produit      ^4°  >  io=2a 

€0  le  quarrede6.com-      *1$  (.  1 

me  il  eft  marqué  dan*     — *— IXZO    2* 

l'article  205*  :  je  trouve  4  6  8  f  7 

que  la  fomme  eft  63  6  ,  •       • 

laquelle  peut  être  ôtée  448x4» 

du  membre  640  ;  je     ■  uiuu.u  .     1    ....■ 
inetsdonç6fclaracinçt  a  q  4  i 
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y.  Eofinjc  tranche  63  6  de  640  &  le  refte tjft  4.  Après 
Ida  je  pafle  au  troifîepie  membre. 

Troifîeme  Membre, 

« 
Ayant  abaiffe  la  troifîeme  tranche  68  à  cAté  du  ref- 
4,  je  trouve  468  pour  le  troifîeme  membre  fur  le* 
lue!  j'opère  ainfi  :  i°.  Je  mets  un  point  fous  le  premier 
ïnfre  5  de  la  troifîeme  tranche  ,  pour  marquer  que  46 
eft  le  dividende,  20.  Je  prends  112  pour  divifeur ,  c'eft 
le  double  du  nombre  y  6  que  l'on  a  déjà  trouvé  à  la  raci- 
ne, &  f  écris  ce  fécond  divifeur  au-deflbus  du  premier. 
3*.  Je  divife  46  par  112;  mais  comme  le  divifeur  eft 
pins  grand  que  le  dividende  -,  je  mets  o  à  la  racine  ; 
ainfi  il  n'y  a  plus  rien  à  faire  fur  ce  membre ,  c'eft  pour- 
qooi  je  pafle  au  fuivant. 

Quatrième  Membre, 

Ayant  abaiffé  la  quatrième  tranche  57  à  cAté  du  ref- 
^468,  je  trouve  468/7  pour  quatrième  membre  .fui 
lequel  j'applique  les  quatre  règles.  i°.  Je  mets  un  point 
fous  le  premier  chifre  $  de  la  tranche  abaiflee  ,  pour 
marquer  que  le  dividende  eft  46  8  y.  20.  Je  prends  pour 
divifeur  1 1 20  5  c'eft  le  double  du  nombre  c6o  qui  eft 
déjà  à  la  racine ,  &  j'écris  ce  troifîeme  divifeur  fous  le 
fécond.  30.  Je  divife  4685  par  1 120 ,  le  quotient  eft  4  ; 
*  ayant  multiplié  le  divifeur  1 1 20  par  4 ,  je  trouve  le 
produit  4480  moindre  que  le  dividende  ;  ainfi  le  4  eft 
'  bon  félon  la  divifion  :  je  fais  enfuite  l'épreuve  de  1  ex- 
ftaâion  »  en  ajoutant  lé  quarré  du  4  au  produit  4480 , 
&  je  trouve  que  la  fomme  44816  eft  moindre  que  le 
quatrième  membre  2  c'eft  pourquoi  j'écris  le  4  à  la  ra- 
cine. 40.  Je  fbuftrais  la  fomme  44816  de  46857 ,  1^ 
*fte  eft  2941 ,  &  l'opération  çft  açhçvée. 
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Exemple    III. 

Soit  encore  le  nombre    9 ,  04 , 8  y ,  j6  Ç  3008 
5048  f*j6  dont  oq  veut  tirer 1 


la  racine  quarrée.  Il  fyutdV        04,8^,76^  6~  2  a 
bord  le  partager  en  4  tran-         •      .      .    v.  60=2* 
ches  en  commençant  vers  la  4  80   64.    600=: 

droite  :  la  premierene  coq-      ■ 
tiendra  qu'un  feul  caraâere ,  512 

fçavoir  p.  On  opérera  ensui- 
te fur  ce  nombre  >  comme  on  a  fait  fur  les  autres ,  & 
trouvera ,  i°.  que  le  premier  chifre  de  la  racine  eft  3.  2* 
que  le  fécond  chifre  de  la  racine  eft  p  »  parce  que  le  divi« 
leur  6  eft  plus  grand  que  le  diyid.  du  fécond  membre 
ce  fécond  membre  eft  la  féconde  tranche  04,  &  le  divi- 
dende eft  o.  30.  Que  le  troifieme  chifre  de  la  racine  ef 
encore  zéro  »  parce  que  le  diy^feur  60  eft  plus  grand  qu< 
le  dividende  du  troifieme  membre  :  ce  troifieme  mem-1 
bre  eft  48  s* ,  &c  le  dividende  eft  48. 40.  Que  le  quatrie-J 
me  chifre  de  là  racine  eft  8. ,  à  caufe  qu'en  opérant  àl 
l'ordinaire  fur  le  dernier  membre  485*76  &  fur  le  divin] 
den.de  4857  „  on  trouve  que  le  8  eft  bon, 

210  B  On  peut  abréger  un  peu  cette  méthode  en  fup- 
pofant  l'addirion  du  quarré  du  chifre  éprouvé  avec  le 
prodi^it  du  divifeur  par  le  chifre  éprouvé.  P our  cela  il  faut 
écrire  ce  chifre  à  la  fuite  du  divifeur ,  &  multiplier  pat 
le  même  chifre  le  divifeur  ainli  augmenté ,  le  produit 
fera  égal  à  la  fomme  qu'on  auroit  trouvée  par  l'addition 
preferite  dans  l'article  20^.  Nous  allons  faire  l'applica- 
tion, de  cet  abrégé  au  fécond  exemple  :  le  divifeur  pour 
le  fécond  membre  eft  10 ,  Se  le  chifre  éprouvé  eft  6  > 
f  écris  donc  6  à  la  fuite  de  10  ce  qui  donne  1 06  ;  en  fuite. 
je  multiplie  106  par  6 ,  &  je  trouve  le  produit  636  qui 
peut  être  ôté  du  fécond  membre  640  ;  d'où  je  conclus, 
eue  le  6  eft  bon.  Quant  au  troiOeme  membre  »  le  divifeui; 


I 
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I2cft  plus  grand  que  le  dividende  46  ;  ainfî  H  faut 
etcre  un  zéro  à  la  racine ,  &  il  n'y  à  ni  multiplication 
|ni  fouftraôion  à  faire.  Enfin  pour  le  quatrième  mem- 
bre, le  divifeur  eft  1 1 20 ,  &  le  chifre  éprouvé  eft  4  que 
Récris  à  la  fuite  du  divif.  enftritfe  je  multiplie  par  4  le  di- 
vifeur augmenté  1 1204,  le  produit  eft  4481 6  qui  peut 
Stre  retranché  du  4tne.  membre  4685-7  :  ainfi  le  4 eft  bon.  ' 
Il  eft  vifible  que  le  produit  qu'on  trouve  par-là  eft  nécef 
fairement  égal  à  la  fomme  prefcrite  dans  l'article  204  : 
ainfi  cet  abrégé  ne  change  rien  au  fond  de  la  méthode. 
allé  Pour  faire  la  preuve  de  lextraétion  de  là  racine 
tjuarrée ,  il  faut  chercher  le  quarré  du  nombre  qu'on  à 
trouvé  à  la  racine ,  &  y  ajouter  le  refte  de  la  dernière 
fouftradion.  Ainfi  dans  le  premier  exemple ,  il  faut  éle- 
ver 457  au  î^1^  >  c'eft-à  dir^,  qu'il  faut  multiplier  45*7 
par  lui-même ,  &  enfuite  ajouter  le  refte  40 jr  au  quatre 
.208849  ;  &  comme  la  fomme  eft  égale  au  nombre  pro-* 
pofé  2092  y 4  ;  c'eft  une  marque  que  l'opération  a  été 
tien  faite  ;  mais  fi  la  fomme  n'avoit  poin,t  été  égale  au 
nombre  propofé,  c'aurait  été  une  marque  qu'on  auroit 
fait  quelque  faute  de  calcul  dans  l'extraâioii  de  la  racine. 
Lorsqu'il  n'y  a  point  de  refte  après  la  dernière  fouftrac- 
tion,  il  faut,  afin  que  l'opération  foit  bonne»  que  le 
quarré  du  nombre  qu'on  a  trouvé  à  la  racine  foit  égal  au 
nombre  propofé. 

La  raifon  de  cette  pratiqué  eft  évidente  ;  car  puifqu'on 
cherche  la  racine ,  il  faut ,  fi  l'on  a  bien  opéré ,  que  le 
quarré  du  nombre  qu'on  a  trouvé  à  la  racine  foit  égal 
au  nombre  propofé  >  lorfqu'il  n'y  a  point  de  refte  après 
l'opération  $  mais  s'il  y  a  un  refte ,  il  eft  clair  que  ce  refte, 
ajouté  au  quarré  de  la  racine ,  doit  faire  une  fomme  éga- 
lé au  nombre  propofé. 

.  Afin  qu'on  entende  les  raifons  fur  lefquelles  la  mé-  * 
ibode  de  l'extraftion  de  la  racine  quarrée  eft  fondée  » 
nous  allons  encore  faire  quelques  remarques  fur  la  corn- 
JqGuou  d»  «ju^ré  d'un  nombre. 


ix ^z       Extraction  des  RACiitiJ. 

Remarques.  * 

a  12.  Le  quarté  d'une  quantité  complexe  contient  Jfc 
quarré  du  premier  terme  ;  plus  le  double  du  premi* 
terme  multiplié  par  le  fécond  avec  le  quarré  du  lecond  ; 
plus  le  double  âes  deux  premiers  termes  multiplié  pc| 
le  troifieme  avec  le  quarré  du  troifieme  %  plus  le  douWB 
des  trois  premiers  termes  multiplié  pas  le  quatrième  \ 
avec  le  quarré  du  quatrième  ;  amfi  de  fuite  fi  la  quai* 
tifé  complexe  a  plus  de  quatre  termes  (  194  )•  \ 

II. 

213.  Tout  nombre  an-deflus  de  dix  peut  être  confia 
aéré  comme  une  quantité  complexe  compofée  d'autant 
de  termes  qu'il  y  de  caraâeres  dans  le  nombre  ;  pac 
exemple ,  765*4  eft  une  quantité  complexe  de  quatre 
termes  ,  puifque  ce  nombre  eft  égal  à  7000  -+-  <Soo  -+• 
50  h-  4*  p^  conséquent  le  quarré  d'un  nombre  pluà 
grand  que  10  %  contient  les  produits  énoncés  dans  la  xe4 
marque  précédente.  Il  y  en  a  fept  dans  le  quarré  de 
7.65*4  ;  tçavoir ,  le  quarré  de  7  (  on  dit  ici  7  Se  non  pas 
7000  ,  parce,  que  l'on  ne  prend  que  les  chifres  pofirife)  9 
plui  le  double  de  7  multiplié  par  6 ,-  avec  le  quarré  de  6  ; 
plus  le  double  de  76  multiplié  par  y  avec  le  quarré  de 
j»  plus  le  double  de  76  j  multiplié  par  4,  avec  le  quarré 
de  4» 

III. 
»  * 

214.  Si  on  fait  attention  aux  deux  premiers  coroHai- 
rc*  que  nous  avons  déduits  (y8  &  yp)  ,  après  avoir 
parlé  de  la  multiplication  des  nombres  qui  contiennent 
des  zéros  à  la  fin  »  on  verra  que  fi  on  multiplie  un  nom- 
bre ,  par  exemple ,  7654  »  par  lui-même ,  il  y  aura  fix 
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ttlgl  dans  le  quarré  total  après  le  quarré  de  7»  cinq 
sangs  après  le  double  de  7  multiplié  par  6  >  quatre  rang» 
après  le  quarré  de  6 ,  trois  rangs  après  le  double  de  76 
multiplié  par  £  ,  deux  rangs  après  le  quarré  de  y ,  un. 

ttaog  après  le  double  de  76;  multiplié  par  4  :  enfin  le 

■  quarré  de  4  finira  au  dernier  rang» 

Voici  tous  les  produits    49 

placés  dans  les  rangs  qui  84  .  .  .  •  • 

leur  conviennent  :  on  a  36  ...  . 

mis  autant  de  points  à  la  "j6o   .  •  . 

fuite  de  chaque  produit,  aç    •  • 

qu'il  y  a  de  rangs  après  ce  6120     « 

produit.  16 

58|'837i5quarréde7<Sj'4 

21;.  Ilcft  encore  clair  par  les  deux  mêmes  corollai- 
res (  5$  &  yj>  >  que  le  quarré  d'un  nombre  doit  avoir 
autant  de  tranches  que  ce  nombre  contient  de  caraéfceres  ». 
m  plus  ni  moins  :  par  exeUnple,  le  quarré  de  76^4  eori- 
tient  Châtre  tranches^  ;  caf  le  quarré  de  7  doit  avoic 
après  lui  le  double  des  rangs  qui  fe  trouvent  après  qet 
chiffe  dus  le  nombre  7654  »  &  par  confisquent  le  quar- 
ré de  7  doit  avoir  trois  tranches  de  deux  rangs  après  lui  ; 
nais  d'ailleurs  le  quarré  de  7  fait  encore  une  tranche  » 
«nfcle quarré  de  765-4  doit  avoir  quatre,  tranches..  Gela 
peut  encore  fe  prouver  de  la  manière  futvante.  i°.  Urç 
nombre  de  quatre  caraâeres  ne  peut  avoir  moins  de 
Çuatse  tranches  à  fon  quarré  ;  car  le  plus  petit  nombre 
4e  quatre  caraâeres  eft  1000.  Or  le  quarré  de  1000  eflf 
^  compote  de  quatre  tranches,  puifque  pour  multiplies 
1000  pat  1000 ,  il  faut  ajouter  les  trois  zéros  du  multi- 
plicateur au  multiplié,  a°.  Un  nombre  de  quatre  carac- 
tères ne  peut  avoir  phis  de  quatre  tranches  à  ion  quarré } 
ear  9999  e^  'e  P^  grand  nombre  de  quatre  caraâeres* 
^W  marré  de  p^y^  ne  peut  avoir  ^ue  quatre  toutes  1 
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car  I OOOO0000 ,  qui  eft  le  quarré  de  ioooo ,  eft  le  pludl 
petit  de  tous  les  nombres  de  cinq  tranches  ,  &  parcon— i 
féquent  le  quarré  de  9£99  >  qui  eft  moindre  que  celui t 
de  10000  »  ne  peut  avoir  que  quatre  tranches.  Donc  un  i 
nombre  de  quatre  caraâeres  ne  peut  avoir  plus  de  qua~  \ 
tre  tranches  à  fon  quarré  :  d'ailleurs  on  vient  de  faire f 
voir  qu'il  n'en  peut  avoir  moins  de  quatre ,  ainfî  un  1 
nombre  de  quatre  chifres  doit  avoir  précifément  quatre  J 
tranches  à  Ton  quarré.  On  prouvera  de  la  même  maniè- 
re que  le  quarré  de  tout  autre  nombre  a  autant  de  tran- 
ches que  le  nombre  a  de  chifres. 

En  parlant  de  là  racine  quarrëe  ,  nous  fuppofons  tou- 
jours que  chaque  tranche  contient  deux  chifres  »  excep- 
té la  première  à  gauche ,  qui  n'en  peut  contenir  qu'un 
feul. 

ai 6.  Il  fuit  de  la  troifîerne  remarque,  que  dans  le 
quarré  total  de  76^4  >  les  difFérens  produits  doivent  fe 
trouver  dans  les  rangs  que  nous  allons  marquer  ;  i°.  le 
quarré  de  7  >  dans  le  dernier  rang  de  la  première  tran- 
che ;  20.  le  double  de  7  multiplié  par  6  au  pretpier  rang 
de  la  féconde  tranche  ;  30.  lç  quarré  de  6  %  au  Hcond 
rang  de  la  même  tranche  ;  40.  le  double  de  76  multiplié 
par  c ,  au  premier  rang  de  la  troifîeme  tranche  ;  y  .  le 
quarré  de  y  ,  au  fécond  rang  de  la  même  tranche  ;  6\  le 
double  de  765*  multiplié  par  4,  au  premier  rang  de  la 
quatrième  tranche;  70.  enfin  le  quarré  de  4,  au  fécond 
rang  de  la  même  tranche. 

217.  Lorfqu'on  dit  que  chacun  de  ces  produits  fe 
trouve  au  premier  ou  au  fécond  rang  de  quelqu'une  des 
tranches ,  cela  doit  toujours  s'étendre  du  dernier  chifre 
de  ces  produits,  comme  ilparoît  parla  manière  dont  les 
produits  du  quarré  de  7654  ont  été  placés  après  la  troi- 
fieme remarque  :  par  exemple  ,  le  premier  produit  49 
n'eft  pas  tout  entier  au  fécond  rang  de  la  première  tran- 
che ,  il  n'y  a  que  le  dernier  chifre  9.  Pareillement ,  il  n'y 
Il  que  le  dernier  chifre  4  du  fécond,  produit  84  qui  ré- 
ponde 
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ponde  au  premier  rang  de  la  féconde  tranche  :  &  mê- 
me quand  on  dît  que  les  derniers  chifres  de  ces  produits 
&  trouvent  en  certains  rangs  ou  y  répondent  ,  on  n'en- 
tend pas  qae  ces  chifres  y  font  en  leur  propre  forme: 
par  exemple  ,  il  n'y  a  point  de  p  au  fécond  rang  de  la 
première  tranche  dans  le  quarré  de  7674.  De  même  il 
n'y  a  point  de  4  au  premier  rang  de  la  féconde  tranche. 
Cela  vient  de  ce  qu'il  fe  trouve  d'autres  chifres  qui  ré- 
pondent aux  mêmes  rangs ,  &  que  dans  l'addition  des 
produits  de  laquelle  ré  fui  te  le  quarré ,  il  faut  ajouter 
enfemble  les  chifres  du  même  rang.  Cela  paroît  par 
l'exemple  de  l'art.  214. 

21 8.  Il  fuit  encore  de  la  troifieme  remarque,  que 
dans  le  ifcnbre  583:8371  tf,  quieft  le  quarré  de  7^4, 
il  7  a  un  rang  de  moins  après  le  quarré  de  6 ,  qu'après  le 
double  de  7  multiplié  par  6  ;  qu'il  y  a  auffi  un  rang  de 
moins  après  le  quarré  de  y ,  qu'après  le  double  de  76 
multiplié  par  $s  &  qu'enfin  il  n'y  a  plus  de  rang  après 
le  quarré  de  4,  au  lieu  qu'il  y  a  encore  un  rang  après  le 
double  de  765*  multiplié  par  4  ;  enforte  qu'il  y  a  tou- 
jours un  rang  de  moins  après  le  quarré  d'un  chifre  » 
qu'après  le  double  des  caraâeres  précédens  9  multiplié 
pv  ce  chifre .  Tout  ce  qu'on  vient  de  dire  convient 
généralement  aux  nombres  qui  furpaflènt  dix. 

Dans  la  démonftration  fuivante  ,  nous  fuppoferon» 
qu'il  n'y  a  plus  de  refte  après  la  dernière  fbuftraâion,  & 
'  nous  appellerons  le  nombre  dont  on  tire  la  racine ,  le 
nombre  propofé ,  &  celui  qu'on  trouve  à  la  racine  fera 
nommé  le  nombre  trouvé.  Il  s'agit  donc  de  prouver  que 
W  nombre  trouvé ,  en  fuivant  les  règles  preferites  >  eft  la 
racine  du  nombre  propofé»  ou.ee  qui  eft  la  mêmecho- 
I  fe*  que  ce  nombre  propofé  eft  le  quarré  de  celui  qu'on  a 
trouvé. 
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ftîp.  Afin  que  le  nombre  propofé  fort  te  quarré  de  ce» 
lui  qu'on  a  trouvé ,  il  fuffic  que  le  premier  contienne 
tous  les  produits  qui  compofent  le  quarré  du  fécond.  Qt 
le  nombre  propofé  contient  tous  les  produits  qui  for* 
ment  le  quarré  du  nombre  trouvé.  Car  ces  produits  font 
(  2 1 2  )  le  quarré  du  premier  chifre ,  plus  le  double  du 
premier  chifre  multiplié  par  le  fécond  avec  le  quarré  du 
fécond,  &c.  Or  en  fuivant  les  règles  de  la  méthode ,  on 
eft  afluré  que  le  nombre  propofé  contient  tous  ces  pro- 
duits ;  puiique  félon  cette  méthode ,  on  retrAche  d'a- 
bord du  premier  membre ,  le  quarré  du  premier  chifre 
du  nombre  trouvé.  2*.  On  retranche  du  fécond  mem- 
bre le  divifeur  ,  c'eft-à-dire  le  double  du  premier  chifre 
multiplié  par  le  fécond  avec  le  quarré  du»fecond.  30.  On 
retranche  du  troifîeme  membre  le  divifeur,  c'eft-à-dire, 
le  double  des  deux  premiers  chifres  multiplié  par  le 
troifîeme  avec  le  quarré  du  troifîeme ,  &c.  Donc  le 
nombre  propofé  contient  tous  les  produits  qui  compo- 
fent le  quarré  du  nombre  trouvé  ;  ainfi  le  premier  -eft 
Je  quarré  du  fécond. 

H  220.  S'il  y  avoit  un  refte  après  la  dernière  fbuftrac* 
tion ,  ce  feroit  une  marque  que  le  nombre  propofé  ne 
feroit  pas  un  quarré  parfait  ;  ainfi  le  nombre  trouvé  ne 
feroit  pas  la  racine  exaâe  du  nombre  propofé  ;  mais  ce 
feroit  la  racine  du  plus  grand  quarré  contenu  dans  ce 
nombre;  ainfi  dans  le  premier  exemple  le  nombre  trou* 
vé ,  fçavoir  45*7 ,  n'eft  pas  la  racine  exa&e  du  nombre 
«propofé  20925*4,  !  mais  457  eft  la  racine  de  208845?  • 
qui  eft  le  plus  grand  quarré  contenu  dans  20921*4;  car 
fi  on  prend  45^  plus  grand  feulement  d'une  unité  que 
45-7  ,  on  trouvera  que  Te  quarré  de  la  racine  45*8  eft  plus 
grand  que  le  nombre  2092/4,  Ceft  une  fuite  de  la  mé* 
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tbode  de  l'extraâion ,  puifque  fi  le  quarré  de  45*8  écoic 
contenu  dans  20925-4 ,  on  auroit  pu  mettre'  8  à  la  place 
de  7  •  quand  on  a  opéré  fur  le  dernier  membre. 

22i.ll  relie  encore  à  faire  voir  pourquoi  à  chaque 

membre  on  prend  pour  dividende  le  premier  chifre  de 

la  tranche  abaiflee  avec  le  refte  de  la  fouftraâion  ,  & 

pour  divifeur  le  double  de  ce  qu'on  a  déjà  trouvé  à  la 

(  racine  :  ainii  au  fécond  membre  du  nombre  585-83715, 

;  on  doit  prendre  9 y  pour  dividende ,  &  pour  divifeur  le 

double  de  7.  La  raifon  de  ces  deux  règles  paroît  allez  par 

!  ccquiaété  dit  avant  la  démonftration  de  la  méthode  de 

Fextraâiôn.  Car»  puitque  le  double  de  7»  multiplié  par 

6  y  fe  trouve  au  premier  rang  de  la  féconde  tranche  abaif- 

fee(2i(5),  il  s'enfuit  que  pour  trouver  6  >  il  faut  di« 

viierce  produit  par  le  double  de  7. 

221.fi.  Il  eft  facile  devoir  préfentement -pourquoi 
on  partage  en  tranches  de  deux  chifres  chacune  le  nom* 
hre  dont  on  veut  extraire  la  racine  quarrée.  Cela  paroît 
par  les  remarques  qui  précedenrla  démonftration»  puif- 
que felon  les  deux  premières  (212  &  213)  le  quarré 
<fiio  nombre  contient  deux  produits  pour  chaque  chi- 
ite de  ce  nombre ,  fçavoir  le  double  du  produit  des  chi- 
fas  précédera  par  le  chifre  dont  il  s'agit ,  plus  le  quarré 
<fe  ce  chifre  ,  &  que  d'ailleurs  fuivant  la  troifîeme  remar- 
que ces  deux  produits  doivent  occuper  deux  rangs  qui 
fe  fuivent. 

222.  Lorfqu'un  nombre  entier  n'eft  pas  un  quarré,  par* 
&t, c'eft- à-dire  »  qu'il  n'y  a  point  de  nombre  entier  qui, 
multiplié  par  lui-même ,  donne  un  produit  égal  au  nom- 
ke  entier  dont  on  cherché  la  racine ,  on  peut  bien  ap- 
procher de  plus  en  plus  de  la  racine  exaâe  de  ce  nom- 
bre ;  mais  on  démontre  qu'il  n'eft  pas  pofïîble  d'y  arri- 
ver :  dans  ce  cas  on  indique  la  racine  du  nombre  propo- 
fé,  en  feYervant  du  figne  radical  :  par  exemple ,  fi  on  a 
befoin  de  la  racine  quarrée  de  50 ,  lequel  nombre  eft 
tu  quarré  imparfait  B  on  la  «arqyç  en  cette  manière, 

kij 


•# 


148        Extraction  ï)és  RàCiNès* 

V  $0  ,  ou  frinplement  v7  yô*  Pareillement  les  racines 
quaifrées  de  1 8  &  de  1  y  fe  marquent  ainC ,  |/ i 8  &  V  *  S* 
Ces  racines  font  appellées  incommenfurables. 

223.  Si  un  quarré  imparfait  eft  le  produit  d'un  quar« 
ré  parfait  par  un  autre  nombre»  pour  lors  on  exprime 
quelquefois  la  racine,  du  quarré  imparfait   d'une  autre 
manière  :  par   exemple ,  yo  eft  un  quarré   imparfait  > 
mais  c'eft  le  produit  de  2y  par  2.  Or  2  y  eft  un  quarré 
parfait.  Cela  pofé ,  puifque  yo  eft  égal  à  2 y  multiplié 
par  2  ,  il  faut  que  la  racine  de  yo  foit  égale  à  la  racine  dd 
2  y  multipliée  par  la  racine  de  2,  Or  la  racine  de  2  y  eft  y  » 
&  la  racine  de  2  eft  ^/  2  ;  par  conféquent  la  racine  de  yo 
eft  égale  à  y  multiplié  par  v'  2  ;  ce  qui  fe  marque  ea 
cette  manière ,  V  y o=y  x  V  2 ,  ou  plutôt  V  y o=y i^. 
Pareillement  18  étant  égal  au  produit  de  p  par  2 ,  il  s'en- 
fuit que  la  racine  de  18  eft  égale  à  la  racine  de  p  multi- 
pliée par  la  racine  de  2  :  mais  p  eft  un  quarré  parfait 
dont  3  eft  la  racine  ;  par  conféquent  la  racine  de  18  peut 
être  marqués  en  cette  manière  ,3  \/  2.  Il  n'en  eft  pas  de 
même  de  la  racine  de  ty ,  parce  que  ly  n'eft  pas  le  pro- 
duit d'un  quarré  parfait  multiplié  par  un  autre  nombre  : 
fi  on  veut  donc  fe  fervir  du  figne  radical  pour  exprimer 
la  racine  de  iy ,  on  ne  peut  la  marquer  qu'en  cette  ma* 

nrere  ,  V  iy  ou  V  iy. 

De  VextraSien  de  la  Racine  quarrée  des  quantités 

littérales. 

2  3  y.  La  méthode  pour  extraire  la  racine  quarréedes 
quantités  littérales ,  eft  la  même  que  celle  qu'on  a  em- 
ployée pour  les  nombres  ;  excepté  premièrement  qu'il 
n'y  a  point  de  rang  à  garder  dans  les  différens  produits 
qu'on  veut  fouftraire ,  &  qu'il  ne  faut  pas  divifer  la 
quantité  littérale  en  tranche  comme  on  fait  les  nom- 
bres ;  &  en  fécond  Heu  ,  qu'après  chaque  fouftraôion  il 
faut  faire  réduâiçft  des  quantités  femblaUes.  Il  foffir* 


r  • 

h  donner  un  exemple  pour  faire  ent&odre  l'application 
4t  la  méthode  fur  les  quantités  algébriques.  # 

Soit  k  quantité  9CÇ.  —  I2crf#  .+.  4^  **  -*-  24^  — * 
*Mfe-+i$/l£*d»nt  îlfeut  extraire  la  racine  quarrée* 

É 
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Après  avait  tiré  une  ligne  atrdeflbus  &  une  autre  à 
droite  de.  la  quantité  propofée»  j'opère  fur  le.  premier 
terme  $cp  >  qui  eft.  le  premier  membre  :  aihfi  je  prendà 
la  racine  quaFrée  de  £cc,  c'èrc  *c  ,  &  j'écris  cette  racina 
adroite  de  la  quantité propofée  'enfuite  j'élève  3c au 
quatre,  il  vient  .+,900,  qu'il  faut  fouftraire  en  récri- 
vant au -de  (Tous  du  premier  terme  avec  le  ligne  oppofé  » 
enfin  je  fais  h  réduction  >  &  j'écris  un.  Q  fous  les  4uanJ^ 
tés  qui  fe  détruisent. 

J^opcre  enfuite  comme  fiir  le  fécond  membre  cPun 
aombre  dont  on  tire  la  racine  ;  ainfi  je  prends  pour  di- 
vidende te  fecoud  terme— 1 2cdx  ,  &  pour  divifeuç  le 
double  de  ce  que  j'ai  trouvé  à  la  racine  ;  ce  divifeur  eft 
donc  6c  ï.c*eft  pourquoi  je  divife — i2cdx  par  6c,  le 
quotient  eft  — ai*  que  je  pofe  à  la. fuite,  de  3c.  Après, 
cela  je  multiplie  le  divifeur  gc  par—a^x,  &  j'ajoute  le 
quarré  de  —  2d&,  *la  fomme  fera*-*.  I2fdx  .+-  4^  ** 
laquelle  doit  être^  ôtée  dje  la  quantité  propofée  ;  je  fais, 
donc  la  fouftraftion  en  écrivant  la  fômme  javec  des  fi- 
gues contraires  :  enfuite  je  feis  la  rédudioa,  &  ilne  lefte? 
plus  dans.  1&  quantité  propofée  »  que  ces  trois  termes, 
+  2¥fy  —  1^4/^-H  l6J  S1  »  ^r  kfquefe  j'opeee  det- 
la  même  manière  que  fur  les  deux  termes  précédera  ;  je: 
prends  donc  2^cfy  pour  dividende  »  &  pour  divifeiw  6c, 
-7  \àx  y  q  eft  le  double  de  ce  qui  eft  à  la  racine  :  je  di- 
xife  enfuite  z^cfy.  pat  6c  premier,  terme  du  diyifeux  K  & 


ïyo  Extraction  des  racines. 
Récris  le  quotient  -*.  qfy  à  la  racine  .*  après  cela  je  mul- 
tiplie |f  divifeur  entier  par  ^fy ,  le  produit  eft  2qcfy  — 
*6dfxy  auquel  j'ajoute  l6fL  yx  quarré  du  terme  que  je 
viens  de  mettre  à  la  racine ,  la  fomme  eft  24^—1 6dfxy 
-*-  *6f'  y1  que  j'écris  fous  les  trois  derniers  termes  de 
la  quantité  propofée  ,  avec  des  lignes  contraires  à  ceux 
de  cette  fomme  :  enfin  je  fais  la  réduâion ,  &  il  ne  refte 
rien  ;  c'eft  pourquoi  l'opération  eft  achevée.  La  racine 
de  la  quantité  propose  eft  donc  3c  —  2dx+4Jy. 

Pour  s'affitrer  fi  on  a  bien  opéré ,  on  fait  la  preuve  de 
la  même  manière  que  pour  les  nombres. 

2.36.  Remarquez  qu'il  n'y  a  point  d'épreuve  à  faire 
dans  l'extraâion  de  la  raine  qes  quantités  littérales, 
non  plus  que  dans  la  divifiro  de  ces  quantités. 

237.  Remarquez  encore  que  le  terme  qui  fert  de  pre- 
mier membre ,  doit  être  un  quarré  parfait  ;  de  forte  que 
fi  le  premier  terme  de  la  quantité  n'çft  pas  un  quarré ,  il 
en  faut  choifir  un  autre  qui  foit  un  quarré ,  fur  lequel  on 
commencera  l'opération  :  par  exemple ,  fi  le  premier 
terme  de  la  quantité  propofée  avoit  été  —  1 2cdx  ,  il 
anroit  fallu  prendre  i»  autre  terme  pour  commencer 
1  opération» 


^ 


LIVRE    SECOND, 
CONTENANT     UN     TRAITÉ 
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&  des  Fr actions. 

II  n'y  a  point  de  partie  dans  Tes  Mathémati- 
ques qui  (bit  fi  utile  &  fi  néceflàire,  que  cel- 
le qui  traite  des  proportions  :  on  tes  emplois 
fouvent  dans  les  dé  mon  fl  rat  ion  s ,  &  elles  font 
le  fondement  de  ta  plupart  des  opérations! 
que  l'on  fait ,  telles  que  font  les  Règles  de  trois ,  de  com- 
'"  pagnie  ,  d'alliage,  de  faunes  polluons,  &c.  C'eft  pat  le 
moyen  des  proportions,  que  l'on  découvre  ta  folurion  ' 
d'une  infinité*  de  questions  &  de  problèmes  que  l'on  na 
pourroit  réfoudre  fàris  leur  fecours  :  c'eft  pourquoi  ceux 
qui  ont  deffein  de  faire  quelque  progrès  dans  la  Science 
des  Mathématiques ,  doivent  s'appliquer  d'une  manière 
particulière  à  cette  partie  ,  qui  efl:  la  clef  des  autres. 

DES    RAISONS. 

Art.  I.  Une  Ralfon,  comme  on  prend  ici  ce  terme, 

elt  le  rapport  de  deux  grandeurs,  fuit  nombres,  éteadues  , 
TÎtefTes  ,  temps,  Sx, (  à  )«  Pour-  cuonoîtse-  ce  rapport , 

{ t  )  Le  rapport  de  deux  grandeurs  n'etl  aune  çho  fc  que  la  manier»  dont  l'un* 
CarfifCtTaoïre  ,  ou  bien,  la  minière  dont  la  première  des  deux  contient  la  fécon- 
de; rac  il  )>  a  deux  forte»  de  rippot"  .  comme  on  va  le  voir.  Daniles  édition!  pri- 
cfdcniei.ouaToiTcHrcia'uneriifoneJlunecompafailondedeusgraiideuri:  mai». 
eme  définition  n'eft  pai  exacte  ,  paie*  que  le  moi  comparaifon  Sgnifîe  propre. 
neni  tue  aâion  de  J'eforii  i  au  lieu  que  par  le*  termes  roifon  Se  rapport ,  on.  veut 
tXBiinwr  quelque  tiiofe  qui  cft  daw  la  ob;ça  OU  daat  Ici  grandeu  ri. 

kiv 
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il  faut  comparer  les  deux  grandeurs  que  nous  fuppofbi 
homogènes ,  c'eft-à-dire  ,  de  même  efpece,  par  exemple 
deux  nombres  ,  ou  deux  étendues  ,  ou  deux  mouv< 
mens»  ou  deux  poids»  &c.    Or  on  peut  comparer deu: 
grandeurs  en  deux  manières  différentes ,  ou  en  confidé- 
rant  de  combien  l'une  furpafle  l'autre ,  ou  en  examinant 
comment  l'une  contient  l'autre.  Ces  deux  manières  decon« 
iidcrer  deux  grandeurs  répondent  à  deux  fortes  de  raifons  :; 
Tune  eft  appellée  Arithmétique ,  &  l'autre  Géométrique. 

2.  La  raifon  arithmétique  de  deux  grandeurs  eft  l'excès 
de  l'une  fur  l'autre,  ou  la  manière  dont  l'une  furpafle 
1  autre  :  par  exemple  .  la  raifon  arithmétique  de  6  à  2 
eft  4  parce  que  6  furpafle  2  de  4. 

3.  La  raifon  géométrique  eft  la  manière  dont  une 
grandeur  en  contient  une  autre  :  par  exemple ,  la  raifon 
géométrique  de  6  à  2  eft  3  ,  parce  que  6  contient  2  trois 
fois.  De  même  celle  d'un  poids  de  12  livres  à  un  poids 
de  3  livres  eft  4,  parce  que  le  premier  contient  ou  vaut 
quatre  fois  le  fécond. 

4.  Remarquez  qu'une  grandeur  en  peut  contenir  une 
autre  ou  en  entier  ou  en  partie  :  par  exemple  ,  6  contient 
a  entièrement  trois  fois  :  mais  7  ne  contient  20  qu'en 
partie  ;  c'eft-à* dire,  que  y  contient  feulement  une  par- 
tie de  20  ,  fçavoir  le  quart  :  de  même  12  contient  en 
partie  18  ,  parce  qu'il  en  renferme  deux  tiers. 

y.  Il  y  a  deux  termes  dans  toute  raifon  ,  foit  arith- 
métique ,  foit  géométrique,  V antécédent  y  &  le  conféquent ; 
l'antécédent  eft  celui  qui  eft  comparé  à  l'autre  ;  le  confé- 
quent eft  celui  auquel  l'antécédent  eft  comparé.  L'anté- 
cédent eft  toujours  le  premier  terme  de  la  raifon,  &  le 
conféquent  eft  le  fécond  ;  dans  l'exemple  propofé  ,5  eft 
l'antécédent ,  &  2  eft  le  conféquent. 

6.  C'eft  par  la  fouftraétion  que  l'on  découvre  de  comr 
bien  une  grandeur  furpafle  l'autre  :  c*eft  pourquoi  on 
connoît  la  valeur  d'une  raifon  arithmétique,  en  étant  le 
conféquent  de  l'antécédent»  ou  l'antécédent  du  confé-. 
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ntt  par  exemple ,  on  connoît  la  valeur  de  la  rai(oi> 
ithmétîque  de  6  à  2 ,  en  ôtant  2  de  6  ;  mais  on  verr^ 
la  fuite  que  la  valeur  de  la  raifon  géométrique  fe 
connoît  en  divifant  toujours  l'antécédent  par  le  confé- 
qûent. 

Quand  on  parle  de  raifon ,  fans  déterminer  l'arithmé- 
tique ou  la  géométrique  ,  il  faut  toujours  entendre  la 
géométrique  ;  c'eft  la  même  chofe  quand  on  fe  fort  du 
terme  de  rapport. 

7.  Plusieurs  Auteurs  définiflenr  la  raifon  géométrique 
en  difantque  c'eft  la  manière  dont  une  grandeur,  c'eft 
Fantccédent,  en  contient  une  autre»  fçavoir  le  confé- 
qûent, ou  y  eft  contenu  ;  ils  ajoutent  ces  termes  ou  y  e(î 
contenu ,  pour  exprimer  le  cas  dans  lequel  l'antécédent 
eft  plus  petit  que  le  conféqûent  :  mais  cette  définition 
n'eft  pas  exafte.  Car  fi  dans  ce  cas  la  raifon  étoit  la  ma- 
nière dont  l'antécédent  eft  contenu  dansfon  conféqûent  ; 
plus  il  y  feroit  contenu ,  plus  la  raifon  feroit  grande  , 
puifqu'alors  cette  manière  feroit  plus  grande.  Or  cela 
n'eft  pas  vrai  :  car ,  comme  nous  le  verrons  bien-tôt  dans 
le  quatrième  principe ,  la  raifon  de  6  à  1 2 ,  eft  plus  gran- 
de que  celle  de  4  à  12 ,  quoique  l'antécédent  de  cette 
dernière  (bit  contenu  plus  de  fois  dans  ion  conféqûent 
que  celui  de  la  piemiere  n'eft  contenu  oans  le  fien. 

On  peut  comparer  une  raifon  avec  une  autre ,  pouf 
voir  fi  elle  eft  égale  >  ou  plus  grande  ou  plus  petite.  Nous 
allons  donner  quelques  définitions ,  &  enfuite  nous  ex- 
poferons  plufieurs  principes  qui  ferviront  beaucoup 
pour  cette  comparaifon ,  &  pour  l'intelligence  de  ce  qup 
nous  dirons  dans  la  fuite. 

Il  faut  diftinguer  dieux  fortes  de  parties  d'un  tout  ; 
fçavoir,  les  parties  aliquotes  &  les  parties  aliquarites. 

8.  Les  parties  aliquotes  font  celles  qui  repétées  un 
certain  nomhre  de  fois,  mefurent  leur  tout  exactement, 
c'eft-à-dire ,  fans  refte  :  par  exemple ,  3  eft  partie  aliquQ- 
te  de  12,  parce  qu'étant  repété  quatrç  fois,  il  mefuçe 
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çxaâement  1 2  ;  ou  ce  qui  eft  la  même  chofe  ,  H  eft  c 
tenu  quatre  fois  exactement  dans  12  2  de  même  6 
partie  aliquore  de  30,  parce  qu'il  eft  contenu  cinq  foi 
fans  refte  dans  30. 

9.  Les  parties  aliquotes  font  appellées  fou-ntukipUs  t 
Se  le  tout  eft  appelle  multiple  par  rapport  aux  parties 
aliquotes  :  ainfi  6  eft  fou-multiple  de  30 ,  &  30  eu  mul* 
expie  de  6,  Pareillement  3  eft  fou- multiple  de  12 ,  &  1% 
eft  multiple  de  3.  En  général  quand  une  grandeur  en 
contient  exactement  une  autre»  la  première  eft  multiple, 
&  la  féconde  fou  multiple. 

10.  Les  parties  aliquantes  font  celles  qui  ne  font  pas 
contenues  exactement  dans  leur  tout  5  par  exemple ,  y  eft 
partie  aliquante  de  12,  parce  qu'il  y  eft  contenu  deux 
f  jîs  avec  un  refte  qui  eft  2.  8  eft  aufli  partie  aliquante 
de  30 ,  parce  qu'il  y  eft  contenu  trois  fais  avec  un  refte 
qui  eft  6. 

1 1  .  Lorfque  l'on  compare  les  parties  foit  aliquotes 
foit  aliquantes ,  d\iq  tout,  avec  celles  d'un  autre  tout» 
il  y  en  a  qu'on  appelle  femblables  ou  pareilles.  Les  par- 
ties femblables  ou  pareilles ,  font  celles  qui  font  conte- 
nues chacune  de  la  même  manière  dans  leur  tout  :  ainfi 
J  &  7  font  d#  parties  femblables  de  1  y  &  de  2 1 ,  par- 
ce que  7  eft  contenu  trois  fois  dans  1  y  ,  comme  7  eft 
contenu  trois  fois  dans  2 1 .  De  même  4  &  6  font  des 
parties  femblables  de  10  &  de  17 ,  parce  que  4  eft  au- 
tant contenu  dans  t  o  que  6  dans  1  7  ;  fçavoir  deux  fois 
&  demi.  3  8c  6  font  aufli  des  parties  femblables  de  14  & 
de  28  ,  parce  que  3  eft  autant  contenu  dans  14»  que  6 
dans  48,  fçavoir,  quatre  fois  &  deux  tiers. 

Prikcmk    I. 

12.  Si  deux  raifons  font  égales  chacune  à  unetroifie* 
me ,  elles  font  égales  entpelles.  De  même ,  fi  de  plufieurs 
raifons ,  la  première  eft  égal*  à  I4  féconde  »  la  féconde  à 
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troifieme,  la  troifieme  à  la  quarrieme  ,  &  ainfi  dé 
fcte  ;  il  eft  évident  que  la  première  eft  égale  à  la  der? 
iiere. 

Principe    II, 

15.  Deux  grandeurs  égales  ont  un  même  rapport  ou 
une  même  raifon  à  une  troifieme  grandeur.  Si  a  Se  b 
font  égaux  >  ils  ont  même  rapport  à  c  ;  en  forte  que  fi  a 
contient  deux  fois  c  t  b  le  contiendra  auffi  deux  fois ,  oq 
fera  le  double  de  c  ;  fi  a  çft  la  moitié  de  c,  b  en  fera 
suffi  la  moitié* 

Principe    III* 

14.  Lorfque  deux  grandeurs  ont  un  même  rapport  à 
me  troifieme ,  les  deux  premières  font  égales  entr  elles  : 
fiaècb  ont  un  même  rapport  avec  c  ;  par  exemple ,  Cua 
&  b  contiennent  chacun  c  deux  fois ,  trois  fois ,  quatre 
ibis  >  &c.  ou  ,  ce  qui  eft  la  même  chofe ,  fi  a  &  b  font 
«chacun  le  double ,  le  triple ,  le  quadruple  de  c ,  ces  deux 
grandeurs  font  égales*  De  même  fi  *  &  b  font  chacun  la 
moitié ,  le  tiers ,  le  quart  de  c ,  a  &  b  font  des  grandeurs 
égales.  Ce  troifieme  principe  eft  la  proposition  inverfe 
ou  réciproque  du  fécond. 

Principe    IV, 

if. Une  raifon  devient  d'autant  plus  grande  que  fon 
antécédent  augmente ,  le  conféquent  demeurant  le  mê- 
me :  ainfi  la  raifon  de  8  à  2  eft  plus  grande  que  celle  de 
6 il.  De  même  la  raifon  de  1%  à  iy  eft  plus  grande  que 
celle  d#9  à  1  y.  C'eft  la  même  chofe  fi  les  quantités  font 
exprimées  en  lettres  :  par  exemple ,  en  fuppofant  à  plus 
grand  que  b ,  la  raifon  de  a  à  c  eft  plus  grande  que  celle 
de  fr  à  c.  Cela  fuit  évidemment  de  la  notion  de  la  raifon , 
qui  n'eft  autre  chofe  que  la  manière  dont  l'antécédent 
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contient  le  conféquent.  Or  il  eft  clair  que  plus  l'ami 
cèdent  fera  grand ,  lç  conféquent  reftant  le  même  ,  pi 
il  contiendra  le  conféquent  ;  foit  qu'il  le  contienne  ci 
fièrement ,  comme  dans  le  rapport  de  8  à  2  compan 
celui  de  6  à  2  ;  foir  qu'il  le  contienne  feulement  en 
tie  ,  comme  dans  le  rapport  de  1 2  à  1  y ,  comparé  à  cel 
de  9  à  iy,  auquel  cas  l'accèdent  contient  une 
grande  partie  du  conféquent ,  quoiqu'il  ne  le  contient 
pas  entièrement. 

iy.  B.  On  peut  dire  même  que  la  raifon  devient  pli 
grande  dans  la  même  proportion  que  l'antécédent  auj 
mente ,  eoforte  que  fi  l'antécédent  devient  deux  foil 
trois  fois ,  &e.  plus  grat^d  qu'il  p'étoit  ,  la,  raifon  deviei 
auffi  deux  fois,  trois  fois,  &c>  plus  grande  qu'elle  o'4 
toit  avant  l'augmentation  de  l'antécédent.  Je  fuppofe 
toujours  qçe  lç  conféquent  ne  change  pas. 

PbincijxV* 

* 

16.  Plus  le  conféquent  d'une  raifon  eft  grand ,  Parité- 
cèdent  demeurant  le  même  *  plus  la  raifon  eft  petite  ^ 
par  exemple,  la  raifon  de  3  è  p  eft  plus  petite  quon 
celle  de  3  à  tf  ;&  de  même  la  raifon  de  16  à  8  eft  pin* 
petite  que  celle  de  16  à  4.  Pour  donner  un  exemple  en 
lettres ,  fuppofons  que  b  eft  plus  grand  que  c ,  pour  lott 
la  raifon  de  a  à  b  eft  moindre  que  celle  de  a  à  c.  Ceft  en- 
core une  fuite  de  la  notion  de  raifon  :  car  l'antécédent 
étant  toujours  le  même ,  il  contiendra  moins  un  confé- 
quent plus  grand  qu'un  plus  petit. 

2  6.  B.  La  raifon  devient  plus  petite  à  proport,  de  l'aug- 
mentation du  conféquent.  Si  on  rend  le  conféquent 
deux  fois,  trois  fois.,  &c.  plus  grand  qu'il  n'étoit,  l'an- 
técédent demeurant  le  même  ,  la  raifoo  devint  deux 
fois ,  trois  fois ,  &c.  plus  petite  qu'elle  n'étoit  auparavant 

Principe    VI. 

17.  Le  rapport;  de  deux  grandeurs  eft  égal  au  rappotf 
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ieft  entre  les  moitiés»  ou  leurs  tiers , ou  leurs  quarts , 
leurs  cinquièmes  ,  &c.  par  exemple  ,  le  rapport 
eft  entre  do  &  20,  eft  égal  à  celui  de  leurs  moi- 
30  &  10 ,  à  celui  de  leurs  quarts  2 $  &  y  ,  à  celui 
leurs  cinquièmes  12  &  4,  &c.  Ce  principe  eft  évi- 
t ,  puifque  fi  une  des  grandeurs  contient  trois  fois 
'autre ,  comme  dans  l'exemple  propofé ,  on  conçoit  que 
moitié  de  la  première  contiendra  trois  fois  la  moitié 
h  féconde  ,  que  le  quart  de  la  première  contiendra 
trois  fois  le  quart  de  la  féconde  >  &  le  cinquième  de  la 
première  »  trois  fois  le  cinquième  de  la  féconde  :  en  gé- 
néral le  rapport  qui  eft  entre  les  tous  eft  égal  à  celui  qui 
eft  entre  les  parties  femblables  :  par  exemple  deux  tiers» 
deux  quarts  ,  deux  quinzièmes ,  &c. 

Principe    VII. 

ï8.  Quand  on  multiplie  deux  grandeurs,  comme  S 
&  4 ,  par  une  troifieme  telle  que  y  ,  les  produits  40  & 
20  ont  entre  eux  une  raifon  égale  à  celle  des  deux  pre- 
mières grandeurs  avant  la  multiplication.  C'eft  une  fui- 
te évidente  du  fiiieme  principe  :  car  il  eft  clair  que  les 
;  grandeurs  8  Se  4  font  chacune  des  parties  femblables , 
içavoir ,  les  cinquièmes  des  produits ,  puifqu'elles  onc 
!  été  multipliées  par  J  ;  &  par  conféquent  la  raifon  qui 
eft  entre  les  produits  eft  égale  à  celle  qui  eft  entre  leurs 
parues  femblables.  Four  énoncer  ce  principe ,  on  dit 
ordinairement,  les  produits  font  entreux  comme  les 
latines  loriqu'elles  ont  été  multipliées  par  la  même 
quantité  :  dans  l'exemple  propofé ,  8  &  4  font  les  raci* 
nés.  En  général  fi  on  multiplie  a&bpatd,  les  produits 
*i  &  bi  tout  entr'eux  comme  les  racines  aie  h. 

On  peut  appercevoir  la  vérité  de  ce  feptieme  prind- 
fe  indépendamment  du  fixieme  :  car  les  deux  produits 
40  &  20  contenant  l'un  &  l'autre  cinq  parties ,  il  eft  évi- 
ien$  <jue  fi  chacune  dçs  parties  du  premier  produit  cou- 
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lient  detifc  fois  une  partie  du  fécond  ,  il  eft  nécçflàu 
que  le  premier  produit  contienne  aufli  deux  fois  le 
cond  :  ainfi  les  produits  ont  entr'eux  une  raifon  égale 
celle  des  racines,  lorfqu'elles  ont  été  multipliées 
une  même  grandeur.'  On  peut  appliquer  le  même  raS 
fonnement  au  principe  fuivant*  > 

PRINCIPE      V    II   t 

19.  Loriqu  on  divife  deux  grandeurs  par  une  trois 
Cerne ,  les  quotiens  ont  entr'eux  une  raifon  égale  à  celli 
des  grandeurs  avant  la  divifion  :  par  exemple»  fi  on  di- 
vife 40  &  20  par  j ,  les  quotiens  8  &  4  ont  un  menu 
rapport  que  40  &  20.  En  général  ad  8c  id  étant  divi-i 
fés  l'un  %c  l'autre  par  d%  les  quotiens  a  &  b  ont  un  rap- 
port égal  à  celui  de  ad  à  hd.  C'eft  aufli  une  fuite  du  fixàj 
.me  principe ,  puifque  les  quotiens  de  deux  grandeurs* 
divifées  par  une  troifieme,  font  des  parties  femblabli 
xie  ces  grandeurs  ;  fi  par  exemple  »  le  divifeur  eft  3  »  Il 
quotiens  font  des  tiers  ;  G  le  divifeur  eft  4 ,  les  quotied 
fout  des  quarts  ;  fi  le  divifeur  eft  $ ,  les  quotiens  font  im 
cinquièmes»  &c.  J 

20.  Une  raifon  comme  celle  de  60  à  20 ,  peut  etrt 
marquée  en  cette  manière  >  fs  en  mettant  le  conféquetf 
fous  l'antécédent,  &  féparant  l'un  de  l'autre  par  une  pe- 
tite ligne.  Quand  deux  raifons  font  égales ,  on  les  ma* 
que  fouvent  l'une  &  l'autre ,  comme  nous  venons  de  dtf 
re ,  &  on  met  le  figne  d'égalité  entre  deux  :  par  exe» 
pie  »  on  exprime  l'égalité  des  raifons  de  60  à  20  &  M 

30  à  10  en  cette  manière,  îl=H*  De   même  £=ï  fl 
gnifie  que  la  raifon  de  a  à  b  eft  égale  à  celle  de  c  à  <L 
;  Tout  cela  pofé  ,  je  dis  que  deux  raifons  font  égale* 

21.  i°.  Lorfque  chacun  des  antécédens  contient  fol 
conféquent  exactement  ou  fans  refte  ,  &  le  même  nom 
bre  de  fois  :  par  exemple  ,  la  raifon  de  12  à  4  eft  égaty 
à  celle  de  1  y  à  y ,  parce  que  l'antécédent  1 2  de  la  prtf 
mitre  raifon  contient  foa  conféquent  4,  trois  fois ,  cod| 
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f antécédent  i  y  contient  Ton  conféquent  y  auffi  trois 
fans  refte.  De  même  V=¥  »  Parc«  que  les  deux 
fdens  30  &  iq  contiennent  chacun  cinq  fois  leur 
équeht. 
22.  20.  Quand  les  antécédent  contiennent  égale- 
nt &  fans  refte  les  parties  aliquotès  pareilles  des  con~ 
uens  :  par  exemple ,  la  raifon  12  à  21  eft  égale  k 
lie  de  8  à  14,  parce  que  les  deux  antécédens  12  &  8 
ntiennent  autant  de  fois  chacun  les  aliquotès  pareil- 
>  de  leurs  conféquens  ;  car  ces  aliquotès  pareilles  fonc 
&  2.  Or  3  éft  contenu  quatre  fois  dans  12 ,  &  2  eft 
contenu  quatre  fois  dans  l'autre  antécédent  8,  Do 
me  y=f| ,  parce  que  les  aliquotès  pareilles  des  cons- 
ens ,  fçavoir ,  3  Se  8 ,  font  contenues  chacune  cinq 
dans  leur  antécédent,  fçavoir  3  dans  iy,  &  8  dans 
40.  Enfin  7^=  £  ,  parce  que  les  aliquotès  pareilles  des 
'conféquens ,  fçavoir ,  y  Se  7 ,  font  contenues  chacune 
ene  fois  exactement  dans  leur  antécédent. 

0  eft  évident  qu'il  y  a  égalité  de  raifons  dans  l'un  & 
Taorre  cas  ;  car  une  raifon  eft  la  manière  dont  l'antécé- 
dent contient  fon  conféquent  ;  donc  deux  raifons  font 
égales  lorfque  chaque  antécédent  contient  fon  confé- 
quent de  la  même  manière.  Or  dans  le  premier  cas ,  les 
totéçédens  contiennent  leur  conféquent  de  la  même 
Àaniere ,  putfqu'ils  le  contiennent  le  même  nombre  de 
fcô.  De  même  dans  le  fécond  cas ,  les  deux  antécédens 
contiennent  chacun  leur  conféquent  de  la  même  manie* 
te*  putfqu'ils  renferment  autant  de  fois  Se  fans  refte 
ks aliquotès  pareilles  des  conféquens;  ainfi  dans  le  fé- 
cond cas  »  les  raifons  font  égales ,  comme  dans  le  pre- 
mier. 

*  Nous  avons  dit  dans  le  premier  cas ,  que  deux  raifons 
font  égales ,  lorfque  les  antécédens  contiennent  chacun 
fcor  conféquent  exaâement ,  &  le  même  nombre  de 
tom  :  nouatvenons  de  dire  dans  le  fécond ,  que  deux  rai* 
£x*  fept  au(fi  égal**,  quoique  les  antécédens  9e  «on- 
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tiennent  pas  exactement  leur  conféquent  ,  pourvu  que 
ces  antécédeos  contiennent  exaôement  &  le  même 
nombre  de  fois  les  aliquotes  pareilles  de  leur  confé- 
quent* Il  peut  arriver  que  deux  raifons  foient  égales, 
quoique  ni  les  conféquens  entiers  »  ni  les  aliquotes  pa- 
reilles de  ces  conféquens  ne  foient  pas  contenus  exacte- 
ment ou  fans  refte  dans  les  antécédens  :  c'eft  ce  que  nous 
allons  voir  dans  le  troifieme  cas* 

23.  30.  Enfin  deux  rations  font  égales  lorfque  les 
antécédens  ne  contenant  pas  exaâement  les  conféquens 
ni  leurs  aliquotes  pareilles»  ils  contiennent  cependant; 
ces  aliquotes  le  même  nombre  de  fois  avec  des  reftes  qui 
ont  entr'eux  une  raifon  égale  à  celle  des  aliquotes  pa- 
reilles :  par  exemple ,  ,  ?ô— 40  »  parce  cjue  les  antécé- 
dens 81  &  27  contiennent  chacun  deux  fois  30  &  10 , 
qui  font  les  aliquotes  pareilles  des  conféquens,  &  d'ail- 
leurs les  reftes  des  antécédens,  fçavoir  21  &  7  ont  entre 
eux  une  raifon  égale  à  celle  des  aliquotes  pareilles  30 
&  10.  i 

A  la  place  de  30  &  de  10 ,  on  pourroit  prendre  d'au- 
tres aliquotes  pareilles  plus  petites  comme  1  f  &  y  qui 
font  contenues  cinq  fois  chacune  dans  leur  antécédent 
avec  les  reftes  6  &  2 ,  dont  la  raifon  eft  égale  à  celle 
des  aliquotes  pareilles  1  j  &  y. 

Si  au  lieu  de  prendre  les  aliquotes  pareilles  30  &  10 , 
ou  17  &  y»  comme  nous  avons  fait,  on  choififlbit  3 
pour  aliquote  du  premier  conféquent  120,  &  1  pour 
aliquote  pareille  de  l'autre  conféquent  40  •  ces  deux  ali- 
quotes 3  &  1  feroient  contenues  chacune  vingt  -fept: 
fois  fans  refte  dans  lçur  antécédent  ;  ce  qui  reviendroicj 
au  fécond  cas.  * 

24.  Mais  on  démontre  en  Géométrie  qu'il  y  a  desi 
grandeurs ,  fçavoir ,  des  lignes ,  des  furfaces  ,  &c.  qui! 
font  telles  qu'aucune  aliquote  de  l'une  ne  peut  être  al U 
quote  de  l'autre  ;  enforte  que  fi  l'une  eft  an^cédent  2d 
l'autre.. conféquent  d'une  raifon,  U  fera  ijnpoffiWe  de 

trouvée! 
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■  trouver  une  aliquote  du  conféquent,  fi  petite  qu'elle 
(oit  f  qui  puiflc  être  contenue  fans  refte  dans  l'ântécé* 
dcnt  :  ces  fortes  de  grandeurs  Rappellent  incommenfura- 
blts,  c*eft-à-dire,  qu'elles  n'ont  point  de  mefure  com- 
mune ,  &  la  raifon  qui  fe  trouve  entr'elles  eft  nommée 
fourie ,  ou  rapport  incommenfurablt  ;  on  dit  auffi  que  ces 
grandeurs  ne  (ont  pas  entr'elles  comme  nombre  à  nom- 
bre, parce  qu'il  n'y  a  point  de  nombres  qui  iraient  au 
moins  l'unité  pour  mefure  commune  ,  fi  ce  font  des 
nombres  entiers  ;  &  fi  ces  nombres  font  des  fraâions ,  ils 
auront  toujours  une  mefure  commune  ;  fçavoir  >  quelque 
partie  de  l'unité* 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  démontrer  l'égalité  dès 
niions  dans  ce  troifieme  cas ,  parce  que  cela  n'eft  pas  né- 
ceflaire  pour  la  fuite» 

iy.  Une  raifon  géométrique  notant  que  la  manière 
dont  l'antécédent  contient  fon  conféquent ,  il  eft  clair 
qu'on  peut  connoîtire  la  Valeur  d'une  raifon  en  divifant 
l'antécédent  par  le  conféquent  ,  puifque  c'eft  en  divi* 
fant  une  grandeur  par  une  autre ,  que  Ton  connoît  corn* 
bien  la  première  contient  la  féconde ,  ou ,  ce  qui  eft  la 
même  chofe  »  combien  la  féconde  eft  contenue  dans  la 
première  :  par  exemple ,  pour  fçavoir  combien  30  con- 
tient y ,  il  taut  divifet  30  par  y  k  &  le  quotient  6  mar- 
que que  30  contient  y  fix  fois  ;  ainfi  la  valeur  de  la  rai- 
fon ~  eft  le  quotient  6  ;  ce  que  l'on  marque  en  cette 
manière  ,  if*=6.  On  peut  donc  dire  en  général  que  la 
valeur  d'une  raifon  eft  le  quotient  de  l'antécédent  divifé 
ar  le  conféquent* 
irce  qu'il  expofe  ou 
'Expofant  marque 
contient  fon  conféquent. 

26.  Il  fuit  delà  que  la  raifon  de  30  à  y  eft  fort  diffé- 
rente de  celle  de  y  à  30.  Car  on  vient  de  dire  que  la  var 
leur  de  la  raifon  de  30  à  y  eft  exprimée  par  6  :  au  lieu 
que  la  valeur  de  la  raifon  de  y  à  30  eft  la  fraétion  i  qui 
I.  Partie.  1 
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marque  lfe  quotient  de  j*  divifé  par  30  *  puifque  f  n* 
contient  que  la  fixieme  partie  de  50»  Ainfi  cette  raifoft 
de  y  à  3©  eft  $6  fois  plus  petite  que  celle  de  30  à  $  * 
parce  que  le  quotient  g-  eft  feulement  la  trente-fixicme 
partie  de  l'autre  quotient  6. 

27.  Il  fuit  auffi  que  deux  raifons  font  égales,  lorfque 
les  expofans  ou  les  quotiens  des  antécédens,  divifés  par 
les  conféq tiens,  font  égaux  :  &  réciproquement  »  les  ex- 
pofans ou  quotiens  font  égaux  lorfque  les  raifons  font 
égales. 

*8.  Il  arrive  fort  fouvent  qu'on  ne  peut  faire  exaâe» 
ment  la  divifion  de  l'antécédent  par  le  conséquent,  foit 
parce  que  ce  conséquent  eft  plus  grand  que  l'antécédent, 
foit  p^rce  qu'il  n'y  eft  pas  contenu  fans  refte  :  pour  lors 
le  quotient  ou  expofant  peut  être  marqué  par  quelque 
lettre  que  l'on  fuppofe  repréfenter  la  valeur  de  la  raifon  : 
par  exemple,  la  valeur  de  la  raifon  7  ne  peut  être  expri- 
mée par  un  nombre  entier  qui  foit  le  quotient  de  l'anté- 
cédent divifé  par  le  cooféquent.  De  rriême  la  raifon  *f  ne 
peut  être  exprimée  par  un  nombre  entier,  parce  que  9- 
n'eft  pas  contenu  fans  refte  dans  20  :  cependant  on  peut 
fuppofer  dans  l'un  &  l'autre  exemple  que  la  raifon  eft 
exprimée  par  une  lettre  qui  défigne  le  quotient  ;  ainfi  oa 
peut  fuppofer  que  y  =£,  &  que  t  =/'  En  général  la 
raifon  £ = t ,  en  fuppofarit  que  la  lettre  c  repréfente  le 
quotient  de  a  divifé  par  b. 

28*  B.  Nous  avons  prouvé  (  Liv.  I.  art.  163.)  que- 
le  produit  du  quotient,  multiplié  par  ledivifeur,  eft  égal 
Au  dividende  :  ainfi  e  étant  fuppofe  le  quotient  de  a  di- 
vifé par  b,  le  produit  be  eft  égal  à  l'antécédent  a  qui  eft 
le  dividende  ;  par  conféquent  fi  £  =  e ,  on  peut  en  con- 
clure que  a  =  bt  ;  de  même  fi?  =/,  il  s'enfuit  que* 
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DES    PROPORTIONS* 

2p.  Deux  raiforts  égales  forment  une  proportion  qui 
&  eft  autre  chofe  que  l'égalité  de  deux  raifons ,  ou  le  rap* 
port  de  deux  raifons  égales  :.&  comme  il  y  a  deux  fortes 
de  raifons,  il  y  a  auffi  deux  fortes  de  proportions  ,  la  geo- 
métrique  &  l'arithmétique. 

30.  La -proportion  géométrique  eft  l'égalité  de  deux 
raifons  géométriques:  par  exemple,  la  raifon  géomé- 
trique de  iy  à  y  étant  égale- à  celle  de  2,1  à  7,  ces  deux 
raifons  forment  une  proportion  géométrique  que  l'on 
marque  fouvent  comme  bous  avons  dit ,  -V-  =  V  >  & 
plus  ordinairement ,  en  mettant  quatre  points  entre 
les  deux  raifons,  &  un  poirit  entre  l'antécédent  &  le 
conséquent  de  chacune  en -cet te  manière ,  1  y .  y  :  :  21 .  7* 
En  général ,  s'il  y  a  proportion  entre  les  quatre  gran- 
deurs  a ,  b ,  c  &  a  »  on  la  marque  ainfi,  a .  h  :  :  c .  à%  ou 
bien  f  =»  j.  Lorfqu'il  s'agit  d'énoncer  une  proportion 
comme  la  première  qu'on  a  apportée  pour  exemple ,  on 
dit  :  la  raifon  de  1  y  à  y  eft  égale  à  celle  de  21  a  7 ,  ou 
bien ,  ly  eft  à  y  comme  21  à  7*  On  dit  encore  :  iy  & 
5*  font  entr'eux  comme  au&  7 ;  &  quelquefois  iy  >  y , 
ai  &  7  font  proportionnels. 

31.  La.  proportion  arithmétique  eft  l'égalité  de  deux 
raifons  arithmétiques  :  paf  exemple ,  les  raifons  arithmé- 
tiques de  y  à  3  &  de  8  à  6-  étant  égales ,  elles  forment 
une  proportion  arithmétique  qui  fe marque  en  cette  ma* 
niere ,  y  *  3  :  8  .  6 ,  en  mettant  feulement  deux  points 
au  lieu  de  quatre  entre  les  raifons,' 

32.  Pour  connoître  fi  dieux  raifons  arithmétiques  » 
telles  que  celles  de  y  à  3  &  de  8  à  6  font  égales ,  il  faut  fe 
fouvenir  que  la  raifon  arithmétique  n'eft  que  la  manière 
dont  une  grandeur  furpafle  l'autre ,  ou  autrement  l'ex- 
cès de  l'une  fur  l'autre  ;  d'où  il  fuit  que  les  raifons  arith- 
métiques font  égales»  quand  les  antécédens  furpaffènt 
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également  les  conféquens ,  ou  lorfmie  les  conféquenf 
furpaflent  également  les  antécédens  :  dans  l'exemple  pro- 
polé ,  les  deux  antécédent  y  &  8  furpaflent  également 
leurs  conféquens  3  &  6»  fçavoir  de  deux ,  les  deux  raifons 
arithmétiques  de;  à  3  &  de  8  à  <î  font  égales* 

Voici  un  exemple  de  la  proportion  arithmétique  en 
lettres  :  fi  c  furpafle  autant  b  que  e  furpafle  d ,  on  aura  la 
proportion  arithmétique  a .  b  :  c  .  i.  On  énonce  la  pro- 
portion arithmétique  comme  la  géométrique. 

33.  Il  n'y  a  point  de  grandeurs ,  foit  nombres ,  éten- 
dues ,  mouvemens ,  vîtefles ,  &c.  entre  lefquelles  il  n'y 
ait  une  raifon  géométrique  &  une  raifon  arithmétique  : 
par  exemple  »  entre  12,8c  3  il  y  a  une  raifon  géométri- 
que que  1 on  exprimeroit  par  4 ,  parce  que  l'antécédent 
ti  2  contient  4  fois  le  conféquent  ?  ;  il  y  a  auflî  entre  les 
mêmes  nombres  12  &  3  une  raiïon  arithmétique  que 
l'on  marqueroit  par  p  ,  parce  que  l'antécédent  furpafle 
le  conféquent  de  9  :  ce  qui  fait  voir  qu'il  y  a  bien  de  la 
différence  entre  la  raifon  géométrique  &  l'arithmétique  : 
c'eft  pourquoi  quatre  grandeurs  peuvent  être  en  propor- 
tion géométrique  ,  quoiqu'elles  ne  foient  pas  en  propor- 
tion arithmétique  :  par  exemple  »  il  y  a  une  proportion 
géométrique  entre  ces  quatre  nombres  v  12,  3 , 20, y  : 
mais  il  n'y  a  point  de  proportion  arithmétique,  parce 
que  1 2  ne  furpafle  pas  autant  3 ,  que  20  furpafle  y ,  il  fau« 
droit  mettre  x  x  à  la  place  de  J ,  &  on  auroit  1  &  .  3 :  20. 
11;  c'eft  une  proportion  arithmétique ,  parce  que  12  fur- 
pafle autant  3 ,  que  20  furpafle  1 1  • 

34.  Dans  une  proportion,  foit  géométrique,  (bit 
arithmétique  »  il  y  a  quatre  termes  :  fçavoir ,  l'antécé* 
dent  &  le  conféquent  de  la  première  &  de  la  féconde 
raifon  :  par  exemple ,  dans  la  proportion  ,a.b.c.d,  a  Se 
h  font  l'antérieur  &  le  conféquent  de  la  première  raifon  ; 
êScd  font  l'antécédent  &  le  conféquent  de  la  féconde 
raifou. 

3/.  Le  premier  &  le  dernier  terme  s'appellent  le». 
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txtrèmes ,  le  fécond  &  le  troifieme  les  moyens  :  dans 
notre  exemple ,  a  &  d  font  les  extrêmes,  b  &  c  font  les 
moyens. 

3  6.  Quelquefois  le  même  terme  eft  conféquent  de  la 
première  raifon ,  &  antécédent  de  la  féconde  ;  on  l'ap- 
pelle moyen  proportionnel  :  comnv  dans  cette  proportion 
géométrique ,  jf .  i  o  :  :  10  .  20  ;  ou  bien  dans  cette  pro- 
portion arithmétique  ,j,io:io.ij,5  dans  l'une  8c 
l'autre  io  eft  moyen  proportionnel ,  &  la  proportion 
eft  appeliée  continue  ;  on  la  marque  fouvent  en  cette 
forte,  ~  S  •  10  •  20,  pour  la  proportion  géométrique  > 
&  de  cette  manière ,  •»  J  *  10  •'  i  f  »  pour  la  proportion 
arithmétique, 

57.  Lorfqu'il  y  a  plus  de  trois  termes  dans  l'une  ou 
l'autre  proportion  continue  »  on  la  nomme  progrejjion  ; 
voici  uneprogreffion  géométrique ,  4:  S  •  *°'*  ^°  •  4°  • 
%0«  l6o*&ç.  &  voici  une  progreffion  arithmétique, 

~î  S  •  IO"  XS  •  20  •  2S  •  3°>  &c-  Une  progreflion  eft 
donc  une  fuite  de  raifons  égales ,  dont  chacun  des  termes , 
excepté  le  premier  &  le  dernier,  eft  conféquent  d'une 
raifon  &  antécédent  de  la  fuivante  :  nous  difons ,  excepté 
le  premier  &  le  dernier  terme  ;  car  iheft  clair  que  le  pre- 
mier n'eft  qu'antécédent  de  ta  première  raifon ,  &  que  îe 
dernier  n'eft  quç  conféquent  de  h  dernière.  Pour  énon- 
cer la  première  progreflion,  on  dit  :  y  eft  à  10  comme 
IO  eft  à  2Q,  comme  20  eflà  49,  comme 40  eft  à  80» 
comme  80, eftàifo,  &c.  La- féconde progfeffion ,  qui 
eft  l'arithmétique ,  s'énonce  de  la  même  manière ,  en  ex- 
primant les  termes,  y,  10,  ij[ ,  20.,  2J  >  50,  &c.  àfe 
place  de  ceux  de  la  progreffion  géométrique* 

3  8 .  Il  paroît  par  ce  qui  a  été  dit ,  que  G  les  deux  pre- 
miers termes  d'une  proportion  géométrique  font  égaux  ; 
les  deux  derniers  font  auffi  égaux  entr'eux.  Pareillement 
fi  les  antécédens  font  égaux ,  h$  conféquens  font  auffi 
égaux  entr'eux  :  &  réciproquement  fi  les  conféquens  fonç 
égwx ,  il  faut  que  les  antécédens  le  foient  auffi  :  pas 

lui 
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exemple ,  fi  dans  la  proportion  a .  b  :  :'c.  d ,  les  deux  ter-" 
mes  a  &  b  font  égaux ,  les  deux  autres  c  ôcd  font  aufli 
égaux  entr'eux  ;  mais  il  n'eft  pas  néceflàire  qu'ils  foient 
.égaux  aux  deux  premiers.  Pareillement  fi  les  antécédens 
a  &  ç  (ont  égaux»  les  conféquens  b  &  d  font  aufli  égaux; 
&  il  les  conféquens  font  égaux ,  les  antécédens  le  font 
.aufli.  Tout  cela  eft  une  fuite  de  la  notion  de  la  propor- 
tion géométrique  :  car. afin  que  deux  raifons  foient  éga- 
les ,  il  faut  que  chaque  antécédent  contienne  fon  confé- 
quent de  la  même  manière.  Or  cela  pofé ,  tout  ce  que 
l'on  vient  de  dire  eft  vrai. 

3  9.  I)e  ce  que  chaque  antécédent  d'une  proportion 
géométrique  doit  contenir  fon  conféquent  de  la  même 
manière»  \i  mit  encore  que  fi  un  des  antécédens  eft  plus, 
grand  que  fon  conféquent.,  l'autre  antécédent  doit  être 
aull:  plus  grand  vue  fon  conféquent.  Et  fi  un  des  antécé- 
dens eft  moindre  que  fon  conféquent^  l'autre  fera  pareif- 
lemqnt  moindre  que  le  fien.  De  même  fi.le  premier  anté- 
cédent e/t  plus  grand  ou  plus  petit  que  le  fécond ,  le  pre- 
mier.conféquent  fera  aufli  plus  grand  ou  plus  petit  que 
l'autre.  Ces  deux  derniers  articles  peuvent  aufli  s'appli- 
quer à  la  proportion  arithmétique. 

Nous  avons  averti  que  quand  on  parloit  des  raifons  &nft 
fpécifier  la  géométrique  ou  l'arithmétique ,  il  falloit  en- 
tendre la  géométrique  :  on  doit  de  même  entendre  la  pro- 
portion géométrique  quand  on  parle  de  proportion»  à 
inoins  qu?on  ne  fpécifie  l'arithmétique.  Nous  allons  trai- 
ter de  la  proportion  géométrique,  &  enfuite  nous  dirons 
quelque  chofe  de  la  proportion  arithmétique. 

La  propriété  fondamentale  de  la  proportion  géomé- 
trique eft  l'égalité  du  produit  des  extrêmes  à  celui  des 
moyens.  Il  ji'y  a  point  de  propofition  dans,  toutes  tes  Ma* 

thématiques  d'un  ufage  auffi  étendu  \  nous  allons  en  faix* 
le  Théorème  fuîvant* 
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ThÉOBBME  I.   ET   FONDAMENTAL. 

40.  Dans  toute  proportion  géométrique ,  le  produit  des 
txtrêmes  ejl  égal  au  produit  des  moyens* 

Soit  ta  proportion  8  •  4  :  :  S .  3  ,  dont  les  deux  extrê- 
mes font  8  &  3  ,  &  les  deux  moyens  4  &  6  ;  il  faut  prou- 
ver que  le  produit  de  8  par  3  eft  égal  ad  produit  de  4 
par  6. 

DEMONSTRATION. 

Si  on  multiplie  8  «  4  par  3 ,  le  produit  de  4  par  3 
fera  la  moitié  du  produit  de  8  gar  3  ,  puiique  4  eft  la  moi- 
tié de  8  :  mais  fi  au  lieu  de  mujtiplier4par  3  oh  le  mul- 
riplioit  par  untoomferV  double  de  3  ,  leûprotiult  qui  en 
viendroit  feroif  double  du  produit  de  4*par  3  ,  &  par 
conféquent  égal  au  produit  oe  8  par  3 .  Or  le  fécond 
moyen  6  eft  néceiTairement  le  double  de  3  ,  parce  que 
le  premier  antécédent  8  étant  le  double  de  (on  confé- 
quent 4  ,  U  faut  aufli  que  le  fécond  antécédent  6  foit  le 
double  de  fon  conféquent  3  ,  autrement  il  n'y  auroit  pas 
de  proportion  :  donc  le  produit  de  4  par  6  eft  égal  au 
produit  de  8  par  3»  c'eft-à-dire»  que  le  produit  des 
moyens  eft  égat  au  produit  des  extrêmes.  Ce  qu'il  falloit 
démontrer. 

Il  eft  évident  que  la  même  démonftratîon  peut  s'ap- 
pliquer à  toute  autre  proportion  ,  en  changeant  feule- 
ment les  termes  de  moitié  &  de  double,  lorfque  cela  eft 
nécefTaire  :  fi  »  par  exemple ,  il  s'agiffoit  d'une  proportion 
dont  les  antécédeœ  fuflfent  trois  fois  plus  grands  que 
leurs  coaféquens  x  comme  dans  celle-ci ,  1  y  »  y  :  :  1 2 . 4  » 
il  faudroic  mettre  dans  la  démonftratîon  tiers  à  ta  place 
de  moitié \  &  triple  à  la.placededaoWe,  aioiïdes  autre* 
proportions. 

Ce  raifonnement  fait  entendre  la  raifon  pourquoi  le 

produit  defr.extrêmçs  eft  égal  au  produit  des  moyens  : 

.*P>appeH$  ç$s:£oçtçs  de  démo^ftrations  métaghyjlques.t 
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nous  allons  donner  une  autre  démonftation  par  lettres, 

AuTpK  Démonstration, 

Soit  la  proportion  a  .  b  ::  c  .  4,  ou  bien  7=7,  la* 
quelle  peut  repréfenter  toutes  les  autres ,  à  caufe  des  let« 
très  qui  peuvent  défîgner  toutes  les  grandeurs  poflïbles. 
Il  faut  démontrer  que  adt  produit  des  extrêmes,  eft  égal 
à  bc  y  produit  des  moyens. 

Si  on  multiplie  les  deux  termes  de  la  première  raifon 
qui  font  a  &  b ,  par  d  conféquent  de  la  féconde ,  les  pro- 
duits ad  &  bd  qui  viendront  de  cette  multiplication ,  au* 
ront  entr'eux  une  raifon  égale  à  celle  des  racines  4  &  b 
(1 8)  :  ainfi  on  aura  les  proportions  £■£-=*  \  :  de  même ,  fi 
on  multiplie  les  dei}3ç  termes  c  &  d  de  l/feconde  raifon 
par  b,  conféquent  de ta  première,  les  produits  bc  &  bd 
feront  encore  entr'eux  comme  les  racines  ç  &  d  %  ou , 
ce  qui  eft  la  mêmp  chofe ,  les  racines  c  &  d  auront 
çntr'e jles  une  raifon  égale  à  celle  des  produits  ho  &  bi* 
on  aura  donc  cette  féconde  proportion  \  —  ^ 

Voici  donc  les  deux  pro- 
portions que  donnent  les 

deux  multiplications  précé-r 
deptes. 


ad  a 

— ac  -  première  proport, 

bd    h 


bc 

féconde  proport. 
d  bd 

•       »    * 

Ces  deux  proportions  contiennent  quatre  raifons. 

qui  font  fa  »  £  »  jt  n«  La  première  de  ces  raifons  eft  égale 
à  la  féconde  par  la  première  proportion*  la  féconde  eft 
égale  à  la  troifieme  par  Fhypothefe ,  &  la  troifieme  eft 
égale  à  la  quatrième  par  la  féconde  proportion  :  d'où  il 
fuit  que  la  première  fa  &  la  quatrième  ri  font  égales 
(12).  Or  ces  deux  raifons  égales  ont  le  même  confé- 
quent ;  ainfi  les  deux  antécédens  ad  &  b$  font  égMX 
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(14)  ,  puifqu'Hs  ont  un  même  rapport  à  une  troifieme 
grandeur,  fçavoir  au  conféquent  bd  ;  donc  ad  =  ic  , 
c'eft-à-dire ,  que  le  produit  des  extrêmes  eft  égal  à  celui 
des  moyens.  Ce  <ju'il  felloit  dérnontrer. 

Corollaire, 

41.  Dans  une  proportion  continue,  le  produit  des 
extrêmes  eft  égal  au  quarré  de  la  moyenne  proportion- 
nelle. Soit  la  proportion  continue ,  a  .  b  :  :  b  .  c  '}  je  dis 
que  ac  =  bf?  ou  bb  ==  âc.  Ç'eft  yqe  fuite  évidente  du  pré- 
cédent Théorème  ;  car ,  puifque  le  quarré  de  la  moyenne 
proportionnelle  eft  le  produit  des  moyens ,  il  doit  par 
conféquent  être  égal  au  produit  des  extrêmes. 

Nous  venons  de  faire  voir  que  quand  quatre  grandeurs 
font  proportionnelles ,  le  produit  des  extrêmes  eft  égal 
au  produit  des  moyens ,  on  peut  auffi  démontrer  la  pro- 
portion inverfe  ou  réciproque  ;  c'çft  ce  que  nous  allons 
faire  dans  le  Théorème  fuivant. 

Théorie  II. 

42.  Lorfque  le  produit  des  extrêmes  eft  égal  au  produit 
du  moyens ,  les  quatre  grandeurs  font  proportionnelles. 

Soit  les  quatre  nombres  8,4,6,3  dont  le  produit  des  * 
extrêmes ,  8  x  S  >  foit  égal  au  produit  des  moyens  4x6; 
il  faut  prouver  que  8  . 4  :  :  (>  «  3* 

• 

DÉMONSTRATION, 

Le  premier  multiplicande  8  étant  double  du  fécond 
multiplicande  4 ,  il  faut  que  le  multiplicateur  de  4  foit 
double  du  multiplicateur  de  8  :  autrement  les  produits 
ne  feraient  pas  égaux ,  ce  qui  eft  contre  fhypothèfe  ; 
par  conféquent  le  premier  multiplicande  eft  au  fécond , 
comme  le  fécond  multiplicateur  e(t  au  premier  *  Qi}> 
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ce  qui  eft  la  même  chofe ,  8  . 4  :  :  6  .  3 .   Ce  qu'il  fait  oit 

démontrer. 

On  démontrera  la  même  chofe  toutes  tes  fois  que 
deux  produits  feront  égaux  ;  car  pour  lors  fi  le  premier 
multiplicande  eft  le  triple  du  fécond  »  le  fécond  multipli- 
cateur fera  le  triple  du  premier  ;  fi  le  premier  multipli- 
cande eft  cent  fois  plus  grand  que  le  fécond ,  le  fécond 
multiplicateur  fera  cent  fois  plus  grand  que  le  premier  > 
&c.  On  entend  ici  par  fécond  multiplicateur ,  celui  par 
lequel  on  multiplie  le  fécond  multiplicande* 

Autre  Démonstration. 

Soient  les  quatre  grandeurs  a,b9c%d,  dont  le  produit 
des  extrêmes  qui  eft  ad  foit  égal  à  bc  produit  des  moyens; 
il  faut  prouver  qu'il  s'enfuit  que  £  s*  j. 

En  multipliant  les  deux  premières  grandeurs  a  &  * 
par  la  quatrième  d ,  les  produits  adècbd,  qui  viennent 
ce  la  multiplication ,  (ont  en  même  raifon  que  les  raci- 
nes a  8c  b  (18) ,  ou ,  ce  qui  eft  la  même  choie ,  les  raci- 
nes aScb  ont  entr'elles  une  raifon  égale  à  celle  des  pro- 
duits ad  &  bd  ;  ce  qui  donne  la  proportion  J  =»-&  De 
même  en  multipliant  les  deux  grandeurs  e  &  d  par  b  % 
les  produits  bc  &  bd  font  encore  en  même  raifon  que  les 
racines  c  &  d.  On  a  donc  cette  féconde  proportion  * 


V 

■  ! 


Voici  donc  deux  propor- 
tions que  donnent  les  multi- 
plications précédentes. 


a  ai 

— _  première  proport; 

b  bd 

bc    c 

— =r-  féconde  proportion; 

bd   d 


Ces  deux  proportions  contiennent  quatre  raifons  ; 
4pi  (ont  f*  H>  ri  >  ?*  L*  première  de  c«s  raifons  eit  égfte 


Livre    second.  171 

le  à  la  féconde  par  la  première  proportion  ;  la  féconde 
eft  égale  à  la  troifieme  >  parce  que  les  deux  antécédens  ai 
&  bc  étant  égaux  par  Thypothèfe ,  ils  ont  même  rapport 
à  une  troifieme  grandeur  telle  que  M (1 3)  :  enfin  la  troi- 
fieme raifon  £?  eft  égale  à  la  quatrième  ?  par  la  féconde 
proportion  ;  d'où  il  fuit  que  la  première  raifon  7  eft  égale 
à  la  quatrième  2(12),  c'eft-à  dire ,  que  a  •  b  • :  c.  à.  Ce 
qu'il  falloit  démontrer. 

Corollaire  Premier. 

42  fi.  Si  on  a  trois  grandeurs ,  comme  a>b,  et  qui 
(oient  telles  que  le  produit  ac  des  extrêmes  foit  égal  au 
quarré  bb  de  la  féconde  b ,  cette  féconde  fera  moyenne 
proportionnelle  entre  a  &  c ,  enforte  qu'on  aura  a.b::b.c: 
c'eft  une  fuite  évidente  du  Théorème ,  puifque  le  produit 
des  extrêmes  eft  fuppofé  égal  à  celui  des  moyens. 

42  C.  Il  paroît  par  ce  Corollaire ,  que  fi  on  veut  avoir 
une  moyenne  proportionnelle  entre  deux  grandeurs ,  il 
n'y  a  qu'à  tirer  la  racine  quarrée  du  produit  de  ces  deux 
grandeurs  ;  car  ce  produit  eft  égal  au  quarré  dont  la  racine 
eft  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  grandeurs. 
Si  >  par  exemple ,  on  a  les  deux  nombres  84  &  3  62 ,  entre 
lefquels  on  veuille  trouver  un  moyen  proportionnel ,  il 
faudra  multiplier  362  par  84 ,  &  tirer  la  racine  quarrée 
du  produit  30408  ;  on  trouvera  que  c'eft  un  peu  plus  de 
174.  Cette  racine  eft  donc  le  moyen  proportionnel  cher-* 
ché.  Si  on  ne  veut  que  défîgner  la  racine ,  ou  qu'on  ne 
puifle  la  tirer ,  on  fe  fert  du  figne  radical  :  ainfi  y/  ac  eft 
Moyen  proportionnel  entre  «  &  c.  / 

Corollaire  II. 

43.  Toutes  les  fois  que  le  produit  de  deux  grandeurs 
$ft  égal  au  produit  de  deux  autres,  on  peut  toujours  fai1 
ic  une. proportion  des  quatre  grandeurs  qui  compofenr 
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ççs  deux  produits  >  en  prenant  pour  extrêmes  les  deux 
racines  d'un  produit,  &  pour  moyen  les  (Jeux  racines 
de  l'autre;  produit  ;  par  exemple ,  fi  ad=bc  on  en  peut 
faire  la  proportion  .,a  .  b  :  :  c  •  à ,  en  prenant  pour  extre- 
fries  les  racines  a  &  d  du  premier  produit ,  &  pour 
nioyens  les  racines  £  &  c  du  fécond.  Il  eft  clair  par  le 
fécond  Théorème  ,  que  cette  proportion  a  9  b  :  :  c.  d ,  eft 
vraie ,  puifque  l'on  fùppofe  que  le  produit  des  extrême? 
eft  égal  au  produit  des  moyens.  De  même  fi  a  bcz=dfg  » 
on  en  peut  tirer  la  proportion  a%d  ::fg  ,bq.  Dans  ce 
dernier  exemple ,  quoique  chacun  des  produits  égaux^ 
okç  Sf-  4f%  t°{t  compofé  de  trois  racines,  on  le  regarde 
comme  n'en  ayant  que  deux ,  fçavoif ,  4  &  kc  pour  le  pre- 
mier produit ,  &  d  &  fg  pqur  le  fécond,  confidéranr  bç 
comme  une  feule  racine  dans  abc ,  &cfg  comme  une  feule 
yacine  dans  dfg.  De  cette  même  égalité  abc^zifg  on  au-r 
roit pu  tirer  cette  autre  proportion >  ab.  df::g.c.  En 
un  mot,  deux  produits  étant  egaa^,  on  peut  toujours 
conclure  que  les  deux  racines  qui  compofent  le  premier , 
peuvent  être  les  extrêmes  d'une  proportion  dont  les  deujç 
rac  nés  qui  çpmpofent  l'autre  produit  »  fuient  les  moyens  » 
telles  que  (qlent  les  deux  racines  qui  compofent  l'un  8ç 
l'aqtre  produit. 

4.6,  On  voit  par  là  que  pour  connoître  fî  quatre  gran- 
deurs font  proportionnelles,  il  n'y  a  qu'à  chercher  (i  Iç 
produit  des  extrêmes  eft  égal  à  celi^i  des  moyens. 

4p.  Les  deux  racines  d'un  proejuit  font  dites  récipro- 
ques aux  (fcux  racines  d'un  autre  produit  égaK  En.  géné- 
ral deux  grandeurs  font  dites  réciproques  à  deux  au* 
très ,  lorfque  les  deux  premières  font  les  extrêmes  d'unç 
proportion  dont  les  deux  autres  (ont  les  moyennes  : 
par  exemple ,  fl&  d  font;  réciproques  $b &  à  c ,  fi  a.bw 
c.d. 

yo.  On  fe  fert  du  terme  réciproquement  dans  une  figni- 
fication  différente:  on  dit  que  deux  grandeurs  font  entrç. 
elles  réciproquement  cpmme  deux  autres ,  ou  <^'çjU 
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tes  font  réciproquement  proportionnelles  à  deux  autres, 
lorfque  pour  en  faire  une  proportion ,  il  faut  renverfer 
Tordre  des  deux  dernières  ou  des  deux  premières  ;  aihfî 
quand  on  divife  un  nombre  par  deux  divifeurs,  les 
quotiens  (ont  entr'eux  non  pas  comme  les  divifeuis ,  ce 
qui  voudroit  dire  que  le  premier  divifeur  eft  au  fécond  , 
comme  le  premier  quotient  eft  au  fécond  :  mais  ces  quo- 
tiens font  entr'eux  réciproquement  comme  les  divi- 
feurs ,  c'eft-à-dire,  que  le  divifeur  de  la  première  divi- 
fion  eft  au  divifeur  de  la  féconde ,  comme  le  quotient  de 
la  féconde  divifion  eft  au  quotient  de  la  première  :  par 
exemple  ,  fi  on  divife  40  par  10  ,  &  enfuite  par  j ,  lie 
premier  quotient  fera  4,  &  le  fécond  8.  Or  ïo  .  5  :: 
8.4. 

La  raifon  qui  eft  entre  les  divifeurs  eft  donc  égale  à 
celle  qui  eft  entre  les  qucrtiens  pris  dans  un  ordre  f  en  ver- 
fé  %  c'eft-à-dire ,  que  fi  le  divifeur  de  la  première  divifion 
eft  l'antécédent  d'une  raifon ,  il  faut  que  le  quotient  de  la 
féconde  divifion  foit  l'antécédent  de  l'autre  raifon  ;  c'eft 
ce  que  l'on  veut  exprimer  quand  on  dit  que  les  quotiens 
font  entr'eux  réciproquement  comme  les  divifeurs,  ou» 
que  les  divifeurs  font  entr'eux  réciproquement  comme 
les  quotiens. 

jr.  A  la  place  du  terme  réciproquement ,  on  fe  fert 
quelquefois  ae  ceux-ci ,  en  raifon  réciproque ,  qui  ont  le 
même  fens  ;  ainfi  dans  notre  exemple ,  on  peut  dire  que 
les  quotiens  font  en  raifon  réciproque  des  divifeurs.  Oft 
dit  auffi  quelquefois  en  raifon  inverfe ,  &  encore  en  raifon 
miirtStt ,  ce  qui  figniôe  précisément  la  même  chofe  qu'c/i 
rpifon  réciproque. 

f2.  Remarquez  que  dans  l'exemple  propofé  %  les  deux 
termes  qui  viennent  de  la  première  divifion ,  c'eft -à  dire, 
le  divifeur  &  le  quotient  font  les  extrêmes  de  la  pro- 
portion, &  les  deux  termes  de  la  féconde  font  les 
moyens  ;  c'eft  pourquoi  on  peut  dire  que  le  divifeur  & 

ft  quràem  de  la  première  «Uvifioa  font  réciproques  au 
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divifeur  &  au  quotient  de  la  féconde  ;  mats  on  ne  doit  ptÊ 
dire  que  le  divifeur  &  le  quotient  d'une  divifion  ,  font 
entr'eux  réciproquement  comme  le  divifeuç  &  le  quo- 
tient de  l'autre  divifion  :  ce  qui  lignifierait  que  le  premier 
divifeur  eft  au  premier  quotient ,  comme  le  fécond  quo- 
tient eft  au  fécond  divifeur. 

On  peut  appliquer  ces  notions  &  ces  remarques  aux 
mafles  &  aux  vîteffes  de  deux  corps  qui  ont  des  mouve- 
mens  égaux  :  car  dans  ce  cas  d'égalité  de  mouvemens , 
les  mafles  font  entr'elles  réciproquement  comme  les  vî- 
teiïes ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  les  mafles  font  réci- 
proquement proportionnelles  aux  vîteflès  ;  &  la  mafle  8c 
a  vîtefle  d'un  corps  font  réciproques  à  la  mafle  &  à  la  vî- 
tefle d'un  autre  corps. 


E 
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qu'on  peut  faire  dans  les  termes  d'une  proportion. 

Afin  de  faire  voir  l'utilité  des  deux  Théorèmes  précé- 
dera ,  nous  nous  en  fervirons  pour  démontrer  les  propo- 
rtions fuivantes  :  nous  allons  commencer  à  les  employer 
pour  prouver  que  l'on  peut  faire  quelques  changemens 
dans  Tordre  des  termes  d'une  proportion ,  quoique  ces 
termes  demeurent  en  proportion* 

5-3.  i°.  En  mettant  le  premier  conféquent  à  la  place 
du  fécond  antécédent  >  &  le  fécond  antécédent  à  la  place 
du  premier  conféquent  ;  ou ,  ce  qui  eft  la  même  cnofe  > 
en  faifant  changer  de  place  aux  deux  moyens  :  ce  chan- 
gement s'appelle  alternando ,  ou  bien ,  permutando  :  par 
exemple  ,  dans  la  proportion  8  . 4  :  :  6 . 3 ,  on  peut  met- 
tre 4  &  (5  à  la  place  1  un  de  l'autre  en  cette  manière ,  8  • 
6::  4.  3.  De mçme  en  lettres ,  {\a.b::c.d>  on  pourra 
conclure  alternando ,  a .  c  :  :  b .  d ,  car  afin  que  cette  der- 
nière proportion  foit  vraie  »  il  fuffit  que  ad ,  produit  des 
extrêmes  ;  foit  égal  à  bc ,  produit  des  moyens.  Or  il  eft 
évident  que  adz~.bc  :  car  on  fuppofe  que  a. h  ::  c •  ii' 
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I  donc  par  le  premier  Théorème  ad=bc. 

La  raifon  métaphysique  de  ce  premier  cas ,  eft  que  la 
première  raifon  diminue  ou  augmente  autant  que  la  fé- 
conde par  ce  déplacement  des  moyens.  Si  le  terme  qui 
étoit  le  premier  moyen  ,  eft  moindre  que  celui  qui  étoit 
le  fécond ,  les  deux  raifons  diminuent  également  :  fi  b  eft 
moindre  que  c  de  la  moitié ,  en  mettant  c  à  la  place  de  b , 
la  première  raifon  diminue  delà  moitié (itf),  puifque  fon 
conféquent  eft  le  double  de  ce  qu'il  étoit  :  &  en  mettant 
bà  la  place  de  c ,  la  féconde  raifon  diminue  aufli  de  moitié 
(i y) ,  parce  que  fon  antécédent  n'eft  que  la  moitié  de  ce 
qu'il  étoit. 

On  prouvera  de  la  même  manière»  que  fi  le  premier 
moyen  étoit  plus  grand  que  le  fécond ,  les  deux  raifons 
augmenteraient  également ,  en  faifant  le  changement 
altcrnando. 

y4*  On  peut  de  même  faire  changer  de  place  aux  ex- 
trêmes ,  c'eft-à-dire ,  les  mettre  à  la  place  l'un  de  l'autre  : 
par  exemple ,  fi  a  . b  ::  c  .  d;  il  fuit  que  d •  b  ::  c  .  a.  Ce 
changement  peut  être  aufli  appelle  alternando.  La  dé- 
monstration eft  la  même  que  la  précédente  tant  par  algè- 
bre que  pat  fimple  raifonnement. 

jj.  2°.  On  ne  détruit  pas  la  proportion  en  mettant 
dans  l'une  &  l'autre  raifon  l'antécédent  à  la  place  du  con- 
féquent ,  &  le  conféquent  à  la  place  de  l'antécédent  : 
ce  changement  eft  appelle  invtrttndo  :  par  exemple ,  fi 
8 . 4  :  :  6  .  } ,  on  pourra  conclure  que  4.8::  3  ,6.  En 
général  fi  a .  i  :  :  c.  d ,  je  disque  b .  a  :  :  a .  c  z  car  afin  que 
b.  a  :  :  d .  c,  il  fuflfit  que  bc,  produit  des  extrêmes,  foit  égal 
à  ad ,  produit  des  moyens.  Or  puifque  l'on  fuppofe  que 
a .  b  :  :  c.  d ,  il  eft  néceflàire  que  (40)  ad=bc  ou  que  bc=ad. 
La  raifon  métaphyfique  eft  évidente  »  parce  qu'après  ce 
changement ,  un  antécédent  contient  fon  conféquent  au- 
tant que  l'autre  contient  le  fien.  / 

y6.  Il  eft  vifible  que  fi  a  •  b  :  :  c  .  d ,  on  peut  fans  dé- 
truire la  proportion ,  mettre  la  raifon  de  t  à  d  la  premit* 
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re;onaurac.d  ::  a.b,8c  invtrttndo d.c  t:  b •  **  Or  le* 
termes  de  cette  dernière  propo&ion  font  dans  un  ordre 
renverfé  par  rapport  à  la  première  a .  b  :  :  c  •  L  On  peut 
donc  toujours  prendre  les  termes  d'une  proportion  dans 
un  ordre  renverfé ,  (ans  la  détruire  *  c'eft-à-dire ,  que  G 
a.ii:  ci,  on  pourra  conclure  que  i«c  x:  b.a.  Cechaa* 
gement  peut  être  auffi.  appelle  invtrundo, 

57.  Il  paroît  pat  ces  deux  cas ,  que  Ton  ne  détruit  pas 
une  proportion  »  pourvu  que  les  extrêmes  demeurent  tou- 
jours les  mêmes  aufli  bien  que  les  moyens  »  ou  pourvu  que. 
les  deux  termes  qui  étoient  les  extrêmes  deviennent 
moyens ,  &  les  deux  moyens  deviennent  extrêmes  :  mais 
on  détruit  oit  la  proportion  fi  un  des  extrêmes  feulement 
devenoit  moyen  :  par  exemple ,  ayant  la  proportion  a .  b 
:  :  c.  d>  on  ne  peut  pas  conclure  que  a.b  i  :  d  •  e%  ou  que 
b .  a  :  :  c  •  d. 

Nous  allons  aufli  expôfer  quatre  cas  dans  lefquels  on  ne 
détruit  pas  une  proportion ,  quoique  Ton  augmente  ou 
que  l'on  diminue  d'une  certaine  manière  les  deux  antécé* 
dens  >  ou  les  deux  conféquens  de  la  proportion. 

y8.  i°,  Lorfqu'on  multiplie  les  deux  antécédens  ou 
les  deux  conféquens  par  une  même  grandeur  :  par  exem? 
pie  fi  a .  b  ::  c .  d ,  il  fuit  que  2a .  b  ::  2e  ♦  d ,  &  que  a  .  ab 
:  :  c.  ai.  Afin  de  donner  une  démonftration  générale  , 
nous  nous  fervirons  de  la  lettre  n  pour  marquer  le  mul- 
tiplicateur :  il  faut  donc  prouver  que  fi  a .  b  :  :  c .  d ,  il 
s'enfuit  que  na.bunc  .J.'Afin  que  na  •  b  :  :  ne. A,  ilfuffit 
que  nad,  prqduit  des  extrêmes ,  foit  égal  à  neb  ou  nbc,  pro- 
duit des  moyens.  Or  ces  deux  produits  font  égaux  ;  car 
puiique  par  l'hypothefe  a . b  i:  c. d%  il  faut  que  ab  foit 
égal  à  be\  &  par  conféquent  en  multipliant  l'un  &  l'au- 
tre par  n »  les  produits  nad  &  nbc  feront  encore  égaux. 
On  prouve  de  la  même  manière  que  a.nbixc  .nd>  On 
voit  par- là  qu'on  peut  doubler ,  tripler ,  &c.  les  deux  an- 
técédens ,  ou  leà  deux  conféquens  d'une  proportion  (ans 

la  détruire,  La  (aifan  mttaphyfique  eft  encore  éviden- 
ts. 
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te  ;  parce  qu'il  eft  clair  qu'après  la  multiplication  *  les 
deux  antécédens  contiennent  également  chacun  leuc 
conféquent,  dette  raifon  a  auffi  Ueu  pour  l'article  fui-? 
vant. 

5p.  On  peut  auflî  multiplier  l'antécédent  &  leconfé» 
quent  de  la  première  ou  de  la  féconde  raifon  par  une 
même  grandeur  :  par  exemple  >  fi  on  a  la  proportion  a. 
b::c.  dy  oa  peut  en  conclure  na.  nb::c<  d,  ou  bien , 
d.b::nc.nd.  La  démonftration  eft  la  même  que  dans 
l'article  précédent.  D'ailleurs  ce  changement  eft -une  fui* 

.  te  manifefte  du  feptieme  principe  (i  8)  dans  lequel  nous 
avons  fait :  voir  que  quand  on  multiplie  deux  grandeurs 
partineVtroifieme ,  lès  produits  ont  entr'eux  une  raifon 
égale  à  celle  des  deux  premières  grandeurs  avant  la 

•  multiplication.  Le  même  principe  peut  s'appliquer  au 
cas  de  l'art,  précédent ,  en  fuppolant  qu'on  a  fait  le 
changement  akernando.  On  pourrait  nommer  ces  deux 
changeltnens  par  multiplication. 

jp.  B.j2?\  Sx  on  divife  les  deux  antécédehs  où  les 
deux  conféquens  par  une  même  grandeur  >  auliea  de 
les  multiplier ,  il  y  aura  encorç  proportion  ;  ainfi  en 
fuppolant  a.  h  :  :  c.  d ,  on  aura  auffi  i/b::c-.d ,  ou  bien 
*•  7 :  '•  c  r  ;  on  aura  encore  t±  :  :  c.  d,  ou  bien  4 .  b  :  :  *-.  i 
Cela  fe  prouve  par  le  huitième  principe.  On  peut  appeli 
1er  ce  changement  par  divifoti. 

60.  30.  Lorfque  l'on  ajoute  les  conféquens  aufc  anté- 
cédens ,  &  qu'on  compare  les  fommes  atux  conféquens  : 
on  appelle  ce  changement  compontndo  ou  addendo:  par 
exemple,  fi 8*  41:6.  3  ,  on  pourra  conclure  que  8  -f- 
4.4::  d +  3  .3  ,  ou  bien  12.  4:  :^.  5.  En  général,  fi 
a.b::c.dy  je  ois  que  a-*-h .  br.c+d.  d  :  car  afin 
que  *  -H  b %b  :  :  c-H  d .  d»  il  fuffit que  ad -*•  bi9  pro- 
duit des  extrêmes,  foit  égal  à  br+-bd>  produit  des  moyens; 
Or  ai  -+•  bd  eft  égal  à  bc  ■+•  fci  :  car  puifque  Ton  fup- 
pofe  que  *  «  6  :  :  ft  4,  il  faut  «jus  o4  foit  égal  à  bc  (40)  * 
/,  Pgrtk*  m 
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&  par  conféquent  ab-*- kd^bc H-W.  Il  paroît  qu'alors 
les  deux  raifons  augmentent  également ,  &  que  dans 
l'article  fuivant  «lies  diminuent  également. 

61 .  On  peut  de  même  ajouter  l'antécédent  de  cha- 
que raifon  au  conféquent ,  &  comparer  l'antécédent  à  la 
fomrte  :  par  exemple ,  fi  a .  bi  ic .  d ,  je  puis  en  conclure 
que  a.  b<4raii  c.  d-Hc*  On  peut  aufii  appeller  ce 
changement  componendo  ou  addenda  :  û  (q  prouve  de 
la  même  manière» 

62. 40.  On  ne  détruit  pas  la  proportion  quand  on 
4te  les  conféquens  des  antécédents ,  ou  les  antécédeos 
des  conféquens  ,  &  que  l'on  compare  les  différences 
aux  conféquens ,  on  appelle  ce  changement  dividendo 
ou  fubjlrahendo  :  par  exemple  ,  fi  12.  4:29.3,  on 
pourra  conclure  que  12  —  4  «  4  ::  p.~  3.3.  ou 
bien,  8.4::  6 . 3.  En  général,  fi  a  .  b  ::  c.d,  je  dis  que 
*—■ t.  b::c  *-  A.  A%  &  que  b  —  a+.biid —  c  .  d; 
car  afin  que  cette  proportion  a  -r  k.b::c—d  .A  foit 
vraie ,  il  fuffit  que  ad—bd>  produit  des  extrêmes ,  foit 
égal  kbc  —  bd  qui  eft  le  produit  des  moyens»  Or  ad  — 
ba~bc—bA}  car  puifque  l'on  fuppofe  que  a  •  b  :  :  c. 
d,  il  faut  que  éuL—bc,  &  par  conféquent  ad— M  = 
bc—  bd.  On  prouvera  de  même  que  cette  proportion 
i~a.  i  2:  d— •  c  •  d  eft  vraie.  Il  paroît  encore  que 
pour  lors  les  deux  raifons  augmentent  ou  diminuent 
également.  Pen  dis  autant  des  changemens  de  l'article 
fuivant. 

63.  On  peut  pareillement  comparer  l'antécédent  à  la 
différence  de  l'antécédent  au  conféquent  :  par  exemple , 
fia.  bxic.A*  je  dis  que  *•  a~b::c.c~dt  &  que  a. 
b  — •  a  :  :  c.  d  —  c.  Ce  changement  peut  encore  être 
appelle  dividendo  ou  fubjlrahendo ,  &  fe  démontre  de  la 
même  manière. 

Le  changement  appelle  couvert endo  eft  renfermé  d*9S 
£elui  qu'on  vient  d'appeller  dividendo. 
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&5.  H  rie  fera  pas  inutile  de  voir  tous  ces  changemenl 
réunis ,  afin  de  les  retenir  &  d'en  Remarquer  la  diffé- 
rence* * 

On  fuppofe  que  a  .  h  s  :  c  •  </.  # 

Dqdc  alternando,  a  .  c  ::  b .  d§  ou  bien  d >  b  :i  c  .  a* 
invertehdo 9b  .a  ::  d  .c9  ou  bien ,  d  .  c  :  :  h  •  a* 

pat  multiplic<i-ian'hu  cn*d'  0ubi*n'  a-fc  :î  «**■• 

,  tan  .  in  :  :  c .  d ,  ou  bien  /a  •  b  xi  cn\  in* 
Au  lieu  de  multiplier  on  petit  encore  divifer. 

r  £.  b  1  :  ■£.  d  ,  ou  bien ,  a  •  £  i  :  c  4  |# 

j>ar  dh/ifiôn,  <     L  .        . .  ' 

l*èi::  £.4*  oubicn,  * .  0  !:J,iè 

cotnponendo,  a  +  b . Bi:c .+d.do\ibitn,  *.b*+.ati 

dividende  »  4  _  £  ou  5  —  *  .  &  ;  ;  6  _  d  ou  <{-4*  c  rd  ; 
ou  bien  «%4—.iou£~-4::  c  •  £  —  4  ou 

6p.  Nous  avons  dit  (Liv.  î.  art.  141.)  que  dans  toutei 
multiplication ,  le  produit  contient  autant  de  fois  le  mul- 
tiplicande ,  que  le  multiplicateur  contient  l'unité  ;  àïnfî 
laraifon  du  produit  au  multiplicande  eft  égale  à  celte  di( 
multiplicateur  à  l'unité*  On  a  doiic  la  proportion ,  le  pro- 
duit eft  au  multiplicande ,  comme  le  multiplicande  eft  à  Vu* 
nité:6>  par  exemple,  on  multiplie  y  par  5  ,  le  produit 
eft  iy  :  ce  qui  fair  la  proportion  ,iy.y::3,i,ou  bien 
invertendô%  1.3  :i  y  .  iy.  De  même  en  lettrés,  multi- 
pliant a  par  b ,  le  produit  eft  ab  ;  ce  qui  donne  la  propor- 
tion 9ab.anb.l.t9ou  bieni .  b  ::  a  .  ab. 

70.  Nous  avons  auffi  fait  voir  (  Liv.  I.  art.i  61.  )  que 
dans  toute  divifion ,  le  dividende  contient  mitant  de 
fois  le  divifeur ,  que  le  quotient  contient  l'unité  ;  d'oi 
fait  la  proportion ,  Le  dividende  eft  au  divifcur ,  comme  /•* 
quotient  eft  à  l'unité  :  par  exemple,  fi  on  divife  24  par  6, 

ni  ij 
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le  quotient  fera  4  ;  on  aura  donc  la  proportion  24  •  f  :  * 
4  ♦  1 ,  ou  bien  invertendo ,  z  .  4  :  :  6  •  24  :  c'eft  la  même 
cnofe  en  lettres. 

Dfi  14   Afc£l£  ÙE   ÎROtS. 

Cette  règle  eft  aufli  appellée  Èegle  ctor  à  caufe  de  Ton 
grand  ufage ,  &  encore  Régit  de  proportion ,  parce  qu'il 
y  a  proportion  entre  les  termes  qu'elle  renferme  :  enfin 
on  rappelle  Règle  de  Trois  à  caufe  qu'elle  renferme  trois 
termes  connus  qui  en  font  trouver  un  quatrième  qu'on 
cherche  :  elle  eft  d'une  fi  grande  utilité  dans  les  Sciences 
&  dans  l'ufage  de  la  vie  civile ,  que  nous  ne  pouvons  pas 
nous  difpenfer  de  l'expliquer  ici. 

7 1  •  La  règle  de  Trois  confifte  à  trouver  un  quatrième 
terme  qui  foit  proportionnel  à  trois  autres  qui  font  con- 
nus, par  exemple»  fuppofé  qu'on  propofe  cette  quef* 
tion  :  G  quinze  ouvriers  ont  fait  vingt  toifes  d'ouvrage , 
combien  quarante-cinq  ouvriers  en  feront-ils  dans  le 
même  temsf  elle  fe  réfout  par  la  règle  de  trois ,  parce 
qu'il  s'agit  de  trouver  un  quatrième  terme  proportionne! 
i.  trois  autres  connus ,  qui  font  les  quinze  ouvriers ,  vingt 
v  toifes  ic  quarante-cinq  ouvriers*  Le  quatrième  terme  que 
-  Ton  cherche  eft  le  nombre  de  toifes  que  les  45*  ouvriers 
leront. 

72.  Afin  de  trouver  ce  quatrième  terme  >  on  doit  d'a- 
bord arranger  ces  quatre  termes  en  proportion ,  en  met- 
tant *  à  la  place  du  quatrième  terme  cnerché ,  en  cette 
manière  1  y  ou.  20*  :  :  4you.  x\  ou  alternante  ,  1  you.  4J01:: 
20\  x*î  cette  dernière  difpofition  eft  pi  us  naturelle,  parce 
que  l'on  y  compare  les  termes  homogènes  l'un  avec  l'au- 
tre ,  c'eft-à-dire,  dans  cet  exemple ,  les  ouvriers  avec  les 
ouvriers  &  les  toifes  avec  les  toifes  ;  il  eft  donc  à  propos 
de  garder  cette  difpofition  dans  laquelle  les  deux  termes 
homogènes  connus  font  les  deux  premier»  termes  de  la 
jproponion» 


ïiiyRK   siconb;  iît 

Après  avoir  arrangé  tes  termes ,  tffeut  observer  tes  deux 
règles  fuivantes. 

i°.  Multipficr  tes  deux  moyens  de  cette  proportion  Tua 
par  l'autre  :  le  produit  fera  poo. 

2°.  Divifer  ce  produit  par  te  premier  terme  iy }  &  te 
quotient  60  fera  le  quatrième  terme  cherché. 

Voici  encore  ua  autre  exemple,  300  perfonnes  ont 
dépenfé  1042  liv.  on  demande  combien  60  perfonnes 
dépeoferont  à  proportion  dans  le  même  rems  ?  Ayant 
arrangé  les  quatçe  termes  en  proportion  de  h  maniera 
fui  vante,  300 •  6o\:*  104X1  .  x  ;  je  multiplie  les  deux 
moyens  <5>o  tt  1042  l'un  par  l'autre  ;  te  produit  effc 
62/20  :  je  divife  enluite  ce  produit  par  le  premier  terme 
300  >  &  je  trouve  au  quotient  208 ,  &  le  refte  1 20  que  je 
mets  en  firaâk>a;  ainfi  le  quatrième  terme  cherché  elfc 

73.  Dans  ces  deux  exemples  les  (feux  derniers  termes- 
homogènes  font  entr'eux  comme  les  deux  premiers  s 
cyeft- à-dire,  que  dans  le  premier  exemple»  les  if  ou- 
vriers (ont  à  4;*  ouvriers  »  comme  le  nombre  dès  toifes. 
faites  par  tes  i-f  ouvriers,  eft  au  nombre  des  toifés  (ait es- 
par les  45*  ouvriers  ;  &  de  même  dans  fe  fécond  exemple» 
300  perfonnes  font  à  6o\  comme  le  nombre  de  livres 
oépenfées  pas  300  perfonnes  eft  au  nombre  de  livres  dé~ 
penfées  par  do* 

74»  Mais  il  y  a  dis  quefâbns  où  lès  deux  dérmers  ter* 
mes  homogènes  font  entr'eux  réciproquement  comme: 
tes  deux  premiers  ;  foie»  par  exemple»  la  queftion  fui- 
vante  1 40  hommes  ont  feîttm  ouvrage  en  2 y  Jours  ;  ooe 
demanda  en  combien  de  tems  jo  hommes  feront  le  mê- 
me ouvrage»  Les  deux- termes  bfomogenes  connus  der 
cette- queftion  font  40  &  jo ,  dont  le  premier  eft  moin-: 
dre que  tefecoad; par  conféquem  afitvque lesdeuxder^ 
siers  ternies  homogènes  2f8tx  fuflent  entr*feux  commet 
les  deux  premiers  »  il  faudrait  que  lé  nombre  2 y  qui*  ré-* 
|Qpd  à  40,  fut  auiE  moindre  que  x  qui  reperd  à  £ct$ 
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ce  qui  n'eft  pas  vrai ,  parce  que  40  hommes  doivent  em- 
ployer plus  de  tems  à  faire  un  ouvrage  que  jo  hommes  ; 
c'eft  pourquoi  les  deux  nombres  de  jours  2  j  &  x  ne  font 
pas  entr'eux  directement  comme  40  &  yo ,  mais  ces  deux 
^ombres  2Ç  &t  x  font  entr'eux  réciproquement  comme 
40  &  jo .  c'eft-à-dire  (yo) ,  que  40  hommes  font  à  yo, 
comme  le  nombre  x  de  jours  employés  par  les  yo  hom- 
mes eft  au  nombre  de  jours  employés  par  les  40.  Il  faut 
donc  arranger  les  termes  de  cette  proportion  de  la  ma- 
nière fuivante  40*.  yo11.  :  :  xK  25'. 

7J.  Les  règles  de  trois  dans  lefquelles  les  deux  der- 
niers termes  homogènes  font  entr'eux  comme  les  deux 
premiers,  font  appellées  direâes  ;  &  celles  où  les  deux 
derniers  termes  homogènes  font  entr'eux  réciproque- 
ment comme  Us  deux  premiers,  font  appellées  indi- 
reftes* 

75*.  fi.  Il  eft  facile  de  connoître  (i  la  règle  de  trois  eft 
direâe  ou  fi  elle  çft  indireâe.  Quand  les  termes  correk 
pondans  vont  du  plus  au  plus ,  elle  eft  direâe  :  mais  fi  les. 
termes  vont  du  plus  au  moins ,  elle  eft  indireâe  ;  dan? 
l'exemple  de  l'article  71  les  termes  vont  du  plus  au  plus, 
puifque  plus  il  y  a  d'ouvriers ,  plus  il  y  a  de  toiles  faites  1 
ainfi  la  règle  eft  direâe.  Mais  l'exemple  de  l'article  74 
appartient  à  la  règle  de  trois  indireâe ,  puifque  plus  il  y 
aura  d'hommes ,  moins  il  faudra  de  jours  pour  achever 
Un  ouvrage.  On  voit  bien  que  par  termes  correfpondans 
nous  entendons  ceux  dont  l'un  répond  à  l'autre,  quoi- 
qu'ils foient  de  différente  efpece  :  ainfi  dans  l'exemple  de 
1  article  7 1  les  ouvriers  &  les  teifes  font  les  termes  cor- 
refpondans ,  &  dans  l'article  74  ce  font  les  hommes  & 
tes  jours;  c'eft  pourquoi  fi  on  difoit  :  100  ouvriers  ont 
fait  20  toifçs,  combien  en  feront  80  ouvriers  ;  la  règle  . 
ne  feroit  pas  indireâe,  quoiqu'il  y  ait  100  ouvriers  d'une 
part,  &  feulement  80  de  l'autre,  parce  que  100  ouvriers 
&  80  ouvriers  ne  font  pas  des  termes  correfpondans  :  ce 
/ont  les  ouvriers  &  les  toifest 
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75.  Afin  de  réfoudre  les  règles  indirectes ,  il  faut  après 
avoir  difpofé  les  termes  en  proportion ,  comme  on  vient 
de  le  faire  dans  le  dernier  exemple ,  multiplier  les  deux 
extrêmes  l'un  par  l'autre ,  &  divifer  enfuite  le  produit  par 
le  moyen  connu  :  dans  l'exemple  propofé,  il  faut  multi- 
plier 40  par  2.5 ,  &  divifer  le  produit  1000  par  jo  ,  le 
quotient  20  eft  le  terme  cherché. 

Voici  encore  un  autre  exemple  de  la  règle  de  trois 
indirede  :  1 50  perfonnes  ont  dépenfé  une  fpmme  d'ar- 
gent eh  60  jours,  on  demande  en  combien  de  tems  100 
perfonnes  dépenferont  la  même  fomme.  Dans  cet  exem- 
ple les  deux  termes  homogènes  connus  font  ijo  & 
100 ,  dbnt  le  premier  eft  plus  grand  que  le  fécond.  Ain  fi 
afin  que  les  deux  autres  termes  homogènes  fuflent  entre 
eux  comme  les  deux  premiers  ,  il  faudroit  que  60  qui 
répond  à  1  jo ,  fût  plus  grand  que  le  terme  cherché  x 
qui  répond  à  10e.  Or  il  eft  clair  que  le  terme  60  n'eft 
pas  plus  grand  que  x,  puifque  ijo  perfonnes  doivent 
uépenfer  une  certaine  fomme  en  moins  de  tems  que  100 
perfonnes  ;  par  conféquent  les  deux  nombres  de  jours 
90  6c  x  ne  font  pas  entr'eux  directement  comme  r 50  & 
100  :  mais  ces  deux  nombres  6o&cx  font  entr'eux  réci- 
proquement comme  iyo&  100,  enforce  qne  i;o  per- 
fonnes font  à  100 ,  comme  le  nombre  x  de  jours  eft  à  60  i 
par  conféquent  il  faut  arranger  les  termes  en  cette  ma- 
nière ,  1  $o?.  ioop.  :  :  xK  66\  On  trouvera  la  folution  de 
cette  règle ,  en  multipliant  les  deux  extrêmes  îfo  &  6a 
l'un  par  l'autre ,  &  divitant  4e  produit  9000  par  100  qui 
eft  le  moyen  connu. 

76.  B.  Lorfque  la  règle  de  trois  eft  indireâe ,  on  peut 
faire  enforte  que  le  terme  inconnu  fott  le  quatrième  de  la 
proportion  >  il  ne  faut  que  mettre  les  deux  premiers  termes 
homogènes  connus  à  la  place  l'un  de  f autre.  Ainii  dans  le 
dernier  exemple  il  faudroit  difpofer  les  termes  en  cette 
manière,  joop.  âfOv  ::  6ù\  xK  II  ne  s'enfuit  cependant 
pas  de-là  qu'il  n'y  a  point  de  diftin&km  à  faire  entre  U 

miv 
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règle  de  trois  direfte :Sc  la  règle,  in^ire&e  >   puifque  : 
quand  elle  eft  iadire&e  >  les  deux  premiers  termes  homo- 
gènes  doivent  être  dlfpofés  autrement  que  quand  elle  eft 
direde.  .  •  ;     / 

76.  G  La  preuve  de  la  règle  de  trois  dtrefte  peu^  fe 
Faire  en  multipliant  les  deux  extrêmes  &  divifant  le  pro- 
duit par  un  ces  moyens  ;  car  fi  le  quotient  qu'on  trouve 
eft  l'autre  moyen ,  c'e.ft  une  marque  que  l'opération  a 
été  bien  faite.  Ainfi  pour  faire  la  preuve  du  premier 
exemple  p.rôpofé ,  il  faut  multiplier  1  ?  par  60 »  &  divi- 
fer  le  produit  £00  par  20  qui  eft  un  des  moyens ,  &  on 
trouvera  le  quotient  4c  qui  eft  l'autre  moyen.  Quand 
la  règle  de  trois  çû  indire fte,  il  faut  multiplier  les  deux 
moyens ,  &  divifer  le  produit  par  un  extrême.  En  un  mot, 
fî  le  terme  trouvé  eft  un  extrême,  on  multipliera  les  deux 
extrêmes  *  &  fi  ce  terme  eft  un  moyen  on  multipliera  les 
deux  moyens  ;  de  forte  que  le  terme  trouvé  doit  toujours 
fervir  à  la  multiplication.  Lorfque  le  terme  trouvé  con- 
tient une  fradion  ,  il  faut  pour  faire  cette  preuve  exacte- 
ment çmployer  le  calcul  des  fraâions  dont  nous  parlerons 
dans  la  fuite. 

76.  D.  Nqus  fuppofons  que  les  termes  ont  été  bien 
arrangés :  ;  car  s'ils  ne  l'avoient  pas  été  de  la  manière  con- 
venable, cette  preuve  ne  le  feroit  pasconnottre.  Au  refte. 
on  peut  voir  facilement  fans  preuve  G  les  termes  ont  été 
mal  difpofés  :  je  fuppofe  que  dans  l'exemple  de  l'article 
74,  on  "ait  ainfi  arrangé  les  termes»  40*.  jah.  ::  ayj.  *'• 
en  multipliant  les  deux  termes  jb  &  2;  l'un  par  l'autre , 
&  divifant  le  produit  12  jo  par  le  premier  terme  40 ,  on 
trouvera  au  quotient  3 1  qui  eft  plus  grand  que  aj  ;  &  ce* 
pendant  le  terme  ckercké  doit  être  plus  petit  que  2jT , 
puifque  yo  hommes  doivent  faire  un  ouvrage  en  moins 
de  tems  que  40  ;  d'où  l'on  conclura  que  les  ternfts  ont  été 
mal  arrangés. 

77.  il  fuit  de  ce  qu'on  a  dit  fur  les  règles  de  ttois  di- 
•reftesfiç  indireâes,  qu'après  avoia;  arrangé  les  termes  ef 
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proportion ,  il  faut  multiplier  les  deux  moyens  l'un  par 
l'autre ,  quand  les  deux  moyens  font  connus  t  &  divife* 
le  produit  par  l'extrême  connu.  Au  contraire ,  lorfque 
les  deux  extrêmes  font  connus ,  il  faut  les  multiplier  l'un 
par  l'autre  ,  &  divifer  le  produit  par  le  moyen  connu  ; 
&  le  quotient  dans  l'un  &  l'autre  cas  fera  le  terme  cher- 
ché proportionnel  aux  trois  autres  :  c*eft  ce  que  l'on  va 
prouver  dans  la  démonftration  fuivante ,  dans  laquelle  on 
fuppofera  d'abord  que  les  deux  moyens  &  le  premier  cxi 
trêrae  font  connus. 

Démonstration  de  la  Règle  de  Trois. 

78.  Soient  les  trois  premiers  termes  a,  b >  c;  enforte 
que  l'on  ait  la  proportion  a .  b  :  :  c.  x.  Il  s'agit  de  démon* 
tret  que  la  grandeur  x.  eft  égale  au  produit  des  moyens 
t&c,  divifé  par  le  premier  terme  a} c'eft- à-dire,  que 
*  =rv .  Je  le  démontre  ainfi :  puifque  a.bi:  c.  x;  donc 
par  le  premier  Théorème  ;  axzJbc  ;  par  conséquent  fi  on 
divife  chacun  de  ces  produits  égaux  ax  &  bc  par  la 
même  grandeur ,  les  quotiens  feront  encore  égaux  ;  je 
divife  donc  ces  deux  produits  par  a  ;  on  aura  v=T :  oc 
t=*  (  Lhr.  I.  art.  1 66 )  donc  x  ==~. 

Si  les  deux  extrêmes  &  un  moyen  étoient  connus 
comme  dans  la  règle  de  trois  indireâe,  on  auroir  la  pro- 
portion a.  k.::  x  .  c  d'où  l'on  conclurait  que ac=bx ,  & 

que  par  conféquent  t  —  *?•  OrT=*«  Donc  j=*  °U 
f-TT  ,  c'eft-à  dire  que  dans  ce  cas  le  terme  cherché  eft 
égal  au  produit  des  extrêmes  divifé  par  le  moyen  connu. 

.Corollaire. 

79.  Il  fuit  de*  là  que  toutes  les  fois  que.  l'on  a  une 
fraârion ,  dont  le  numérateur  eft  le  produit  de  deux 
grandeurs,  on  peut  toujours  faire  une  proportion  dont 
fe  premier  terme  (bit  Je.  dénominateur  de  la  fraâion* 


i86  Des  Proportions. 

les  deux  moyen*  (oient  les  grandeurs  qui  font  les  deux  v 
racines  du  produit  qui  fert  de  numérateur  à  la  fraâion  ;  t 
enfin  le  quatrième  terme  (bit  la  fraâion  même  :  par  exem-  • 
pie ,  on  peut  faire  de  la  fraâion  ~  h  proportion  fuivante  » 

Cette  proportion  eft  vraie  >  puifque  nous  venons  de 
démontrer  que  le  quatrième  terme  proportionnel  aux   : 
trois  autres ,  a ,  b ,  c ,  eft  égal  au  produit  des  moyens  b  & 
c ,  divifé  par  le  premier  terme  a  :  ce  Corollaire  eft  d'ufage 
dans  pluneurs  occafions. 

80.  On  peut  donner  une  autre  démonftration  fort 
fimple  de  la  règle  de  trois ,  qui  ne  fuppofe  pas  la<ronnoi£- 
fance  du  premier  Théorème  :  nous  en  allons  faire  l'ap* 
plication  au  premier  exemple  rapporté  ci-deflus  pour  la 
règle  de  trois  dire&e  :  1;  ouvriers,  ayant  fait  20  toifes 
pendant  un  certain  temps»  on  demande  combien  en 
feront  45*  ouvriers  dans  le  même  temps  :  pour  le  trou* 
ver  je  confidere  que  fi  un  feul  ouvrier  avoit  fait  20 
toifes ,  45*  ouvriers  en  feroient  45*  fois  20  dans  le 
même  temps  :  il  faudrait  donc  multiplier  20  par  45*  * 
&  le  produit  900  exprimeront  le  nombre  de  toifes  que 
feroient  4 y  ouvriers.  Mais  ce  n'eft  pas  un  ouvrier  feul 
qui  a  fait  les  20  toifes  ;  il  n'en  a  fuit  que  la  quinzième 
partie ,  puifque  qu'il  y  avoit  1  f  ouvriers  qui  ont  tous 
travaillé  également  à  ces  20  toifes.  Par  conféquent  les 
45*  ouvriers  ne  feront  pareillement  que  la  quinzième  par- 
tie de  poo  toifes  :  il  faut  donc  chercher  la  quinzième 
partie  de  900., Or  pour  trouver  la  quinzième  partie  de 
500  il  faut  divifer  ce  nombre  par  iy.  D'ailleurs  900 
eft  le  produit  des  moyens  45"  &  20-;  ainfi  pour  trouver 
le  quatrième  terme  cherché ,  il  faut  multiplier  les  moyens 
l'un  par  l'autre ,  &  divifer  enfuite  le  produit  par  U  pre« 
mier  terme. 

81.  La  règle  de  trois  indireâe  peut  fe  prouver  par 
un  raifonnement  à  peu  près  femblable.  10  perfonnes 
pnt  confommé   une  certaine  quantité  de  vivres  en 


Livre    second.  187 

jours  ;  on  veut  fçavoir  en  combien  de  jours  1 2  per~ 
feront  la  même  confommation.  Ces  quatre  ter» 
font  la  proportion  fuivante ,  10 .  12  ::  x  .  60.  Or  » 
ur  trouver  le  troifteme  terme  x  que  Ton  cherche ,  il 
ut,  (uivant  la  méthode  expliquée  ci-deffus,  multiplier 
deux  extrêmes  10  &  60  l'un  par  l'autre ,  &  diviler  le 
produit  600  par  le  moyen  connu  12  :  ce -qui  donnera  le 
quotient  yo  qui  eft  le  tnoUieme  terme  cherché.  Voici  la 
raifon  de  cette  méthode  :  fi  un  feul  homme  avoir  con~ 
fommé  la  provifion  de  vivres  en  60  jours,  12  hommes 
feraient  la  même  confommation  pendant  la  douzième 
partie  de  60  jours.  Or  pour  avoir  la  douzième  partie  de 
60  jours ,  il  faut  divifer  60  par  1 2  ;  mais  comme  par  la 
fuppofirion  ce  font  10  perfonnes  qui  ont  épuifé  la  provi- 
fion en  60  jours ,  c'eft  la  même  chofe  que  fi  un  feul  homme 
l'avoit  confommé  en  10  fois  60  jours  :  il  ne  faut  donc 
pas  feulement  prendre  la  douzième  partie  de  60 ,  mai* 
plutôt  celle  de  1  o  fois  60  ;  c'eft-à-dire ,  qu'il  faut  multi- 
plier 60  par  10 ,  &  divifer  le  produit  par  I2« 

Remarque. 
81  •  B.  Quand  les  deux  moyens  font  connus  »  au  lieu 


de  multiplier  ces  deux  moyens  l'un  par  l'autre ,  &  do 
divifer  enfuite  le  produit  par  l'extrême  connu ,  on  pour* 


fer  le  moyen  4^  par  1  y ,  &  multiplier  le  quotient  3 
par  l'autre  moyen  20 ,  le  produit  feroit  le  quatrième  x 
terme.  De  même  dans  l'exemple  de  l'Article  71,  on 
pourroit  divifer  le  moyen  1042  par  300  &  multiplier 
le  quotient  total  3  +  fô  par  60  ;  on  trouveroit  au  pro- 
duit 1 80-+.14H-  Ot  cette  fraâion  *££  eft  égale  à  28 
+tt§  »  comme  il  paraître  en  divifant  le  numérateur  par 
le  dénominateur* 
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En  fiûvant  cette  méthode  on  trouvera  la  même 
tité  que  par  la  première ,  comme  il  eft  facile  de  le  pr< 
par  le  premier  exemple  :  en  multipliant  d'abord  45* 
%o ,  &  divifant  en  fuite  le  produit  par  1  y ,  on  a  un  qt 
tient  20  fois  plus  grand  que  fi  on  avoit  di  vifé  feuleront  - 
par  iy ,  fans  multiplication.  Or  pareillement  en  divifi 
Sabord  \$  par  1  y ,  &  multipliant  enfuke  le  quH 
par  20,  on  a  un  nombre  20  fois  plut  grand  que 
n  avoit  point  fait  de  multiplication*  Lorfque  les  dei 
extrêmes  font  connus  >  on  peut  de  même  divifer  uo 
ces  extrêmes  par  k  moyen  connu  >  &  multiplier  enft 
le  quotient  par  l'autre  extrême. 

82.  Les  règles  de  trois  dont  nous  avons  parlé  jufiji 
préfent ,  font  appellees jîmpfcj ,  parce  qu\  lies  ne  renfc 
inent  que  quatre  termes  :  il  y  en  a  qu'on  appelle  cornue 
ce  font  celles  dans  lesquelles  il  y  a  plus  de  quatre  tei 
comme  dans  la  queftioa  (iiivante  :  20  hommes  ont 
42  toifes  en  8  jours»  on  demande  combien  30  horoi 
feront  de  toifes  en  24  jours.  On  peut  réfoudre  ces  fa 
de  règles  en  les  réduilant  à  plufieurs  règles  de  trois  fit 
pies  »  comme  nous  allons  l'expliquer* 

82.  B.  Il  faut  d'abord  remarquer  que  les  termes 
fe  queftion  qu'on  pcopofe  font  toujours  en  nombre  paif 
par  exemple  6,8,  &c.  &  qu'il  y  en  a  autant  dans  ur 
membre  que  dans  Faurre,  Ravoir  trois  dans  chacun  •  a 
te  queftipn  etuesfecme  6  >  8(  4  fi  elle  en.  contient  8.  Ceta 
pofe , 

82.  C\  x\  On  fuppofera  qu*un  des  termes  du  fécond 
membre  de  là  queftion  eft  égal  au  terme  homogène  <ta 
premier  membre  3  &  par  ce  moyen,  on  pourra  regardée 
ces  deux*  tennes.  comme  évanouis»  eu  comme  ne  1* 
trouvant  plus  dans  k  queftion.  On  fappofera  dans  notre 
exemple  que  le  nombre  des  jours  du  fécond  membre 
eft  réduit  à  8  ».  &  par -là  il  a'y  aura  plus  que  quatre  ter* 
nés  dans  la  queftion.,  qui  font  20  hommes  12  toifes  % 
30  hommes  &  le  nombre  de  toifes  que  feront  ce»  $\ 
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es  en  huit  jours.  On  trouvera  1 8  poux  quatrième 

.  Après  cela  on  dira  :  fi  £o  hommes  (bot  î8  toifes 
8  jours  ,  combien  ces  30  hommes  en  feront-ils  en 
_  jours*  Le  nombre  d*hommes  éft  le  même  dans  les 
deux  membres:  ainfi  les  «o  hommes  difparoifiènt  de 
part  &  d'autre  ;  &  il  ne  reftera  plus  que  quatre  termes , 
fçavoir  8  jours ,  18  toifes  ,  24  jours  de  le  nombre  *  de 
toifes  que  l'on  fera  en  24  jours.  Ainfi  cette  queftion  ne 
renferme  qu'une  règle  de  trois  fimple .  qui  étant  réfôîue 
fera  trouver  5*4  toifes  :  c'eft  l'ouvrage  que  feroient  30 
hommes  en  24  jours. 

8a  D.  On  auroit  pu  faire  évanouir  les  Sortîmes  dans 
la  première  règle  de  trois ,  en  fuppofànt  qu'il  y  en  m  le 
même  nombre  dans  les  deux  membres  *  fçavoir  20  :  on 
auroit  donc  dit  d'abord  :  fi  12  toifes  fe  font  en  8  jours  > 
combien  s'en  fera-t-il  en  24  jours  ?  On  trouvera  36. 
Après  cela  on  diroit  :  fi  20  hommes  ont  fait  3  6  toifes  en 
24  joute,  combien  30  hommes  en  feront  ils  dans  le: 
même  temps.  Les  24  jours  s'évanauiffent ,  parce  que  ce 
terme  fe  trouve  dans  les  deux  membres.  Il  ne  reftera  donc 
que  quatre  termes  dont  le  quatrième  fera  5*4. 

81 E,  En  général  on  fait  autant  de  règles  de  trois  fim« 
pies  moins  une.qu'il  y  à  de  termes  dan;  chaque  membre  t 
ril  y  a  trois  termes,  il  faut  faire  deu£  règles  de  trois  :  s'il 
y  a  quatre  termes  ,  il  en  faut  faire  trois ,  &c.  mais  on  doit 
obferver  qu'il  n'y  ait  jamais  plus  de  <Juat ré  termes  dâna 
chaque  règle  de  trois  fimple  :  ainfi  s'il  y  a  huit  termes  dan* 
la  queftion ,  il  en  faut  faire  difparoîtrc  quatre  *  deux  àcha* 
que  membre ,  en  fuppofant  que  deux  termes  du  fécond 
(ont  égaux  aux  deux  termes  homogènes  du  premier. 
Nous  verrons  après  avoir  expliqué  les  faifons  compo- 
ses» qu'on  peut  réfoudre  les  règles  de  trois  cotnpofées  » 
en  les  réduifant  à  une  feule  règle  de  crois  fimple  par  le 
moyen  des  raifriis  coopofées* 
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DE  LA  REGLE  DE  COMPAGNIE* 

nu  de  Sadêtl  V 

82  F*  La  règle  de  compagnie  eft  cetle  par  laquelle  il 
feu t  partager  une  fbiome  en  pluficurs  parties  proportion j] 
Délies  à  des  grandeurs*  données.  Suppofons ,  par  exem- 
ple, que  trois  Marchands  aient  fait  une  fociété  pour  en- 
treprendre un  commerce  :  que  le  premier  ait  mis  ioooo] 
livJ  le  fécond  14000 ,  le  troifieme  16000 ,  &  qu'ils  aient 
gagné  JBoooliv.  il  Vagit  de  partager  ces  8000  h  à  pren 
portion  de  ce  que  chacun  a  mis. 
*  82  G.  Il  faut  aflembler  les  trois  mifes ,  &  faire  autant 
dé  regle6  de  trois  qu'il  y  a  d'afTociés  ;  enforte  que  les 
çleux  premiers  termes  de  chacune  foient  la  fotnme  des 
miles  &  le  gain  total  ,  le  troifieme  foit  la  mife  de  chaque 
aflbcié ,  le  quatrième  fera  le  gain  qui  reviendra  à  celui 
dont  la  mife  eft  le  troifieme  terme  de  la  proportion.  Dans 
nbtceeMemple  la  fommedes  trois  mifes  eft  40006,  le  gain 
total  eft  8000  liv.ainfi  il  faudra  faire  les  trois  propor- 
tions Gavantes  :  ' 

{4OOOO 1 .  &000 1  :  *   iOOOO  1  .  x  =  51000 1 
40000  .  8000  :  :  14900  . .  y  =  2800 
40000  .  8000  ::  16OOO  .  7  =  3200 

lia  réfolution  de  ces  trois  règles  fera  connoître  qu'il 
faudra  donner  2000liv.au  premier  Aflbcié ,  2806  liv. 
au  fécond,  3 200  liv.  au  troifieme.  On  s'afliirera fi  on  a 
bien  opéré  en  ajoutant  les  trois  gains  particuliers  enfem» 
ble  ;  car  fi  la  fomene  eft  égale  au  gain  total ,  c'eft  une  mat' 
que  que  les  opérations  ont  été  bien  faites. 

8  2  H.  Les  règles  de  compagnie  font  appellées  (impies 
torique  la  mife  de  chaque  particulier  fait  feule  le  troifieme 
terme ,  comme  dans  l'exemple  qu'on  vient  de  rapporter  r 
mais  elles  font  çompofées  qqand ,  outre  1a  çonudération 
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les  mîfes ,  il  faut  encore  avoir  égard  au  tems.  Suppofons, 
par  exemple ,  que  le  premier  ait  m»  fon  argent  pour 
10  mois ,  le  fécond  pour  i  j  mois ,  &  le  troifieme  pour 
20  :  il  faut  multiplier  chaque  mife  par  le  tems  qui  lui 
&ft  propre ,  1 0000  par  1  o ,  1  4000  par  1  y ,  &  1 6000  par 
êo;  on  aura  les  trois  produits  looooo,a  10000,3  20000: 
fc  faut  les  ajouter  enfemble  ;  la  fomme  530000  fera  le 
premier  terme  de  la  proportion  ,  le  fécond  fera  le  gain 
total ,  le  troifieme  fera  le  produit  de  la  mife  de  chacun 
ipar  le  tems.  Ainfi  les  trois  proportions  feront  celles-ci: 
k  Comme  des  trots  termes  trouvés  eft  égale  au  gain  total 
8000 1.  ainfi  les  opérations  font  bien  faites. 

630000 1  .  8000 1  ::  100000  . ■  x  =  ia^P& 
670000  .  8000  ::  210000  .  y  =  %666^ 
(J50000  •  8000  :  :  320000  .  ç  =  4063  5nf 

DE    LA   REGLE    D9  ALLIAGE. 

82.  7.  La  règle  d'alliage  confîfte  à  mêler  plufieurs 
chofes  de  qualités  différentes  ou  de  différer) s  prix ,  afin 
d'avoir  un  mélange  d'un  prix  moyen  :  par  exemple  >  fi 
on  a  du  vin  à  7  fols  la  pinte  &  du  vin  à  12  fols ,  & 
qu'on  veuille  avoir  un  mélange  à  10  fols ,  on  fe  fert  de 
la  règle  d'alliage  pour  fçavoir  en  quelle  manière  il  faut 
faire  le  mélange. 

82.  K.  On  défignera  le  prix  du  vin  à  7  fols  par  a ,  celui 
du  vin  à  12  par  b ,  &  enfin  le  prix  moyen  par  m ,  &  on 
fera  les  égalités  fuivantes  tf-t-3  =  m,  b  —  2  =  m  qui 
Cgnifient  7  -*-  3  ==  10  &  12  —  2  =  10  :  enfuite  on  mufc* 
tiplie  la  première  de  ces  deux  égalités  par  le  nombre 
2  qui  eft  dans  la  féconde  :  on  multiplie  auffi  la  féconde 
par  3  qui  eft  dans  la  premières  les  produits  font  20-»-  6 
x=2m&3i  —  6=3 m.  H  faut  ajouter  ces  produits 
enfemble,  la  fomme  fera  2a -+-3^  ■+•  6—  6  =  2m -h  3m 
flui  fe  réduit  à  2*  ±  $b  »  jm.   Or  cette  égalité  fait 
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connoître  que  fi  on  mêle  deux  pintes  de  vin  à  7  Coii  \\ 
avec  trois  pintes  *à  12  fols,  on  aura  cinq  pintes  à  10  f 
fols  :  ce  qui  eft  évident ,  puifque  le  prix  de  deux  pin-  k 
tes  de  vin  à  7  fols ,  &  celui  de  trois  pintes  à  .12  fols  font  f 
jo  fols ,  qui  eft  le  prix  de  cinq  pintes  à  10  fols. 

82.  L.  Préfentement  fi  on  veut  avoir  une  certaine 
quantité  de  mélange  ,  par  exemple  ,  300  pintes  *  on 
trouvera  aifément  combien  il  faudra  mettre  de  l'une  & 
de  l'autre  efpece  de  vin.  Il  faut  faire  deux  règles  de  trois  » 
dont  les  deux  premiers  termes  foient  j  &  300  >  le  troi- 
sième terme  de  l'une  foit  2 ,  &  le  troifiemê  terme  de  l'au- 
tre 3  ;  le  quatrième  de  la  première  fera  le  nombre  de  pin- 
tes à  7  fols  ,'&  le  quatrième  de  la  féconde  fera  le  nombre 
*  des  pintes  à  12  fols: 
voici  les  deux  prô-  j    •   30b  :  :  2  .  x*±  120 

portions,   il  faudra  f    .    306::  3  •js=  180 

donc  mêler  1 20  pin- 

8b  à  12  fols  ;  on  aura 
ident»  puifque  le  prix  c 
tt/i.uucioy  a  xj,  fols  eft  égal  à  celui  de  300  pintes  a 
10  f.  c'eft  3060  f.  où  i  50  1.  Si  on  ne  vouloit  pas  avoir 
de  pïéuve ,  la  première  règle  de  trots  fuffiroit ,  puifqu'il 
eft  clair  que  G  pour  avoir  300  pintes  de  vin  à  10  f.  il 
en  faut  mettre  12Ô  à  7  f.  t  il  en  faut  mettre  à  12  autant 
qu'il  eft  néceflàire ,  £our  aller  de  i20  jufqu'à  300. 

Nous  avons  dit  que  le  4e .  terriie  de  la  première  règle 
de  trois ,  dont un  des  moyens  eft  2  »  fera  lé  nombre  des 
pintes  à  7  f.   La  raifôn  fe  tire  de  l'égalité  précédente 

~  gledè 

,     m  ..  mélange  de  300  pintes  

tenir  de  ces  pintes  à  7  fols.  Par  la  même  raifon  le  qua 
trieme  terme  de  la  féconde  règle  fera  dés  pintes  à  12  £  » 
parce  que  le  moyen  3  marqué  le  nombre  de  ces  pintes 
«lue  doit  contenir  le  mélangé  de  y  pintes. 

Nous  propoferons  encore  da.QS  le  troifiecîe  Livre 

un 
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un  Problême  qui  appartient  à  la  règle  d'alliage  :  c'eft  ce* 
lui  où  il  s'agît  de  trouver  les  quantités  de  deux  efpeces  do 
métaux  qui  compofent  un  corps  dont  on  connoît  le  poids.' 
Noos  y  parlerons  aufli  de  la  règle  defaujfe  pofitipn  >  dont 
on  peut  fe  fervir  dans  plusieurs  occafîons. 

Théorème    IV* 

83 .  Dans  une  fuite  de  r  pi  fins  égales  lafomme  des  ami* 
tédens  eft  à  lafomme  dès  conféquens ,  comme  unftul  anté- 
cédent eft  à  fon  conféquent* 

Soient  les  raifons  égales  ^-^'-f =^4=i  ~,£c.  la 
(bmme  des  antécédens  tf-t»8-t- 10+14-4-  16=^4,  eft 
a  la  fomme  des  conféquens  3  +  4  +  5  +  j  +  8  =z  27 
comme  l'antécédent  6  eft  à  fon  conséquent  3  »  ou  comme 
8  eft  à  4,  &c. 

Démonstration. 

On  peut  concevoir  l'antécédent  total  54  partage  dans 
les  mêmes  parties  qui  étoient  féparées  avant  l'addition  ; 
fçavoir  6,  8,  10,14,  16: de m^me  on Peut concevoir 
le  conféquent  total  27  partagé  dans  les  mêmes  parties  qui 
étoient  aufli  féparées  avant  l'addition  ;  fçavoir  »  3  *  4  >  y» 
7, 8,  Or,  par  l'hypothefe,  les  antécédens  particuliers  qui 
font  les  parties  de  l'antécédent  total ,  contiennent  chacun 
autant  de  fois,"  c'eft-à-dire,  deux  fois  leurs  conféquens  » 
qui  font  les  parties  du  conféquent  total  ;  ainfi  l'antécé- 
dent total  ou  la  fomme  des  antécédens  contient  deux  fois 
la  fomme  des  conféquens ,  comme  un  des  antécédens 
contient  deux  fois  fon  conféquent  ;  donc  la  fomme  des 
antécédens  eft  à  la  fomme  des  conféquens ,  comme  un 
antécédent  eft  à  fon  conféquent. 

On  peut  démontrer  par  le  même  rayonnement ,  que 
£  ;hacun  des  antécédens  particuliers  centrent  trois  ioiç 
L  Partie.  a 
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foD  conféquent,  la  fomme  des  antécédens  contiendra 
crois  fois  la  fomme  des  conféquens.  Ainfi  des  autres  cas» 

Autre  Démonstration* 

Suppofons  que  les  raifons  égales  foient  r—z^f ==?  » 
il  faut  prouver  que  a-+-c-+.g-t-m.  b-+*i-+-  h  +  n  :i 
a  .  b.  Cette  proportion  eft  vraie  fi  le  produit  des  extrê- 
mes eft  égal  au  produit  des  moyens.  Or  ai  +  bc  +  bg 
•4*  bm>  produit  des  extrêmes,  eft  égal  à  ab  *■+-  ad  -4-  ah 
H-  an  ,  produit  des  moyens  :  ce  que  je  prouve  en  faifant 
voir  que  chacune  des  parties  du  premier  produit  eft 
égale  à  chaque  partie  du. fécond»  1  .  La  partie  ab  du 
premier  produit  eft  la  même  que  la  partie  ab  du  fécond  ; 
&  par  conféquent  ces  deux  parties  font  égales.  2Q.  Les 
deux  raifons  £  &  j  font  fuppofées  égales  ;  donc  elles  for- 
ment une  proportion  :  ainii  bc ,  produit  des  moyens ,  eft 
égal  à  ad,  produit  des  extrêmes.  30.  Les  deux  raifons 
♦  J-  &  {■  font  fuppofées  égales ,  donc  elles  forment  une  pro- 
portion ,  ainh  bg ,  produit  des  moyens  ,  eft  égal  à  ah  % 
produit  des  extrêmes.  Enfin  les  deux  raifons  £  &  *  font 
aufll  fuppofées  égales  ;  donc  elles  forment  une  propor- 
tion ;  ainfi  les  deux  parties  bm  &  an  font  égales  ;  par  con- 
féquent le  produit  total  ab  4-  bc .+.  bg  -1*.  bm  eft  égal  au 
produit  total  ab  -4-  ad  h-  ah  -4-  an  ;  d'où  fuit  la  propor- 
tion» a-+-c  +  g-+*m.b  +  d  +  h  +  n:;  a.k*  Ce  qu'il 
falloir  démontrer. 

Corollaire* 

$4*  Dans  toute  progreffion  géométrique  la  fomme 
Iles  antécédens  eft  a  la  fomme  des  conféquens,  comme 
un  feul  antécédent  eft  à  fon  conféquent. 
[    C'eft  une  conféquence  évidente  du  précédent  Théo- 
ïètne,  puifqu'une  progreflîon- géométrique  n'eft  qu'une 


/ 
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Fuite  de  raifons  égales ,  dont  chaque  terme  eft  conf  é- 
quent  d'une  raifon  ,  &  antécédent  de  la  fuivante ,  excep- 
té le  premier  &  le  dernier ,  comme  on  Ta  dit  :  par  exem- 
ple dans  cette  progreffion,  -#  $.6.  12.  24. 48  >  Sec.  la 
fomme  des  antécédens  3  -+-  <5  -*- 1 2  -f-  24  =  45* ,  eft  a  la 
fomme  des  conféquens  (S  -+.  12  -t-  24  4-48  =  po ,  comme 
3  eft  à  6.  De  même  en  lettres ,  la  progreffion  •«•  a.  i.  c. 
d.  g.h>  &c.  donne  la  proportion  fuivante  : 


*< 


Théorème  V. 

85*.  Si  on  multiplie  les  termes  de  deux  raifons  Vun  par 
Vautre;  V antécédent  par  V antécédent,  &  le  conféquent  par 
le  conféquent ,  la  raifon  qui  fe  trouvera  entre  le  produit  des 
antécédens  &  celui  des  conféquens ,  fera  le  produit  des  deux 
raifons. 

Démonstration. 

Soient  les  deux  raifons  y  Zc  \  qui  ont  pour  expofant 
5  &  2  :  je  dis  que  fi  on  multiplie  les  antécédens  l'un  par 
l'autre»  de  même  que  les  conféquens ,  la  raifon  des  pro- 
duits 1 20  &  1 2  eft  auffi  le  produit  des  deux  premières 
raifons  ;  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  Pexpofant  de  la 
raifon  de  120  à  12  eft  le  produit  des  expofans  y  &  2  : 
car  en  multipliant  les  deux  termes  de  la  raifon  y  par  4 , 
le  produit  de  1  j  par  4  contiendra  y  fois  le  produit  de  J 
par  4 ,  parce  que  1  c  contient  y  fois  trois  :  mais  fi  on  mul- 
tiplie 1  y  par  8,  douole  de  4 ,  le  produit  de  1  y  par  8  con- 


alloit  démontrer. 
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Autre   Démonstration. 

Il  faut  prouver  que  H  eft  le  produit  des  raifons  £,  ?  i 
Soitf  =  e  &cj—ft  donc  a  =  bt  &  c  =  rf/ ;  par  confé- 
quent  eo  multipliant  les  deux  grandeurs  égales  a  6c  bt  * 
Tune  par  c  &  l'autre  par  df,  qui  font  deux  autres  quan- 
tités égales ,  les  produits  at  6l  bcdf  ou  bdef  feront  én* 
core  égaux  ;  on  aura  donc  ac  =  bdef;  &  en  divifanc 
1  un  &  l'autre  produit  par  bd ,  on  aura  H  =  ~H  î  mais 
*-^-£=  e/(Liv,  L  art,  166 ) 5  donc  H  =  */"•  °r  */  eft  lé 
produit  des  valeurs  ou  des  eXpofans  des  raifons  £  &  J-  * 
par  conféquent  H  e&  le  produit  des  raifons  £  &  7.  Ce 
qu'il  falloit  déûiontirtf. 

Corollaire. 

85.  Su  y  avoit  plus  de  deux  raifons ,  oh  prouverait 
de  la  même  maniéré  qu'en  multipliant  tous  les  antécé- 
dens  les  uns  par  les  autres ,  &  les  conféquens  aufli  »  la  rai- 
fon  qu'il  y  auroît  eritre  le  produit  des  antécédens  &  ce- 
lui des  conféquens  feroit  le  produit  des  raifons:  paf 
exemple  •  foient  les  trois  raifons  £>  j,  £  :  je  dis  que  la  rai- 
fon  îii  eft  le  produit  des  trois  premières  ;  car  on  vierit 
de  faire  voir  que  la  raifon  fà  eft  le  produit  des  deux  f  8c 
£-.  Donc  pareillement  fjfc  eft  aulïi  le  produit  des  deu& 

87.  On  peut  remarquer  que  quand  l'antécédent  d*une 
des  raifons  qu'on  multiplie  eft  plus  petit  que  fon  confé* 
queat ,  le.  produit  qui  vient  de  la  multiplication  eft  plus 
petit  que  l'autre  raifon  :  par  exemple ,  (î  on  multiplie  là 
raifon  \  par  cette  autre  tz  ,  le  produit  & ,  eft  une  raifon 
plus  petite  que  \%  parce  que  l'antécédent  de  rs  eft  moin- 
dre que  fon  conféquent.  Pareillement  le  produit  £  eft 
aufli  plus  petit  que  r»»  parce  que  l'antécédent  de  r  eft 
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encore  moindre  que  Ton  conféquent.  On  pourra  voir  la 
raifon  de  cette  remarque  dans  le  Traité  des  fraôious* 

Théor$miVI* 

88.  Si  on  multiplie  tes  termes  S  une  proportion  par  ceux- 
tune  autre  proportion  pris  dans  le  mime  ordre  %ceft -à-dire* 
le  premier  de  Vune  par  le  premier  de  l'autre ,  le  fécond  par 
le  fécond ,  le  troi/îemepar  le  troijieme ,  le  quatrième  par  l& 
quatrième  ;  les  produits  feront  encore  çn  proportion* 

Démonstration, 

Si  on  a  les  deux  proportions ,  £  »  1  o  :  :  $  •  1 6'6t  2.3:; 
4. 6  ,  je  dis  que  les  produits  y  x^,  *Ox  3  >  8  x4 1 16 x# 
qui  viennent  en  multipliant  les  termes  de  la  première  par 
ceux  de  la  fécond» ,  font-  encore  en  proportion.  Car  les 
deux  raifons  de  la  première  proportion  font  des  quantité» 
égales»  Pareillement  les  deux  mitons  de  la  (écoride  pic? 
portion  font  auffi  des  quantités  égales  :  donc  fi  on  multi- 
plie les  deux  raifons  de  la  première  proportion  par  celles 
de  h  féconde»  les  raifons  qui  en  réfulteront  feront  en*, 
core  égales.  Or  en  multipliant  les  termes  de  la  première- 
proportion  par  ceux  de  la  (econde ,  on  multiplie  les  deux, 
raifons  de  cette  première  proportion  par  celles  de  la  fé- 
conde (S y }  ;  par  conféquent  les  deux  nouvelles  raifons  qui 
viendront  feront  égales,  c'eft-àdire,  que  les  produits. 
des  ternies  d'une  proportioapar  ceux  de  l'autre t%  feronp; 
çncore  en  proportion.  Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

AuTEB    DÉMONSTRATION^ 


>oientles  deux  proportions  *.>::  c .  d§c  e  •/:  :  g .  fe 
i  n  multiplie  les  termes  de  la  première  par  ceux  de  la, 
1  onde  t  les  produits  ae ,  bf  »  cg>,  dk ,  font  encore  en  pro- 
]    ripa  ,  enforte  qpcac  »  $*  2 .:  c£ .  dh.  Four  le  faire  voi^ 
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il  n'y  a  qu'à  démontrer  (4.2)  que  le  produit  des  extrêmes 
aedh  ou  adeh  eft  égal  au  produit  des  moyens  bfcg  ou  bcfg; 
il  s'agit  donc  de  prouver  que  adeh  =  bcfg. 

Par  l'hypothèle  a.b  :  :  c  .d;  donc  ad  =  bc ,  de  même 
à  caufe  de  l'autre  proportion ,  e ./:  :g .  fc ,  on  a  encore 
l'égalité  eh  =fg  ;  par  conféquent  les  deux  grandeurs 
égales  ad  &  bc  étant  multipliées  Tune  par  eh  &  l'autre  par 
fg  ,  les  deux  produits  adch  &  £c/g  feront  encore  égaux» 
Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

On  peut  démontrer  par  la  même  méthode  »  que  fi  on 
multiplie  les  termes  de  plufieurs  proportions ,  par  exem- 
ple de  trois ,  les  uns  par  les  autres,  pris  dans  le  même 
ordre ,  les  produits  feront  encore  proportionnels. 

Corollaire, 

*        *  * 

8p.  Si  on  a  la  proportion ,  a .  b  :  :  c .  à ,  les  quarrés  de 
ces  grandeurs  font  encore  en  proportion,  c'eft- à-dire, 
que  ax .  bx  :  :  c1 .  d\  C'eft  une  fuite  évidente  de  ce  Théo- 
rème ,  puifque  les  termes  de  cette  féconde  proportion 
font  les  produits  des  termes  de  la  première ,  multipliés  par 
ceux  de  la  même  proportion.  De  même  fi  on  multiplie 
les  termes  de  la  proportion  a1 .  bx  :  :  c1  •'  d1  par  ceux  de  la 
première  a.b  :  :  c  .  a ,  on  aura  cette  autre  proportion  , 
ax .  bx  :  :  c3 .  d>  ;  &  fi  on  multiplioit  encore  les  termes  de 
cette  dernière  par  ceux  de  la  première ,  on  auroit  a*.b4; : 
c4  •  d4 ,  &  ainfi  de  fuite  ;  enforte  que  l'on  peut  dire  en  gé* 
néral ,  que  fi  quatre  grandeurs  font  proportionnelles ,  let 
puiflances  femblables  de  ces  grandeurs  font  auflî  propor- 
tionnelles ,  c'eft-à-dire*  que  fi  a. b  ::  c  .  d ,  on  aura auflî 
la  proportion  am .  bm  ::  cm.  dm  :  a™  fignifie  que  a  eft  élevé 
a  une  puiflance  marquée  par  la  lettre  m ,  qui  peut  repré- 
fenter  2,  3 ,  4,  5  ,  &  tous  les  nombres  poflibles  :  il  en 
eft  de  même  de  b\  cm,  &  dm. 

90.  La  proposition  réciproque  de  ce  Corollaire  eft 
encore  vraie*  c'eft-à- dire,  que  fi  les  puiflances  fembla-.. 
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bles  de  quatre  grand euls  font  proportionnelles,  les  gran- 
deurs  elles  mêmes  »  qui  font  les  racines  femblables  de  ces 
puiflaoces  k  font  aufli  proportionnelles  :  par  exemple ,  fi 
a1 .  ft3  :  ;  c3  •  d\  on  aura  aufli  la  proportion  4 .  b  ;  :  c  .  <f  5 
car  ayant  la  proportion  a3 .  k  :  :  c3 .  d> ,  on  en  conclut  l'é- 
galité 43d3=£?  c3.  Or  ces  deux  produits  a?  d ?  &  43  c3  étant 
égaux ,  leurs  racines  femblables  ai  &  hc  font  égales  ;  pat 
conféquent  a*b  :ic  *d  (42). 

pi.  Remarquez  que  dans  le  Corollaire  précédent 
„  aotijn'avons  pas  dit  que  deux  puiflances  femblables  font 
proportionnelles  à  leurs  racines  ;  ce  qui  feroit  faux  :  par 
exemple ,  il  n'eft  pas  vrai  que  ax .  b1  :  ;  a .  b  ;  cela  paroît 
évidemment  dans  les  nombres  ;  car  fi  on  prend  36  &  4 
qui  font  les  quarrés  de  6  &  de  2  K  il  eft  clair  que  36  n'eu 
pas  a4  comme  6  eft  à  2* 

DES  R4IS0NS  COMPOSÉES 

$2.  Une  raifon  compofèe  eft  le  produit  de  deux  ou  do 
plofieurs  raifons  :  par  exemple  9  H  eft  la  raifon  compa- 
fée  des  raifons  £  &  |-  dç  même  £ft  eft  un  rapport  com- 

pofé  de  trois  raifons  f»  ï*  !• .    %     . 

p$.  Les  rapports  de  la  multiplication  ^defquels  réfuite 
ta  raifon  compofèe ,  Rappellent  raifons  çompofantes  ou 
Jzmples:  ainfidansle  premier  exemple  qu'on  vient  d'ap- 
porter ,  j  &-?  font  les  raifons  çompofantes  de  H  »  &  de 
même  dans  le  fécond  exemple ,.  K  K  £  f°nt  *es  raifoni 

çompofantes  de  fik     . 

94 ,  ptf  &  p8.  Lorfqull  h*y  a  que  deux  raifons  çom- 
pofantes ,  &  qu'elles  font  égales ,  la  raifon  compofèe  eft 
eppellée  doublée  :  par  exemple  *  fi .%  =  7  »  ^  raifon  com- 
pte -^  eft  doublée.  En  nombres ,  les  raifons  y  #  ^  étant 
égales ,  la  raifon  compofèe  «f-  eft  doublée.  AinG  une. 
mfàx  doublée,  eft  le  produit  de  deux  raifons  égales  >,& 
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s'il  n'y  a  qu'une  raifon  (impie  /la  raifon  qiii  en  eft  dou- 
blée eft  le  produit  dé  cette  raifon  (impie  multipliée  une 
fois  par  elle-même.  Or- pour  multiplier  une  raifon  par 
elle-même,  il  faut  multiplier  l'antécédent  par  l'antécé- 
dent ,  &  le  conséquent  par  le  conféquent  :  par  exemple  \ 
le  produit  die  la  raifon  {  multipliéepar ellé-mênie  eft  *f 
Il  paroît  par-là  que  pour  avoir  la  raifon  doublée  d'une 
autre  raifon ,  il  faut  prendre  le  quatre  de  l'antécédent  & 
celui  du  conféquent  ,  &  la  raifon  de  ces  quarrés  efl^bu* 
blée  dé  la  première  raifon.  On  peut  donc  dire  en  géné- 
ral que  la  raifon  des  quarrés  eft  doublée  de  celle  des  ra- 
cines :  dans  notre  exemple,  les  quarrés  font  36  &  4,  & 
les  racines  6  &  2. 

9S  »  97  &  99*  Lorfqirtl  y  a  trois  raifons  compofkn- 
tes  &  qu'elles  (ont  égales  >  «la  raifon  compofée  eft  appet- 
lée  triplée  :  par  exemple ,  fi £  bs  \ = £ ,  la  raifon  compofée 
Hi  éfrtriplée  :  de  même  la  raifon  -fgr  eft  triplée  de  trois 
raifons  égales  | ,  i ,  71.  Une  raifon  triplée  eft  donc  le 

5)foduit  de  trois  raifons  égales  ;  &  s'il  n'y  a  qu'une  raifon 
impie  »  la  raifon  qui  en  eft  triplée  eft  le  produit  de  cette 
raiion  fimple  multipliée  deux  fois  par  elle-même;  ce  qui 
fe  fait  en  prenant  le  cube  de  l'antécédent  &  celui  du  con- 
féquent :  ainfi  la  raifort  triplée  de  f  eft  ^  :  de  même  celle 
de  \  eft  ££>  D'où  il  paroît  que  les  cubes ,  comme  54  & 
0. 7  font  en  raifon  triplée  des  racines  4  &  3 . 

100.  On  voit  par  ce  que  1  on  vient  de  dire,  qu'une 
raifon  doublée  eft  le  quarré  de  la  raifon  fimple  >  &  qu'une 
raifon  triplée  eft  le  cube  de  la  raifon  fimple  ;  par  exem- 
ple ,  ~  eft  le  quarré  de  .\  &  fr  eft  le  cube  de  j. 

102.  Il  y  a  beaucoup  de  différence  entre  une  raifon 
double  &  une  raifon  doublée ,  &  entre  une  raifon  triple 
&  une  raifon  triplée  :  une  raifon  eft  appel  lée  double  , 
lorfque  l'antécédent  eft  double  dû  conféquent  :  ainfi  le 
rapport  de  10  à  y  eft  une  raifon  double.  La  raifon  eft. 
appellée  triple,  lorfque  l'antécédent  eft  triple  du  confé- 


Livre  second.  2o* 

guent  :  aînfî  le  rapport  de  i  y  à  y  eft:  une  raifon  triple  ;  au 
contraire  la  râifoh  eft  appellée  foudouble ,  quand  l'anté- 
cédent eft  la  moitié  du  conféquent,  &  foutriple  quand 
l'antécédent  eft  le  tiers  dû  conféquent. 

On  tire  de  ces  notions  de  la  raifon  doublée  &  triplée  , 
une  proportion  d'un  grand  ufage  dans  les  mathémati- 
ques ;  nous  allons  en  faire  le  Théorème  fuivant» 
*  .,,..'.•■  ' 

ThIoiIi^VII" 

W  J.  La  raifon  qui  eft  entre  deux  quarrés  eft  doublée  de 
celle  qui  eft  entre  deux  racines  :  la  raifon  qui  eft  entre  les 
cubes  eft  triplée,  de  celle  des  racines. 

Souvent  on  énonce  ce  Théorème  autrement ,  en  difant 
que  les quarrés  font  en  raifon  doublée  des  racines ,  Cr  que  les 
cubes  font  en  raifon  triplée  des  racines.  Les  deux  parties  de 
ce  Théorème  (ont  contenues  dans  les  notions  qu'on  vient 
de  donner  des  raifons  doublées  &  triplées  ;  ain(i  il  fuffira 
de  les  expliquer  en  peu  de  mots ,  en  apportant  des  exem- 
ples de  Tune  &  de  l'autre  par  tie. 
» 

Démonstration. 

I.  Parti?.  64  eft  quarré  de  8 ,  &  9  eft  quarré  de  t. 
Or  la  raifon  de  ces  deux  quarrés ,  qui  eft  *-j  eft  doubl  ée  de 
celle  des  racines  8  &  3  ,  puifque  pour  avoir  la  raifon 
doublée  de  \%  il  fuffit  de  prendre  le  quarré  de  l'antécé- 
dent &  celui  du  conféquent.  Pareillement  1  eft  le  quarré 
de  1 ,  &r  2f  eft  le  quarré  de  y  :  or  la  raifon  75  eft  dou- 
blée de  f  qui  eft  le  rapport  des  racines*  £11  lettres ,  la 

raifon  £7  eft  doublée  de  f  qui  eft  le  rapport  des  racines 

aScb. 

w  II.  Partie,  8  eft  le  cube  de  2 ,  &  64  eft  le  cube  de 

Î.  Or  la  raifon  de  ces  deux  cubes  qui  eft  £+  eft  triplée 
,  e  7  qui  eft  le  rapport  des  racines  2  8c  4.  De  même  la 
raifon  777  *ft  triplée  de  7  qui  eft  la  raifon  des  racines.  En 
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lettres  aaa  eft  le  cube  de  a ,  &  Ibb  eft  le  cube  5  :  or  la  raï- 

fon  de  ces  cubes,  qui  eft  H!  eft  triplée  de  J  qui  eft  celle 
des  racines.  Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

Ce  que  nous  avons  dit  fur  les  raifons  doublées  &  tri- 
plées étant  aflez  difficile ,  &  en  même  tems  d'une  grande 
confëquence ,  fur-tout  pour  la  Géométrie  ,  il  ne  fera  pat 
inutile  d'y  ajouter  quelque  chofe  pour  mieux  entendre  h 
nature  de  ces  raifons. 

104.  En  fuppofant  les  deux  raifons  J  & V  égales,  fi 
J=e  on  aura  auffi  z=e  ;  par  conféquçnt  le  rapport  dou- 
blé f-j  qui  eft  le  produit  des  deux  raifons  1  &  j  eft  égal  à 
ec ,  produit  des  deux  valeurs  :  ainfi  fi  e  figoifie  4 ,  la  valeur 
du  rapport  doublé  f*  fera  16,  c'eft-à-dire  ,  que  osçon-. 
tiendra  16  fois,  ou  fera  16  fois  plus  grand  que  bd.  On 
voit  donc  que  lorfqu'un  nombre  marque  la  raifon  de 
<leux  grandeurs >  le  quarré  de  ce  nombre  exprime  le  rap- 
port doublé  de  cette  raifon  :  c'eft  pourquoi  3  étant  la 
valeur  de  la  raifon  \9  9  quarré  de  3,  exprime  le  rapport 
des  deux  nombres  3  6  &  4  qui  font  en  raifon  doublée  <fe 

10 y.  Il  fuit  de*là  que  les  quarrés  étant  entr'eux  en 
raifon  doublée  des  racines,  fi  une  des  racines  contient 

5  fois  l'autre ,  le  quarré  de  la  première  contiendra  2£ 
fois ,  ou  fera  25*  fois  plus* grand  que  le  quarré  de  la  fé- 
conde ;  fi  une  des  racines  étoit  8  fois  plus  grande  que 
l'autre ,  le  quarré  de  la  première  feroit  64  fois  (64  eft 
le  quarré  de  8  )  plus  grand  que  le  quarré  de  la  fecon-* 
de ,  &c. 

106.  Il  faut  tfaifonner  de  même  à  proportion,  tour 
chant  la  raifon  triplée  ;  ainfi  en  fuppofant  les  trois  raifons 
î  »  j»i  égales  ,  fi"-^*,  on  aura  auffi  j  =  c  &  i  =e  * 

6  par  conféquent  le  rapport  triplé  ni  qui  eft  le  pro- 
duit de  ces  trois  raifons ,  eft  égal  a  eee  ou  e3 ,  produit  de 
leurs  valeurs ,  ç'eft-à-dire ,  quç  çét^nt;  la  yal^ujc  4'uM 
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raifon  cqmpofante,  le  cube  de  c ,  qui  eft  e*,  eft  la  valeur 
de  la  raifon  triplée  :  fi  on  fuppofe  donc  que  e  =  4 ,  la 
valeur  de  la  raifon  triplée  fera  64,  ou,  ce  qui  eft  1^ 
même  chofe ,  l'antécédent  de  cette  raifon  contiendra  64 
fois,  ou  fera  64.  fois  plus  grand  que  fon  conféquent  ;& 
en  général ,  fi  un  nombre  exprime  combien  l'antécédent 
d'une  raifon  contient  fon  conféquent ,  le  cube  de  ce  nom-, 
bre  marque  combien  l'antécédent  de  la  raifon  triplée  con- 
tient fon  conféquent  ;  d'où  il  faut  conclure  que  les  cubes 
étant  en  raifon  triplée  de  leurs  racines  ;  fi  une  des  racines 
eft ,  par  exemple ,  y  fois  plus  grande  que  l'autre ,  le  cube 
de  la  première  eft  I2y  fois  (127  eft  le  cub^de  5*  )  plus 
grand  que  le  cube  de  la  féconde. 

107.  On  voit  bien  que  fi  la  valeur  d'une  raifon  étoic 
exprimée  par  une  fraâion  ,  le  rapport  doublé  feroit  égal 
au  quarré  de  cette  fraâion ,  &  le  rapport  triplé  feroit  égal 
au  cube  de  la  fraâion  :  foit ,  par  exemple ,  la  raifon  ri  qui 
eft  égale  à  la  fraétion  7,  puifque  8  contient  les  deux  tiers 
de  i2,  le  rapport  rfi  qui  eft  doublé  de  la  raifon  r?>  eft 
*pl  *  * ,  quarré  de  la  fraflion  f ,  8c  le  rapport  rfïi  qui  eft 
triplé  de  ri  eft  égal  à  r^cube  de  7. 

108.  Nous  avons  fuppofé  que  £  eft  le  quarré  de  la 
fraétion  j9  &  que  ^7  en  eft  le  cube ,  parce  que  pour  avoir 
le  quarré  d'une  fraéHon ,  il  faup  prendre  le  quarré  du  nu- 
mérateur &  celui  du  dénominateur  \  &  pour  en  avoir  le 
cube ,  il  faut  élever  le  numérateur  &  le  dénominateur 
chacun  à  fon  cube ,  comme  nous  le  prouverons  dans  le 
Traité  des  Fra&ions.  • 

io$>.  Il  paroît  après  ce  que  nous  avons  dit ,  qu'une, 
raifon  doublée  eft  le  quarré  de  la  raifon  fimple ,  &  qu'une 
zaifon  triplée  eft  le  cube  de  la  raifon  fimple  ;  par  exem- 
ple, '*£  eft  le  quarré  de  f .  &  H4  eft  le  cube  de  \. 

110.  Remarque  I.  Si  une  raifon  eft  le  produit  de, 
deux  autres  raifons  égales ,  exprimées  en  différens  ter- 
nes, on  dit  indifféremment  que  ce  produit  eft  la  raifon 
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doublée  des  deux  raifons  (Impies ,  ou  d'une  de  ces  rat- 
ions :  ainfi  la  raifon  -—  étant  le  produit  de  deux  £  &  ~  * 
on  dit  que  cette  raifon  ~£  eft  doublée  de  ces  deux  :  on 
dit  auffi  qu'elle  eft  doublée  de  l'une  des  deux ,  foit  l'une  > 
foit  l'autre. 

i  j  i .  Remarque  II.  Quand  on  a  deux  raifons  telles 

que  f ,  jy&  °lue  Pour  ^es  multiplier ,  on  en  renverfe  une , 
comme  fi  on  prend  7  au  lieu  de  j ,  alors  le  produit  ri  eft 
la  raifon  compofée  de  la  raifon  direâe  de  a  à  b  &  de  la 
raifon  inverfe  de  cl  à*  De  même  10  &  12  font  en  rai- 
fon compofée  de  la  raifon  direâe  de  2  à  5. ,  &  de  la  raifon 
inverfe  de  ^à  y. 

112.  Les  raifons  compofàntes  des  raifons  doublées , 
font  appelées  fou-doublées  9  &  celles  des  raiibns  triplées, 
font  appellées  fou-triplécs  ;  ainfi  fi  £-£  eft  une  raifon  dou- 
blée, les  deux  raifons  compofantes  égales  J,  j,  fonfr 
chacune  fou-doublées  de  fi  ;  le  rapport  £  eft  ayffi  (bu- 
doublé  de  r?.  De  même  les  trois  raifon?  égales î»zyj». 
font  chacune,  fou-triplées  de  frr*  &  la  raifon  7  eft  auffi 
fou-triplée  de  K>  Au  lieu  de  s'énoncer  comme  on  a  fait 
en  rapportant  les  exemples  ci-deffus  »  on  dit  ordinaire* 
ment  que  a  &  b  £>nt  en  railon  fou- doublée  de  ac  à  bà , 
ou  de  aa  àbb,.6c  qu'ils  font  en  raifon  fou-triplée  de  ace  à 
hdf  ou  de  aaa  à  bbb. 

212.  B.  Ce  que  nous  avons  dit  fur  les  raiibns  compo- 
sées ,  peut  fervir  à  réfoudre  les  règles  de  trois  compofées, 
en  les  réduifant  à  une  feulfc  règle  de  trois  (impie.  Voici 
l'exemple,  que  nous  avons  déjà  réfolu  par  une  autre  mé- 
thode. 20  hommes  ont  fait  12  toifes  en  8  jours  ;  on  de», 
mande  combien  3  o  hommes  en 'feront  err  24  jours.  On. 
voit  par  l'état  de  la  queftion ,  que  pour  déterminer*  ta 
nombre  cherché  dç  toifes ,  il  faut  avoir  égard  aux.  hom- 
mes &  aux  jours ,  &  que  12  toifes  &  le  nombre  de  toifes. 
cherché  ,  font  en  raifon  compofée  tant  des  hommes  que. 
des  jours  ;  le  rapport  ou  la  raifon  des  hommes  que  l'o% 
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pbppofe  4e  part  &  d'autre  eft  de  20  a  30 ,  &  celle  des 
jours  eft  de  8  à  24.  Or  la  raifon  composée  de  ces  deux  ; 
eft  de  20xS  à30x24»c,eft  à-dire,  de  ido  à  720:0a 
ferai  donc  la  proportion  160  •  720  ::  12  .  x  y  dont  le 
«quatrième  terme  eft  y  4. 

1 1 2.  C.  Dans  cet  exemple  les  racines  du  premier  pro- 
duit fontprifes  du  premier  membre  ;  &  celles  du  fécond 
fe  trouvent  toutes  les  deux  dans  le  fécond ,  parce  que 
les  deux  nombres  dé  toifes  font  en  raifon  compofée  de 
la  raifon  direâe  des  hommes  &  de  la  raifon  direâe  des 
jours ,puifque  plus  11  y  aura  d'hommes,  plus  ils  feront 
de  toifes ,  &  que  pareillement  plus  il  y  aura  de  jours  » 
plus  auffi  il  y  aura  de  toifes  faites.  Mais  il  y  a  des  ques- 
tions où  le  rapport  des  deux  derniçrs  termes  eft  compofé 
d'une  raifon  direâe  &  d'une  raifon  inverfe.   Soit  par 
exemple,  la  queftion  fuivante ,  20  hommes. ont  fait  12 
toifes  en  8  jours  ;  en  combien  de  jours  30  hommes  fe-: 
ront-iW  £4  toifes  ?  Le  rapport  de  8  jours  >  &  du  nombre 
x  de  jours  qu'on  cherche ,  eft  compofé  de  la  raifon  inver- 
fe des  hommes  &  de  la  direâe  des  toifes ,  parce  qu'il  y 
aura  d'autant  moins  de  jours  qu'il  y  a  plus  d'hommes ,  & 
qu'il  y  aura  d'autant  plus  de  jours  qu'il  y  a  pluxde  toifes 
d'ouvrage  à  faire.  La  raifon  inverfe  des  hpmmes  eft  de 
30  à  20  &  la  direâe  des  toifes  eft  de  12  à  ^4  ;  ainfi  la 
raifon  compofée  fera  de  30x12  à  20x5*4,  ou  de  3^° 
à  1080  :  on  dira  donc ,  3  60 .  1080  :  :  8  •  * ,  on  trouve» 
h  quatrième  terme  égal  à  24. 

1 1 2.  D.  Il  fe  peut  faire  que  les  deux  raifons  composâ- 
tes foient  toutes  deux  inverfes ,  comme  dans  l'exemple 
ûiivant  :  40  hommes  ont  fait  un  ouvrage  en  2 y  jours 
en  travaillant  12  heures  par  jour  :  on  demande  en  com- 
bien de  jours  $0  hommes  feront  le  même  ouvrage  en 
travaillant  iy  heures  par  jour.  La  raifon  de  25*  jours  Se 
au  nombre  x  de  jours  qu'on  cherche ,  eft  eompofée  des 
raifôns  irt  verfes  des  ouvriers  &  des  heures ,  parce  que  plu* 
il  y  aura  d'ouvriers ,  moins  U?  emploieront  de  jours  | 
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&  pareillement  plus  il  y  aura  d'heures  de  travails  moins 
il  faudra  de  jours.  V  oici  donc  comment  il  faut  difpofer 
les  termes  de  la  règle  de  trois  en  cette  queftion ,  y  o  x  i  y. 
40x12  ::  2;' •  a:' .on  trouvera  16  pour  quatrième 
terme.    /  » 

S'il  f  avoit  quatre  termes  à  chaque  membre  de  la 
queftion  ,  la  raifon  des  deux  derniers  termes  feroit  corn- 
pofée  de  trois  raifons.  S'il  y  avoit  cinq  termes»  cette 
raifon  feroit  compofée  de  quatre  raifons ,  &c. 

* 

Théorème    VII I. 

115.  Dans  toute  progrejfîon  géométrique  le  quarté  du 
premier  terme  efi  au  quarré  du  fécond ,  comme  le  premier  efi 
au  troisième  :  &  le  cube  du  premier  terme  eft  au  cube  du 
fécond ,  comme  le  premier  efi  au  quatrième. 

Soit  la  progreflion  géométrique  -g  2.6.18  .  C4, 
&c.  2  eft  le  premier  terme»  &  fon  quarré  eft  4  ;  6  eu  le 
fécond  terme ,  &  fon  quarré  eft  36  :  je  dis  qu'on  a  la 
proportion  4«36::2.i8:&  pour  les  cubes ,  8  étant 
le  cube  du  premier  terme  2 ,  &  216  celui  du  fécond  ter- 
me 6  ;  on  a  encore  la  proportion  »  8  .  2 1 6  :  :  2  .  5*4.  En 
général  ,  fi  on  a  la  progreflion ,  -H  a.b.c.d.f.g,  &c. 
onauraaa.  ££::  a«  c:  onauiàzutti  aaa  .bbb  :;  a .  d. 

Démonstration. 

I.  Partie.  A  caufe  de  la  progreflion  s-  a .  b .  c .  d .  t* 
/.  g ,  &c.  la  raifon  de  a  à  b  eft  égale  à  celle  de  £  à  c:  ainfi 
le  produit  de  ces  deux  raifons  eft  égal  à  f?>  <ïu*  eft  le 
produit  de  la  première» multipliée  par  elle  même,  c'eft  à- 
dire ,  que  fr=H.  Or  n=r  (ip) ,  puifque  a  Sec  font  les 
quotiens  des  quantités  ab  &  bc  diviiees  par  la  même  gran- 
deur b.  Donc  r=rr,ou  n=r*  ou  bien*  m . bb  ;:  a*c. 
.Ce  qu'il  falloit  démontrer* 
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H.  FàRTIE.  aaa .  bbb  ::  a  .  d  :  car  à  caufe  de  la  pro- 
greflionH  a.b.c.d.f.g ,  les  trois  nifonsde  a  ai,  de br 
àc,  de  c  à  d,  font  égales  ;  aiàfï  leur  produit  eft  égal  à 
celui  de  la  première  multipliée  deux  fois  par  elle-même  » 

c'eft- à-dire ,  que  ?73=?H*  Or  j|?=î  »  puifque  les  quan- 
tités &&cd  font  les  quotiens  de  abc  &  de  bed  divifés  par  la 

même  grandeur  le.  Donc  H~l  =  j>  ou  bien  ooa  •  bbb  :  : 
«,<f.  Ce  qu'il  falloit  démontrer» 

-    Corollaire 

1 14.  îî  fuit  de  ce  Théorème  que  la  raifon  qui  e(l  en- 
tre le  premier  &  le  troifîeme  terme  d'une  progreflion  géo- 
métrique eft  doublée  de  celle  qui  eft  entre  le  premier  & 
le  fécond  :  ainfi  dans  l'exemple  propofé  du  Théorème 
précédent  »  là  raifon  7  eft  doublée  de  \  ;  en  voici  la  dé* 
monftration  i  £  ==H>  c'eft-à  dire ,  que  la  raifon  du  pre- 
mier au  troifieme  terme  eft  égale  à  cetle  du  quatre  du 
i)iemier  terme  au  quarré  du  fécond ,  comme  on  vient  de 
e  démontrer  dans  la  première  partie  de  ce  Théorème» 
Or  la  féconde  de  ces  raifons  qui  eft  H  eft  doublée  de  £  * 
parce  que  la  raifon  qui  eft  entre  les  quarrés  eft  doublée 
de  celle  qui  eft  entre  les  racines  ;  donc  la  raifon  f  égale  à 
H  eft  auffi  doublée  de  > 

Au  lieu  de  dire  que  la  raifon  du  premier  ternie  au  troi- 
fieme eft  doublée  de  celle  du  premier  au  fécond ,  on  s'ex- 
prime fouVent  autrement,  en  difant  que  le  premier  &  le 
troifieme  terme  d'une  progreflion  >  font  entr'eux  en  rai- 
fon doublée  du  premier  au  fécond, 

11  y.  De  même  la  raifon  du  premier  au  quatrième 
terme  eft  triplée  de  celle  du  premier  au  fécond  :  car  par 

a      a% 
la  fcconde  partie  du  Théorème  précédent  -  =  —  Or 

.        i     h* 
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la  raifon  — ^l  triplée  de  —  »  parce  que  les  cubes  font  en 
£'  > 

raifon  triplée  des  racines  (103)  :  donc  le  rapport  \  égal  à 

—  eft  aufli  triplé  de-~;  c'cft- à-dire,  que  la  raifon  du 
b*  b 

premier  au  quatrième  terme  eft  triplée  de  celle  du  pre- 
mier au  fécond ,  ou  bien  le  premier  &  le  quatrième 
termes  font  entr'eux  en  raifon  triplée  du  premier  au  fé- 
cond, 

DémànfiraXion  métaphyfique   du    Corollaire  &  du 

Théorème. 

» 

On  peut  démontrer  les  deux  parties  du  Corollaire  & 
du  Théorème  par  une  raifon  métaphyfïqiie.  Pour  cet 
effet  je  prends  la  progreflion  H*  a  •  b .  c .  d .  e ,  &c.  Si  le 
premier  terme  contient  4  fois  le  fécond»  &  le  fécond 4 
fois  le  troifieme ,  il  eft  évident  que  le  premier  contien- 
dra 4  fois  4 ,  ou  1 6  fois  le  troifieme  :  &  de  même  le  troi- 
sième terme  contenant  4  fois  le  quatrième ,  le  premier 
contiendra  16  fois  4,  c'eft-à*dire,  64  fois  le  quatrième: 
ainfi  la  raifon  du  premier  terme  au  troifieme  fera  dou- 
blée de  celle  du  premier  au  fécond ,  &  la  raifon  du  pre- 
mier au  quatrième  fera  triplée  de  celle  du  premier  au  fé- 
cond :  &  par  conféquent  le  quarré  du  premier  terme  fera 
au  quarré  du  fécond ,  comme  le  premier  eft  au  troifieme, 
&  le  cube  du  premier  terme  eft  au  cube  du  fécond  » 
comme  le  premier  eft  au  quatrième. 

1 1 6.  On  démontrerait ,  comme  dans  '  le  Théorème 
précédent ,  que  le  quarré  du  fécond  terme  eft  au  quarré 
du  troifieme ,  comme  le  fécond  eft  au  quatrième  ;  8c 
que  le  cube  du  fécond  eft  au  cube  du  troifieme ,  comme 
le  fécond  eft  au  cinquième ,  &  de  même  du  troifieme 
&  du  quatrièmes  En  général ,  dans  une  progreflion  géo- 
métrique 
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métrique  le  quarré  d'un  terme  quelconque*,  que  nous 
appellerons  m ,  eft  au  quarré  de  celui  qui  le  fuit  immé- 
diatement ,  comme  le  terme  m  eft  au  troifieme  depuis 
m  inclufivement  :  &  de  même  le  cube  du  terme  m  eft  au 
cube  du  terme  fui  van  t ,  comme  ce  terme  m  eft  au  qua- 
trième depuis  m  inclufivement; 

Il  nous  refte  à  parler  d'une  propriété  de  la  raifon  géo- 
métrique qui  regarde  les  incommenfurables  :  pour  cela  , 
nous  allons  donner  les  définitions  (lavantes. 

117.  Les  expofans  d'une  raifon  font  les  plus  petits 
termes  qui  ont  entr'eux  un  rapport  égal  à  la  raifon  donc 
ils  font  les  expofans  :  par  exemple  ,  les  expofans  de  la 
raifon  de  3  à  6  font  1  &  2 ,  parce  que  I  &  2  font  les  plus 
petits  nombres  qui  aient  entr'eux  la  même  raifon  que  5 
&  6.  Les  expofans  de  la  raifon  ~  font  2  &  y ,  parce 
que  2  &  y.  font  les  plus  petits. nombres  qui  aient  en- 
tr'eux le  même  rapport  que  4  &  10.  En  lettres ,  la  rai- 
fon^ a  pour  expofans  a  &  bt  parce  que  le  rapport  ~  eft 
égal  à  f£  (  1 8) ,  &  d'ailleurs  a  Se  b  font  les  plus  petits  ter- 
mes auxquels  on  puifle  réduire  la  raifon  ?£*. 

Quand  on  dît  l'expdfant  d'une  raifon,  cela  fignif. e I© 
quotient  de  l'antécédent  divifé  par  le  conféquenr  (25)  : 
mais  lorfqu'on  parle  des  expofans  d'une  raifon. ,  on  en- 
tend ce  qu'on  vient  d'expliquer. 

ii8.  La  raifon  qui  eft  entre  les  expofans  eft  appellée 
moindre  rapport;  ainfi  la  raifon  r  eft  le  moindre  rapport 
de£:  de  mêmef- eft  le  moindre  rapport  de^.  Enfin£ 

eft  le  moindre  rapport  de  $-•  On  pourroit  dire  aufli 
que  i  eft  la  raifon  1  réduite  à  fes  plus  petits  termes  ;  '  ainfi 
des  autres  exemples. 

119.  La  raifon 7  n'a  point  d'autres  expofans  que  y  & 
7,  puifquils  font  les  plus  petits  nombres  qui  aient  en- 
tfeux  une  raifon  égale  à4^  ainfi  £  eft  un  moindre  rap- 
port: il  y  a  donc  des  raifons  qui  peuvent  fe  réduire  à  de 
plus  petits  termes  ,  telles  que  j  te  £  &  d'autres  qui  n# 
l  Partit*  o 
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peuvent  être  réduites  à  de  plus  petits  tehnes ,  cOfl* 

mef. 

1 20,  Il  y  a  une  règle  pour  diftinguer  les  unes  des 
autres ,  la  voici  :  lorfqu'on  peut  divifer  l'antécédent  & 
le  conféquent  d'une  raifon  par  un  divifeur  commun , 
différent  de  l'unité ,  cçtte  raifon  peut  être  réduite  à  de 
plus  petits  termes  :  par  exemple ,  la  raifon  "  peut  être 
réduite  à  de  plus  petits  termes ,  parce  que  1 2  &  8  peu* 
vent  être  divifés  1  un  &  l'autre  par  4  :  cette  divifion  étant 
faite  ,  on  trouve  les  quotiens  3  &  2  qui  font  en  même 
raifon  que  1 2  &  8  (1  $))♦ 

lai.  Mais  fi  les  deux  termes  d'une  raifon  n'ont  point 
d'autre  divifeur  commun  que  l'unité ,  pour  lors  la  rai* 
fon  ne  peut  fe  réduire  à  de  plus  petits  termes  :  par  exem- 
ple, la  raifon -^àe  peut  être  réduite»  parce  que  8  &$> 
n'ont  d'autre  divifeur  commun  que  l'unité* 

122.  Les  nombres  qui  n'ont  point  d'autre  divifeur 
Commun  que  l'unité ,  font  appelles  premiers  entr'eux  : 
tinfi  8  &  9  (ont  premiers  entr'eux. 

123.  U  fuit  de-là  que  les  expofans  d'une  raifon  font 
premiers  entr'eux  ;  &  réciproquement  les  nombres  pre- 
miers entr'eux  font  des  expofans ,  puifque  n'ayant  point 
dé  divifeur  commun  autre  que  l'unité ,  la  raifon  de  ces 
nombres  ne  peut  être  réduite  à  de  plus  petits  termes  : 
par  exemple ,  8&p  étant  premiers  entr'eux  »  font  né- 
ceflairement  les  expofans  de  toute  raifon  égale  à  celle 
de  8  à  j>. 

1 24.  Nous  avons  dit  qu'il  y  avpit  des  raifons  4e  nomb. 
à  nomb.  &  des  raifons  qui  ne  font  pas  de  nombre  à  nom- 
bre ,  qu'on  appelle  four  des  ou  rapports  incommenfurablcs. 
La  raifon  de  nombre  à  nombre  eft  celle  qui  peut  s'expri- 
mer car  des  nombres  ;  telle  eft  la  raifon  d'une  ligne  d'un 
pied  a  une  ligne  de  3  pieds ,  qui  peut  être  exprimée  par 
\.  La  raifon  lourde  eu  celle  qu'on  ne  peut  exprimer  par 
des  nombres.  On  démontre  en  Géométrie  que  la  raifon 


fui  êft  entre  la  diagonale  &  le  côté  d'uti  cjuàtfé,  eft 
lourde  ;  enforte  qu'il  n'y  a  point  dé  nombres,  tel* 
tjtt*ili5  fôietit ,  qui  aient  entr'eux  le  même  rapport  que 
te»  deuJt  lignes*  Là  démonftratioh  de  cette  propofîtiori  * 
louchant  la  diagonale  &  le  côté  du  quàrré ,  fuppofe 
pîuGeurs  autres  proportions  que  nous  allons  expofer  eri 
peu  de  mots. 

12  j.  Deux  raifon*  égalés  ont  lés  thémeè  expofans  : 
par  exemple  >  lés  deux  raiforit  ff  &  \  étant  égales ,  fi  à 
&  3  font  les  expofans  de  77  >  &  «  font  àuffi  de  ^  :  car  fi 
£  avoit  pour  expofans  de  plue  petits  nortibres  que  2  Se 
%  ,  h  raifon  dé  ces  moindres  nombres  feroit  égale  à 
telle  de  ~  dont  ils  feroient  les  eàpofatis  ;  &  par  confé- 
quent la  raifon  de  ces  expofans  feroit  auffi  égale  à  celle 
et  rf  >  donc  2  Se  3  rie  feroiént  pas  les  expofans  de  7^  ? 
te  qui  eft  contre  la  fuppofition. 

1 26.  Toute  raifon  doublée  de  raifon  de  nombre  & 
nombre  a  pour  expofans  des  nombres  quarrés  :  foit  ;  pa* 
exemple,  la  raifon^,  qui  eft  doublée  des  Raifon  s  égal  es 
i&ii  je  dis  que  cette  raifon  doublée  a  néceflaireméni 
pour  expofans  dés  nombres  quarrés  :  car  les  deux  raifohtf 
fimpiet<  &ï  dont  le  rapport  4i  eft  doublé ,  font  égales 
par  Phypothefe  ;  donc  elles  ont  les  mêmes  expofans  : 
ainfi  t  Se  2  étarit  les  expofans.  de  i  >  ils  font  auffi  les  e*- 
bofari*  dé  U  Cela  pafé ,  les  deux  raifons  \  &  £  font  éga- 
les à  ces  deux  7  «cf;  par  conféquent  le  produit  des  deux 
premières  qui  eft  j?  èft  égal  au  produit  des  deux  derniè- 
res ,  qui  eft  4*  :  d'ailleurs  n  eft  clair  que  1  &  4  font  pré- 
iniers  entr'eux  ;  par  conféquent  1  &  4  font  les  expofahS 
de  la  laifon  ddubléé £.  Or  tés  deux  nombres  t  &  4  font 
des  quarrés  i  puifque  le  premier  eft  le  produit  des  déttJE 
antécédens  égaux  î  &  i  >  &  le  fécond  eft  le  Produit  deS 
deux  conféquens  égaux  2  Se  2  ;  donc  la  raifon  doublée 
y*  a  ftour  expofans  des  nombres  quarrés. 

Afin  de  démontrer  cette  prdpofitioîi  fut  lés  raifdflâ 

doublées  d'une  toaaiéré  générale*  Ù  fcûdrolt  prôîHW 

oij 
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que  lorfque  deux  nombres  font  premiers  entr'eux,  leur* 
quarrés  font  aufli  premiers  entr'eux  :  par  exemple ,  que 
i  de  2  étant  premiers  entr'eux ,  il  s'enfuit  que  les  quar- 
rés x  &  4.  le  font  aufli;  mais  comme  cela  demande  une 
fuite  de  plufieurs  démonftrations  aflez  difficiles ,  nous 
ne  pouvons  les  déduire  dans  cet  abrégé*  ^ 

Corollaire. 

Î27.  Il  fuit  delà  qu*une  raifon  doublée  qui  n'a  pas 
pour  expofans  des  nombres  quarrés,  n'eft  pas  raifon 
doublée  des  raifons  de  nombre  à  nombre  ;  c'eft-à-dire, 
que  les  raifons  donc  elle  eft  doublée  ne  font  pas  de  nom- 
bre à  nombre  ;  car  la  raifon  doublée  auroit  pour  expo- 
fans  des  nombres  quarrés ,  fi  les  raifons  dont  elle  eft 
doublée  ,  étoient  de  nombre  à  nombre ,  comme  on 
vient  <le  le  faire  voir* 

128.  Il  faut  donc  bien  prendre  garde  que  la  raifon 
doublée  qui  n'a  pas  pour  expofans  des  nombres  quar- 
rés ,  peut  être  de  nombre  à  nombre  ;  mais  celles  dont 
elle  eft  doublée ,  ne  peuvçpt  être  de  nombre  à  nombre  : 
fiippofez  que  la  raifon  £-£  (bit  une  raifon  doublée  qui 
n'ait  pas  pour  expofans  des  nombres  quarrés ,  les  raifons 
compofantes£&4  ne  font  pas  de  nombre  à  nombre: 
mais  la  raifon  f^  peut  être  de  nombre  à  nombre  :  par 
exemple  %ac  peut  être  à  bd ,  comme  1  eft  à  2  :  ces  deux 
nombres  1  &  2  ne  font  pas  tous  les  deux  quarrés ,  il 
n'y  a  que  i  qui  le  foit. 

Nous  allons  placer  ici  une  remarque  fur  les  racines 
încommenfurables ,  que  nous  n'avons  pu  mettre  dans 
le  Traité  de  l'Extraâion  des  Racines ,  parce  que  la 
preuve  dépend  des  Proportions* 

Remarque*   - 

*    12$.  Quoique  les  racines  dés. nombres  qui  ne  fout 
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pas  des  puiflances  parfaites  foient  incommenfurables  par 

Rapport  à  l'unité  &  aux  nombres  entiers  ou  fraftionnai- 

res ,  formés  de  l'unité ,  elles  peuvent  être  çommenfura- 

blés  entr'elles  :  par  exemple  ,  $  V  2  &  3  V  2  qui  font 

les  racines  quarrées  de  5*0  &  de  18  (Liv.  I.  art.  222) » 

font  commenfurables  entr'elles  ;  e'eft  à- dire  ,   qu'elles 

font  comme  nombre  à  nombre  :  car  les  deux  racines 

S  V  2  Se  3  V  2  font  les  produits  des  nombres  5*  &  3 

multipliés  par  la  même  grandeur  V  2  ;  donc  elles  font 

entr'elles  comme  y  à  3  (18):  elles  font  donc  comme 

nombre  à  nombre ,,  ou,  ce  qui  revient  au  mêmQ  ,  elles 

font  commenfurables  entr'elles. 

Après  avoir  parlé  aflez  au  long  des  raifons  &  des 
proportions  géométriques ,  il  eft  à  propos  de  démon- 
trer la  principale  propriété  de  la  proportion  arithmé- 
tique dont  nous  allons  faire  le  Théorème  fuivant» 

Théorème    fondamental, 

De  te  Proportion  Arithmétique» 

•    130.  Dans  une  proportion  arithmétique  ,  fa  fommz 
des  extrêmes  eft  égale  à  lafommç  <tts  moyens. 

Soit  la  proportion  arithmétique  y  .  8  :  p  .  12  :  je  dis 
que  la  fomme  des  extrême»  y  •+- 1 2  eft  égale  à  la  fômmq 
des  moyens  8  +  9.      ' 

Démonstration. 

Confîdérez  que  fi  le  premier  extrême  $  eft  fùrpaflTé 
de  3  parje  premier  moyen  8  ,  auflî  le  fécond  extrême 
12  furpaffe  néceflTairemerit  lfe  fécond  moyen  9  de  la  mê- 
me quantité  3  ,  autrement  il  n'y  auroit  pas  de  propor- 
tion arithmétique  ;  donc  le  défaut  du  premier  extrême* 
eft  compenfé  par  l'excès  du  fécond  :  c'eft  pourquoi  la 
fomme  des  extrêmes  y  H-  1 2  doit  être  égale  à  celle  de$» 
jnoyens  8  -H  s* 

o  nj 
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J\  eft  évident  que  le  même  raifonnement  peut  étr# 
appliqué  à  tout  autre  exemple  de  proportion  arîthmé? 
tique  dont  les  conféquens  lurpafleroient  également  leç 
pntécédens.  Ce  (croit  auffi  la  même  chofe ,  fi  {es  anté- 
çédens  furpaflbient  également  les  conféquens  ;  car  pour 
lors  l'excès  du  premier  extrême  compenferoft  le  défaut 
d*  l'autre. 

Autre   Démonstration 

Si*.  ^e./f  jedisquea+/=Jr  +  e:carfoitfuppa?, 
fé  b  plus  grand  que  l'antécédent  a  de  la  quantité  d  ;  il 
faudra  que  /  (bit  auffi  plus  grand  que  fpn  antécédent  e 
^e  la  quantité  A  ;  autrement  il  n'y  auroit  pas  de  propor- 
tion arithmétique  entre  les  quatre  grandeurs  a,  b%  * ,  jft 
Cela  étant ,  b  eft  égal  à  a  ■+•  d  ;  ppifque  b  contient  a , 
&  de  plus  d  qui  eft  la  différence  ou  l'excès  de  b  fur  a  : 
par  la  même  raifon/  =  «  ■+■  d\  ainfi  dans  la  propor- 
tion a  .bit  .fy  on  peut  mettre  a  H-  d  *  la  place  de  i  ^ 
&  e-h  i  à  la  place  de/,  cp  qui  donnera  a.  a  -4-  d  :  e  • 
*  *  d,  Or  il  eft  évident  que  dans  cette  proportion  la 
tomme  des  extrêmes  a  4-  «  -f-  d ,  eft  égale  à  la  femme 
des  moyens  a  ■+•  d  ■*-  e  ;  puifque  ce  font  les  mêmes  gran- 
deurs qui  composent  la  fommç  des  extrêmes  &  celle 
des  moyens  ;  donc ,  &c. 

Si  les  antéçédens  avoient  été  plus  grands  que  les 
conféquens,  enfpfte  que  b  eût  été  égal  à  a-rd,  ècf 
égal  à  «  —  d ,  on  auroit  démontré  la  même  chofe  eq 
fubfticuant  a  —  d  a  la  place  de  £ ,  &  c  —  d  à  celle  de/» 

Corollaire, 

i  J  t  •  Dans  une  proportion  continus  arithmétique  *  fc* 
fpipme  des  extrêmes  eft  égale  au  double  du  moyen  pro- 
portionnel :  par  exemple ,  fi  on  a  la  proportion  çonti- 
»UÇ  «fi^mét^Si  S ; .  8  ?  8  •  x  i ,  la  fomrae  éft  crèmes 
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y-«-  ix  oui  6  égale  8 -H  8  oui  6  double  du  moyen  pro* 
portionnel  8.  Oeft  une  fuite  manifefte  du  Théorème; 
parce  que  le  double  du  moyen  proportionnel  eft  la  fomi 
me  des  moyens ,  laquelle  par  conféquent  doit  être  égala 
à  la  fomme  des  extrêmes. 

131.fi.  Après  ce  que  Ton  vient  de  dire ,  il  n'eft  pat 
difficile  d'appercevoir  comment  on  trouve  un  terme 
d'une  proportion  arithmétique  dont  les  trois  autres  font 
connus.  Je  fuppofe  qu'on  connoifiè  les  trois  premiers 
.termes  a,b%e  &  qu'on  cherche  le  quatrième  ,  que  j'ap- 
pelle x  :  par  l'hypothefe  a .  b  :  e .  x  ;  on  aura  donc  l'é- 
galité à+-x=b+c  :  &  par  conféquent  en  retranchant  a 
de  part  &  d'autre ,  il  reftera  x = b  -H  e  —  a  ;  c'eft-à- 
dire ,  que  pour  avoir  le  quatrième  terme  cherché ,  il 
fiant  ajouter  les  deux  moyens  enfemble ,  &  retrancher 
de  la  fomme  le  premier  terme.  On  fera  voir  de  même 
que  fi  on  a  les  deux  extrêmes  avec  un  moyen ,  on  aura 
l'autre  moyen  en  ajoutant  enfemble  les  deux  extrêmes» 
&  retranchant  le  moyen  connu  de  la  fomme  des  ex- 
trêmes. Si  on  a  les  extrêmes  a  &  /  avec  le  moyen  b  » 
l'autre  moyen  fera  x*?arirf~b. 

x  5 1 .  C.  Si  la  proportion  eft  continue ,  pour  trouver  le 
troifieme  terme  on  doublera  le  moyen  proportionnel  » 
fie  on  retranchera  le  premier  terme  :  le  premier  terme 
foit  a  ,  b  fécond  b ,  Le  troifieme  fera  x  =*  2&—  a  1  fi  les 
deux  extrêmes  font  connus ,  &  qtfon  cherche  le  moyen 
proportionnel ,  il  faut  ajouter  les  deux  extrêmes  &  pren- 
dre la  moitié  de  la  fomme.  Soient  les  deux  extrêmes 
connus  a  &  e ,  le  moyen  proportionnel  x  fera-^  :  car 
par  l'hypothefe  a .  x  :  x .  e  ;  donc  2  #==?*  ■+-  é  .  &  en  di- 
vifant  chaque  membre  par  2 ,  on  aura  x  =*  *£'• 

1 32.  La  propofition  inverfe  du  Théorème  fondâmes 
tal  eft  encore  vraie  ,  c'eft-à-dire ,  que  fi  la  for  îme  des 
extrêmes  eft  égale  à  celle  des  moyens,  les  quatre  gran- 
deur* font  pn  proportion  arithmétique.  Par  exemple  k  fi 

oiv 
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*K-/==fi-Hc ,  il  faut  que  a.  bie.f:  car  là  Comme  a-*/ 
étant  égale  à  cette  autre  b  «+•  e ,  il  eft  clair  que  fi  h  fur- 
pafle  a  de  la  quantité  d,  il  faudra  que/furpafle  e  de 
la  même  quantité  ;  aTitrement<x-*-^ne  feroit  pas  égala 
h  +  e.  Ainfi  on  aura  la  proportion  a.bze.f;  puifque 
chacun  des  conféquens  b  &cf  furpaflè  fon  antécédent 
de  la  même  quantité. 

13  ?.  Il  fuit  delà  ,  qu'on  peut  faire  les  changemens 
appelles  alternando  8i  invertendo ,  dans  une  proportion 
,  arithmétique  ,  fans  la  détruire» 

Théorème    IL 

133.  B.  ZXans  une  progrejfion  arithmétique  >  lafomme 
de  deux  termes  également  éloignés  de  deux  extrêmes  ,  efi 
égale  à  lafomme  de  ces  extrêmes. 

Démonstration. 

Dans laprogreffiqn arithmétique -?  a.b.c.  d.e •/.£» 
les  termes  c  &  e  font  également  éloignés  des  extrêmes  a 
&  £4  &  je  dis  doncque  c-h  e~a-*~g  :  car  les  termes* 
&tde  la  progrefliqn  étant  également  éloignés  des  ex- 
trêmes ,  la  différence  de  a  à  c  eft  égale  à  celle  de  c  à  g; 
c'eft- à-dire ,  qu'on  a  la  propofition  arithmétique ,  a  •  c  : 
e  .  g  :   ainfi  é-f-e=*H-:g.  Ce'qu'il  falloit  démontrer. 

*  •  *  -  ■ 

G  O  R  O  L  L  A  IR  E. 

133.  C.  Si  le  nombre  des  termes  de  la  progreffio* 
arithmétique  eft  impair  ,  le  double  du  terme  qui  eft  au 
milieu  e(l  égal  à  la  fomme  des  deux  extrêmes  ,  ou  de 
deux  termes  également  éloignés  des  extrêmes.  Dans 
notre  exemple  2i==a-*-g  ou  c+e:  car  à  caufe  de 
la  progreffion  on  a,  c\  d  :  d.  e  :  pair  conféquent  2d  =? 


i 
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v 
Corollaire   IL 

133.  D.  Si  on  multiplie  la  fomme  du  premier  &  du 
dernier  terme  d'une  progrelïîon  par  la  moitié  du  nom- 
bre des  termes  qu'elle  contient ,  le  produit  fera  égal 
à  la  fomme  de  tous  ces  termes.  Si ,  par  exemple ,  le 
nombre  des  termes  eft  1 2  ,  il  faut  multiplier  la  fom- 
me du  premier  &  du  dernier  terme  par  6  5  mais  fi  le 
nombre  des  termes  étoit  13  ,  il  faudroit  multiplier 
cène  fomme  par  6rà  caiife  du  terme  moyen* 


* 
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DES  FRACTIONS. 

II34.  T  Orfqu'on  conçoit  qu'un  tout  eft  divifé  en 
L  parties  aliquqtes  ou  égales ,  &  qu'on  prend 
tin  certain  nombre  de  ces  parties ,  cela  s'appelle  Frac- 
tion ;  on  peut  donc  dire  qu'une  fraâion  n'eft  autre 
chofe  qu'une  ou  pluiieurs  parties  aliquotes  d'un  tout. 
La  fraâion  s'exprime  par  deux  nombres ,  dont  l'un 
marque  en  combien  de  parties  égales  le  tout  eft  divifé , 
&  on  l'appelle  dénominateur ,  &  l'autre  montre  com- 
bien on  prend  de  ces  parties ,  &  on  le  nomme  numé- 
rateur }  on  écrit  le  dénominateur  au-deflbus  du  numé- 
rateur» en  les  (éparant  par  une  petite  ligne  en  cette 
forte,  ji  on  énonce  cette  fraôion  en  difant  trois 
cinquièmes  ;  3  eft  le  numérateur ,  parce  qu'il  défïgne 
combien  on  prend  de  parties,  c'eft~à-4ir«  >  de  cinquiè- 
mes ,  &  y  eft  le  dénominateur  »  parce  qu'il  marque  que 
le  tout  eft  divifé  en  cinq  parties  égales, 

I  35*.  Si  la  fraâion  eft  exprimée  par  des  lettres ,  corn*  f 
me  j ,  elle  marque  que  le  tout  eft  partagé  en  un  nombre 
de  parties  qui  eft  indéterminé  &  déligné  par  le  dénomi- 
nateur b ,  &  qu'on  prend  auflî  un  nombre  indéterminé 
de  ces  parties  qui  eft  marqué  par  le  numérateur  a, 

1 3  6.  Le  numérateur  d'une  fraâion  peut  être  égal ,  ou 
plus  petit,  ou  plus  grand  que  fon  dénominateur.  Lorfque 
le  numérateur  eft  égal  au  dénominateur ,  la  fraâion  eft 
égale  au  tout  que  l'on  regarde  comme  l'unité  :  par  exem- 
ple, ^=1.  La  raifon  en  eft,  qu'un  tout  eft  égal  à  toutes 
les  parties  prifes  enfemble  ;  ainfi  quatre  quatrièmes 
marqués  par  la  fraâion  f ,  valent  le  tout  :  fi  le  numé- 
rateur eft  plus  petit  que  le  dénominateur ,  la  fraâion 

v*ut  moins  que  l'unité  :  telle  eft  la  fraâion  ^  Enfin  » 
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quand  le  numérateur  eft  plus  grand  que  le  dénomina- 
teur ,  la  fraâion  eft  plus  grande  que  l'unité ,  comme 
\*  De  plus,  il  eft  évident  que  quand  le  numérateur  eft 
le  quart ,  le  tiers ,  la  moitié ,  les  trois  quarts ,  &ç,  di| 
dénominateur ,  la  fraâion  eft  le  quart ,  le  tiers»  la  moi- 
tié ,  les  trois  quarts ,  &cf  dç  l'unité. ,  En  général  ,  1% 
fraâion  eft  par  rapport  à  l'unité ,  ce  que  le  numérateur 
eft  par  rapport  au  dénominateur. 

1 37.  ai  on  a  deu^ç  fra#.  dont  les  num.  foient  plus  pe- 
tits que  leurs  dénom.  &  qu'ils  en  différent  également , 
celle  qui  eft  exprimée  par  de  plus  grands  nombre?  eft 
la  plus  grande.  Ainfi  de  ces  deux  fraâion?  778c  £,  dont 
les  numérateurs  différent  de  leurs  dénominateurs  feu- 
lement par  l'unité ,  la  première  eft  plus  grande  que  la 
féconde.  Car  la  premiers  eft  plus  petite  que  le  tout  feu- 
lement d'un  quinzième  ,  puuqqe  la  fraâion  77  eft  égale 
au  tout  :  ail-lieu  que  la  féconde  eft  moindre  que  le  tout 
d'un  dixième.  Or  il  eft  évident  qu'un  quinzième  eft  plus 
petit  qu'un  dixième.  Donc  la  première  diffère  moins 
du  tout  que  la  féconde,  Aipfi  elle  eft  plus  grande  que 
cette  féconde. 

1^7.  B.  Mais  fî  les  numérateurs  font  plus  grands  que 
les  dénominateurs ,  &  qu'ils  en  différent  également ,  la 
fraâion  exprimée  par  de  plus  grands  nombres  eft  la  plus 
petite.  La  fraâion  H  eft  moindre  que  cette  autre  \ ,  par* 
ce  que  la  première  ne  furpafle  l'unité  que  d'un  douzié* 
ipe ,  au  lieu  que  la  féconde  furpafle  l'unité  d'un  fixiéme. 

138.  Puifqu'une  fraâion  eft  égale  à  J  quand  le  nu- 
mérateur &  le  dénominateur  font  égaux  $  il  fuit  qu'elle 

•  eft  égale  à  ±  >  C  le  numérateur  eft  double  du  dénomina- 
teur ;  qu'elle  vaut  3  ,  fi  le  numérateur  eft  triple  du  dé- 
nominateur 5  qu'elle  vaut  4 ,  s'il  eft  quadruple ,  &c.  :  par 
exemple ,  la  fraâion  £  étant  égale  à  1 ,  on  a  ayfli  ir=Sk$ 

V  —  3  »  îf  =4  »  H'^S  »  #Ç-  >  c'e^  *<li*e  >  que  C  quatre 
quatrièmes  valent  1  >  huit  quatrièmes  valent  2 ,  &c.  :  ce 
tyû  Çft  ^T*dçJB ,  pviifque  tait  quatrièmes  fojnt  \ç  dou- 
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ble  de  quatre  quatrièmes  ,  &  que  douze  quatrièmes  en 
font  le  triple  ,  &c.  En  général,  la  valeur  d'une  fraction 
dépend  du  nombre  de  fois  que  le  numérateur  contient 
le  dénominateur  \  enforte  qu'une  fraâion  eft  toujours 
égale  au  quotient  du  numérateur  divifé  par  le  dénomi- 
nateur ;  par  exemple  ,  la  fra&ion  ~*  eft  égale  à  y ,  parce 
que  le  quotient  de  20  divifé  par  4  eft  y.  Or ,  nous  avons 
vu  que  la  valeur  d'une  raifon  étoit  auffi  égale  au  quotien; 
de  l'antécédent,  divifé  par  leconféquent  (2y);  ainfi, 
pour  me  fervir  du  même  exemple ,  la  raifon  de  20  à  4 
eft  égale  à  y  ;  c'eft  pourquoi  la  fràâion  Y  eft  la  même 
chofe  que  la  raifon  de  20  à  4  :  &  en  général ,  une  frac- 
tion eft  la  même  chofe  que  le  rapport  ou  la  raifon  du 
numérateur  au  dénominateur  ;  c'eft  une  féconde  potion 
que  l'on  peut  donner  de  la  fraâion. 

On  voit  par  ce  que  nous  venons  de  dire  que  le  numé- 
rateur d'une  fraftion  peut  être  auffi  appelle  antécédent  Se 
dividende,  &  que  le  dénominatçur  peut  de  même  être 
appelle  conféquent  &  divifeur. 

1 35).  Lorfque  le  numérateur  eft  moindre  que  le  déno- 
minateur ,  quoique  l'on  ne  puifTe  faire  alors  la  divifion 
du  premier  par  le  fécond ,  la  fraftion  eft  cependant  une 
divifion  indiquée:  ainfi  la  fraâion--  marque  que  3  eft 
divifé  par  y  ,  c'eft-à-dire ,  que  l'on  prend  feulement  la 
cinquième  partie  de  3  ;  je  dis  la  cinquième  partie ,  par- 
ce que  le  dénominateur  eft  y  :  delà  il  fuit  que  cette  ex- 
preflîon  trois  cinquièmes,  Se  celle-ci  la  cinquième  partie 
de  trois  ,  fignihent  la  mçme  chofe ,  pui(que  la  frac- 
tion |  peut  être  énoncée  de  l'une  &  de  l'autre  manière. 
Il  en  eft  de  même  des  autres  fraâions  ;  celle-ci ,  par 
exemple  7- ,  peut  être  énoncée  en  difant ,  i  2  quatriè- 
mes ,  ou  la  quatrième  partie  de  12  5  la  première  expref- 
fion  eft. la  plus  ordinaire,  &  répond  dire&ement  à  la 
première  notion  qu'on  a  donnée  des  fra&ions* 

140.  Pour  mieux  concevoir  que  trois  cinquièmes  & 
la  cinquième  partie  de  trois  foot  la  même  chofe  j  ap. 
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cliquons  ces  deux  expreffions  à  un  exemple  particulier  ; 
je  dis  donc  que  trois  cinquièmes  d'un  écu ,  &  la  cinquiè- 
me partie  de  trois  écus  font  la  même  valeur.  Car  ii  la 
première  expreflîon  marque  trois  cinquièmes ,  quoique 
la  féconde  exprime  feulement  un  cinquième  :  auffi  en 
récompenfe  *  cette  féconde  expreflîon  fignifie  que  Ton 
prend  la  cinquième  partie  de  trois  écus  ,  au  lieu  que  la 
première  marque  que  Ton  ne  prend  que  trois  cinquiè- 
mes d'un  feul  écu;  ce  qui,  comme  on  voit,  revient  à 
la  même  chofe.  D'ailleurs,  chacune  de  ces  expreflions 
fignifie  une  quantité  triple  du  cinquième  d'un  écu ,  & 
par  conféquent  elles  désignent  des  quantités  égales. 

141  •  Il  paroît  par-là  que  la  quantité  ~à  ouf  X  a  eft 
égale  à  ^ ,  puifque  la  première  eft  trois  cinquièmes  de 
la  grandeur  a ,  &  la  féconde  eft  la  cinquième  partie  de 
trois  a.  De  même  %  t  =  V- 

142.  Il  fuit  de  ce  qu'on  a  dît  jufqu'ici ,  qu'une  frac- 
tion eft  d'autant  plus  grande  que  le  numérateur  eft  grand 
par  rapport  au  dénominateur  :  par  exemple,  la  fraction 
*£  eft  plus  grande  que-:  au  contraire,  une  frâ&ion  eft 
d'autant  plus  petite  >  que  le  dénominateur  eft  grand 
par  rapport  au  numérateur  :  par  exemple ,  j  eft  moindre 

143.  Irfaut  obferver  qu\ine  fraétfon  peut  changer  de 
termes  fans  changer  de  valeur.  Exemples.-?^/,  parce 
qu'il  y  a  même  raifon  de  y  à  10 ,  que  de  3  à  6.  De  mê- 
me-£  =  j.  En  un  mot,  quand  le  rapport  qui  eft  entre 
les  deux  termes  d'une  fraéHon  eft  égal  au  rapport  qui 
eft  entre  les  deux  termes  d'une  autre  fraâion ,  les  va- 
leurs de  ces  deux  fraâions  font  égales. 

On  fait  fur  les  fradioris  les  mêmes  opérations  que  fur 
les  entiers ,  &  on  en  fait  au(fi  de  particulières ,  dont  les 
principales  confident  à  les  réduire  à  de  plus  petits  ter- 
mes j  à  les  réduire  au  même  dénominateur,  r  réduire 
les  entiers  en  fradions  ,  &  les  fraôions  en  entiers  ; 
enfin  à  évaluer  les  fractions.  Nous  allons  donner  la  me- 
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thode  dé  faire  toutes  ces  opérations  <  tant  cotttfttt&dl 
que  particulière^  *  en  commençant  par  ceHë  -  ci  )  tt 
quoique  les  règles  que  nous  donnerons  conviennent 
également  aux  (radions  numériques  &  au*  fraâion* 
algébriques ,  c'eft-à-dire ,  qui  fotit  exprimées  par  let- 
tres ;  cependant  nous  parierons  prefque  toujours  de* 
fraftions  en  nombre  que  nous  nous  propofons  principe 
îement ,  &  nous  donnerons  feulement  des  exemples  defe 
Fractions  en  lettres ,  pour  faire  voir  que  la  règle  peut  f  ' 
être  appliquée* 

Réduire  les  Frottions  à  dé  moindres  terHUSt 


144..  Four  réduire  uâe  fraâion  à  dé  Moindres  teï- 
taês  t  il  faut  divifer  le  numérateur  &  le  dénominateur 
*pâr  le  même  divifeur ,  &  les  deux  quotiens  feront  une 
fraâion  de  même  valeur  que  la  propofée ,  quoique  les 
termes  en  fotent  plus  petits.  E  fcemple.  La  fraâion  f;  peué 
fe  réduire  à  de  plus  petits  termes ,  en  divisant  le  numéra- 
teur &  le  dénominateur  pat  3  ,  &  on  aura  }— 77:  dé 
même  >  fi  on  divife  par  y  les  termes  de  la  fraâion  ^  * 
il  viendra ^  =£♦ 

ai 
Four  réduire  la  fraâion  algébrique  —  à  4e  moindres      ! 

termes  »  il  faut  divifer  le  numérateur  &  le  dériotoinateut     I 

■m  a 

par  le  divifeur  commun  d ,  &  on  aura  ai  — 

b  U 

11 7  a  bien  de  la  différence  entre  divifer  les  terttei 
d'une  fraâion ,  &  divifer  la  fraâion  même  :  nous  ex- 
pliquerons dans  la  fuite  la  méthode  de  divifer  une  frac-' 
tiom 

X4£  La  manière  la  plus  facile  de  réduire  les  ffeâions 
numériques  à  de  plus  petits  termes ,  eft  de  prendre  la 
moitié  du  numérateur  &  celle  du  dénominateur^  Exem* 
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**%a  En  prenant  la  moitié  du  numérateur  &  celle  du 
dénominateur  ,  on  fait  la  même  chofe  que  fi  on  dir 
vifoit  l'un  &  l'autre  par  2. 

Il  eft  clair  qu'on  ne  peut  fe  fervir  de  cette  méthode; 

3ue  quand  les  deux  termes  de  la  fradion  font  chacun 
es  nombres  pairs*  C'eft  pour  cela  que  dans  le  premier 
*  exemple  on  eft  refté  à  la  fraftion  ~  ;  quoiqu'on  Duifïê 
encore  la  réduire  à  de  moindres  termes  ,  en  falfaht  la 
divifion  par  $  ;  ce  qui  donnera  7  =2  rj. 

Là  méthode  de  réduire  une  fraéhon  à  de  moindre* 
termes ,  en  divifant  le  numérateur  &  le  dénominateur 

Îar  un  divifeur  commun  ,  eft  fondée  fur  le  huitième 
'rincipe  (19)  touchant  lesraifons,  dans  lequel  On  a  fait 
voir  nue  fi  on  divife  deux  grandeurs  par  une  troifieme 
la  raiion  des  quotiens  eft  égale  à  celle  des  grandeurs; 
avant  la  divifion  :  ce  principe  doit  s'appliquer  aux  frac- 
tions ,  puifque  ce  font  de  véritables  raifons. 

D'ailleurs ,  en  divifant  les  deux  termes  d'unis  fraftion 
par  le  même  divifeur  ,  on  diminue  le  nombre  des  par- 
ties ,  à  proportion  qu'on  en  augmente  la  grandeur  :  par 
exemple,  en  divifant  les  deux  termes  de  la  fraâionff 
par  5 ,  le»  parties  défignées  par  le  dénominateur  de  la 
nouvelle  fraâion  f font  trois  fois  plus  grandes  qu'elles 
n'étoient  :  mais  aufli  il  y  en  a  trois  fois  moins  ;  fçavoir  ; 
4  au  lieu  de  1 2.  Ainfi  les  deux  fra&ions  fj  Se  }  font  de 
aême  valeur* 

Remarques, 

1. 

146.  Plus  le  divifeur  eft  «and,  plus  les  termes  aux- 
quels la  fraâiôn  eft  réduite  font  petits  :  par  exemple ,  fi 
on  divife  les  deux  termes  de  la  fraâion  \%  par  6  ,  on 
aura  la  fraétioh  ! ,  dont  les  termes  font  plus  petits,  que 
fi  on  avoh  divife  le  numérateur  &  le  dénominateur  de 
k  mêmt  fraâioo  fi  par  a  ;  ce  qui  awoic  doùné  fj*  Cela 
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vient  de  ce  que  plus  le  divifeur  eft  grand  ;  plus  le 
quotient  eft  petit ,  quand  c'eft  le  même  nombre  qu'on 
divife  par  un  grand  &  un  petit  divifeur. 

I  I. 

147.  Quand  un  des  termes  ëft  l'unité  ,  il  eft  impoffi- 
ble  de  réduire  la  fraction  à  dé  plus  petits  termes  ;  par 
«xemple  ,J  ne  peut  fe  réduire  à  de  moindres  termes.  De 
toème ,  quand  le  numérateur  n'eft  furpafle  que  d'une 
unité  par  le  dénominateur,  on  ne  peut  auffi  réduire  la 
fra&ion  à  de  moindres  termes  :  par  exemple ,  la  frac* 
don  n  ne  Peuc  être  réduite. 

Réduire  les  Fra&ions  au  mime  dénominateur. 

148.  Pour  réduire  deux  fra&ions ,  comme  £8tf  au 
même  dénominateur,  fans  en  changer  la  valeur^  faut 
multiplier  les  deux  termes  de  la  première  par  3  >  dénomi- 
nateur de  la  féconde,  il  vient  fi  5  &  multiplier  pareil- 
lement les  deux  termes  de  la  féconde  par  6  >  dénomi- 
nateur de  la  première  :  ce  qui  donne  auffi  f| ,  les  deux 

-  fra&ions  réduites  font  donc  H  &  H  »  qui  font  de  même 
valeur  que  les  deux  premières]  8c  j,  &  qui  ont  nécef- 
fairement  le  même  dénominateur  18.  s 

Il  y  a  deux  chofes  à  démontrer  fur  cette  règle ,  la 
première  eft  qu'en  fuivant  la  méthode  prefcrite ,  les 
deux  fra&ions  réduites  font  de  même  valeur  que  les 
propofées  ;  &  là  féconde  ,  que  les  deux  fra&ions  ré- 
duites ont  un  même  dénominateur  :  c'eft  ce  que  nous 
allons  faire  voir. 

i°.  Les  deux  fra&ions  réduites  font  de  même  valeur 
que  les  deux  premières  :  car  fi  on  multiplie  deux  gran- 
deurs par  une  troifieme ,  la  raifon  des  produits  eft  égale 
à  celle  des  racines  (  1 8).  Or  en  fuivant  la  méthode  pref- 
crite» les  deux -termes  de  la  première  fra&ion  font  multi- 
pliés 
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jKés  par  un  même  nombre ,  fçavoir  par  le  dénomina~ 
jtur  de  la  féconde  :  &  de  même  les  deux  termes  de  la 
econde  font  multipliés  par  le  dénominateur  de  la  pre- 
mière ;  ainfi  les  deux  nouvelles  fradions  font  égales  aux 
feux  premières. 

On  peut  dire  encore  que  fi  les  deux  nouvelles  frac- 
tions contiennent  un  plus  grand  nombre  de  parties  que 
les  premières ,  auffi  ces  parties  font  plus  petites  à  pro- 
portion que  celles  des  premières  :  par  conféquent  les 
deux  fraâions  d'une  part  font  égales  aux  autres. 

2°.  Les  deux  fradions  réduites  ont  le  même  dénomi- 
nateur ,  puifqu'en  fuivant  la  méthode ,  le  dénominateur 
de  la  première  fradion  réduite ,  eft  le  produit  de  6  par 
3  >  &  le  dénominateur  de  la  féconde  eft  le  produit  de  3 
par  6  9  lefquels  produits  font  néceflàirement  égaux. 

149.  S'il  y  avoit  trois  fradions  à  réduire  au  même 
dénominateur ,  il  faudroit  multiplier  le  numérateur  & 
le  dénominateur  de  chacune  par  le  produit  des  déno- 
minateurs des  deux  autres.  Soient  les  trois  fradions  \ ,  7  ; 
\  à  réduire  au  même  dénominateur  :  on  trouvera ,  en  fui- 
vant la  règle  ,  les  trois  réduites  — >  *^»H#. 

On  fuit  la  même  méthode  pour  les  fradions  littérales  : 
exemple.   Les  fradions  \ ,  J  fe  réduifent  à  celle  -  ci 

iyo.  En  réduifant  deux  fradions  au  même  dénomi- 
nateur ,  on  peut  voir  quelle  eft  la  plus  grande  ;  on  peut 
même  cqnnoître  quel  eft  le  rapport  exad  de  Tune  à  Tau- 
tre  :  car  elles  font  entr'elles  comme  les  numérateurs  des 
fraâions  réduites.  Si  on  a ,  par  exemple ,  les  deux  frac-1 
rions  f ,  7  dont  on  cherche  le  rapport ,  il  faut  les  réduire 
au  même  dénominateur  ,  &  on  aura  les  deux  nouvelles 
fradions  $&$  qui  font  égales  aux  premières.  Or  ces 
deux  dernières  fradions  font  entr'elles  comme  les  nu- 
mérateurs 28  &  I  j  :  car  les  deux  fradions  font  les  quo- 
tiens  des  numérateurs  divifés  par  le  dénominateur  (  13  8  )  j 

I.  Partie.  P 
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&  d'ailleurs  le  dénominateur  qui  eft  le  divifeur,  étant 
ici  le  même ,  les  quotiens  font  entr'eux  comme  les  divi- 
dendes, c'eft- à-dire  >  comme  les  numérateurs  (  19). 

lyi.  Mais  lorfque  deux  fradions  ont  un  même  nu- 
mérateur ,  elles  font  entr^elles  réciproquement  comme 
les  dénominateurs  :  par  exemple  >  f  eft  à  j  comme  7  eft 
à  y.  Pour  le  démontrer  d'une  manière  générale  je  prends 
les  deux  fradions  f;  &  f* ,  &  je  prouve  ainfi  que  £  .  t :  : 
c .  b  :  fi  on  réduit  les  fradions  au  même  dénominaeur , 
on  aura  fj  &  \\ ,  qui   font  par  conféquent   entr'elles 
comme  les  numérateuas  ac  &  ab.  Or  la  raifon  de  ces 
deux  numérateurs  eft  égale  à  celle  de  c  à  b ,  puifque  ac 
&  ab  font  les  produits  des  grandeurs  c  &  b  multipliées 
par  la  même  quantité  a  :  par  conféquent  les  deux  frac* 
tions  £j  &  fi ,  ou  leurs  équivalentes  |  &  \  font  entre 
elles  comme  c  &  b  ;  c'eft  -  à  -  dire  ,  que  ces  deux  der- 
nières fradions  font  réciproquement  comme  leurs  dé- 
nominateurs. 

Réduire  un  nombre  entier  en  Fra&ion. 

15*2,  Four  réduire  un  nombre  entier  en  fradion  de 
même  valeur  que  l'entier,  il  faut  écrire  l'unité  au  def- 
fous  du  nombre  pour  fervir  de  dénominateur  *  par 
exemple  ,  y  eft  égal  à  f  ;  car  une  fradion  eft  égale  au 
quotient  du  numérateur  divifé  par  le  dénominateur.  Or 
le  quotient  de  y  divifé  par  1  eft  égal  à  y ,  puifque  1  eft 
contenu  cinq  fois  dans  y. 

13  y.  Si  on  vouloit  avoir  un  autre  dénominateur 
que  l'unité  ,  il  faudroit  multiplier  le  nombre  propofé 
par  le  dénominateur ,  &  le  produit  feroit  le  numérateur 
de  la  fradion  cherchée  :  par  exemple ,  pour  réduire  y 
en  une  fradion  qui  ait  3  pour  dénominateur ,  je  multi- 
plie y  par  3  ;  &  le  produit  1  y  eft  le  numérateur  de  la 
fradion  Y  qui  eft   égale  à  y ,  puifque  le  numérateur 
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qui  eft  le  produit  de  s  Par  3  •  ou  >  ce  <lu*  e^  1&  même 
1  chofe ,  de  3  par  y  ,  contient  cinq  fois  le  dénomina- 
teur 3. 

C'eft  la  même  chofe  pour  les  quantités  algébriques  : 
par  exemple»  a=~;  &  fi  on  veut  avoir  un  autre  déno- 
minateur que  l'unité ,  comme  b ,  on  trouvera  a  =  -7.     * 

Réduire  une  Fra&icn  en  entier. 

if  4»  Pour  réduire  une  fraâion  en  entier  (  ce  qui  ne 
fe  peut  que  quand  le  numérateur  eft  égal  ou  plus  grand 
que  le  dénominateur  )  il  faut  divifer  le  numérateur  par 
le  dénominateur  ;  &  le  quotient  exprimera  "la  valeur  de 
lafraâion  :  par  exemple,  fi  on  veut  réduire  en  entier  la 
fraâion  ^ ,  on  divife  iy  par  3  ,  &  le  quotient  y  mar- 
que la  valeur  de  la  fraâion  propofée.  . 

IJJ.  Si  la  divifion  ne  pouvoit  fe  faire  exactement; 
comme  dans  la  fraâion  y  *  Va  valeur  de  cette  fraâion 
feroit  l'entier  $  que  l'on  trouveroit  au  quotient ,  plu* 
le  refte duTnumérateur ,  c'eft-à-dire,  2  auquel  il  faudrait 
toujours  donner  le  même  dénominateur  3  ;  ainfi-~  =  f 
4.  \.  Cela  s'entend  facilement  après  ce  que  nous  avons 
dit,  fur- tout  en  parlant  de  la  réduction  des  entiers  eii 
fraâions. 

On  fait  de  même  pour  les  fraâions  littérales  :  par 
exemple ,  tt  =  *•  De  même  dJr  =  *•  Mais  il  eft  facile  de 
voir  que  cette  réduâion  n'a  lieu  que  quand  les  lettres 
du  dénominateur  font  toutes  communes  au  numérateur  S 
ainfi  la  fraâion  V  ne  peut  fe  réduire  en  entier. 

Evaluer  une  Fral&on* 

if6.  Evaluer  une  fraâion ,  c'eft  la  réduire  en  parties 
connues  d'un  fout: fi  on  a, par  exemple.»  la  fraâion  -* 
d'un  pied  »  &  qu'on  la  réduife  en  pouces ,  c'eft  évaluer 
la  fraâion  ^  d'un  pied* 

p  fi 
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ipj.  Pour  faire  cette  évaluation  ,  il  faut  divifer  le 
nombre  qui  marque  combien  le  tout  contient  de  parties  - 
par  le  dénominateur  de  la  fiaâion  ;  &  après  cela  mul-  ~ 
tiplier  le  quotient  par  le  numérateur  :  ainh  dans  l'exem- 
ple propofé ,  le  pied  contenant  1 2  pouces  ,  je .  di vife 
12  par  le  dénominateur  3  >  &  je  multiplie  enfuire  le 
quotient  4.  par  le  numérateur  2  ;  le  produit  8  fait  voir 
que  \  d'un  pied  vaut  8  pouces.  j 

Voici  la  démonftration  de  cette  méthode  appliquée  à  I 
notre  exemple  :  puifque  le  pied  contient  douze  pouces  # 
il  s'enfuit  que  j  d'un  pied  vaut  les  deux  tiers  de  12 
pouces  ;  &  par  conféquent  pour  évaluer  cette  fraéHon  , 
il  faut  prendre  les  deux  tiers  de  12  pouces.  Or  pour 
prendre  les  deux  tiers  de  12  il  n'y  a  qu'à  en  prendre 
d'abord  le  tiers ,  &  le  multiplier  enfuite  par  2 ,  c'eft  à- 
dire,  qu'il  faut  divifer  12  par  3,  &  multiplier  le  quo- 
tient par  2. 

15-8.  Au  lieu  de  divifer  12  par  3  ,  &  de  multiplier  en- 
fuite  le  quotient  par  2 ,  on  pourroit  commencer  par  la 
multiplication  &  faire  enfuite  la  divifion ,  en  gardant 
toujours  le  même  divifeur  &  le  même  multiplicateur  ; 
c'eft  à  dire ,  qu'on  pourroit  d'abord  multiplier  12  par 
2 ,  .&  divifer  enfuite  le  produit  par  3  ;  &  on  trouveroit 
la  même  valeur  de  la  fra&ion  ;  car  en  divifant  12  par  3  , 
&  multipliant  enfuite  le  quotient  par  2  ,  il  eft  vifible 
que  le  réfultat  de  l'opération  eft  double  du  quotient  de 
22  diyifé  par  3.  Or  pareillement  en  multipliant  d'abord 
12  par  2 ,  &  divifant  enfuite  le  produit  par  3  >  on  trou- 
ve un  quotient  double  de  celui  de  1.2  divifé  par  3  ,  puis- 
que le  produit  que  l'on  divife  eft  double  de  12.  Donc 
le  refultat  de  l'opération  eft  le  même  dans  les  deux  cas. 
On  peut  toujours  faire  le  même  raifonncment  fur  tout 
autre  exemple.  Donc  il  eft  indifférent  de  commencer  par 
la  multiplication  ou  par  la  divifion. 

iyp.  Il  fuit  de^là  que  pour  évaluer  une  fraâion,  oà 
peut  d'abord  multiplier  le  nombre  qui  marque  corn- 


L  I  V  F  I     S1COND.  22$ 

bien  le  tout  contient  de  parties  par  le  numérateur  de  la 
fradion ,  &  enfuite  divifer  le  produit  par  le  dénomina- 
teur de  la  fraction  :  par  exemple  ,  fuppofé  qu'un  écu 
vaille  60  fols ,  &  que  je  veuille  évaluer  la  fradion  *  d'un 
écu;  je  multiplie  d'abord  60  par  le  numérateur  4, 
parce  que  l'écu  vaut  60  fols  :  après  cela  je  dîvife  le 
!  produit  240  par  le  dénominateur  5* ,  &  je  trouve  au  quo- 
i  tient  48  ;  ce  qui  marque  que  la  fradion  f  d'un  écu  vaut 
48  fols. 

l6o.  Remarquez  qu'il  arrive  aflez  fouvent  qu'on  ne 
peut  faire  la  divifion  fans  refte ,  comme  dans  l'exemple 
foivant  :  foit  la  fradion  ~  d'une  toife  qu'on  propofe  d'é* 
valuer  en  pieds.  Suivant  la  féconde  méthode,  il  faut 
multiplier  6  par  le  numérateur  8  ,  parce  que  la  toife 
contient  fix  pieds ,  &  divifer  enfuite  le  produit  48  par 
k  dénominateur  9  :  on  trouvera  au  quotient  y  ,  &  a 
fradion  xr  par  conféquent  î  de  toife  vaut  j"  pieds  >  &  £ 
d'un  pied. 

Cette  dernière  fradion  S  de  pied  peut  encore  être 
évaluée  en  pouces  par  la  même  méthode,  c'eft-à  dire» 
qu'il  faut  multiplier  1 2  par  le  numérateur  3  ,  parce  q  ue 
le  pied  contient  12  pouces,  &  divifer  le  produit  36 
par  9  ;  le  quotjent  fera  4  :  ainfi  la  fradion  ~  de  pied  vaut 
4  pouces  ;  par  conféquent  la  première  fradion  f  de  toife 
vaut  y  pieds  4  pouces. 

Voici  encore  un  autre  exemple  r  fuppofant  l'écu  de 
60  fols ,  on  demande  combien  vaut  la  fradion  i  d'ui> 
écu.  Je  réduis  d'abord  en  fols  la  fradion  propofee ,  en 

_  ..  ,.       ^-,par4J  °"  J:"r- fmml—î A": 

me  doi 

—  ,  1^  »~— ~~  pareille — - —  — T  

fcl,  &  je  trouve  qu'après  avoir  multiplié  12  pat  2,  & 
divifé  le  produit  24  par  7 ,  le  quotient  eft  3  plus  S  ;,ainfi; 
la  fradion  ~  d'un  fol  vaut  3  deniers  &  7  d'un  denier ,  par; 
conféquent  la  fradion  7  d'un  écu  vapt  34,  fols  3  den». 
k  j  d'ua  denier  :  on  peut  négliger  £  d'un  aenier, 
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Nous  allons  parler  préfentemeot  des  opérations  eomV 
mimes  aux  fraâions  &  aux  entiers  :  ces  opérations  font 
l'addition ,  la  fouftraâion ,  la  multiplication ,  la  divi- 
fîon,  la  formation  des  puiflances  &  l'cxtraâion  des 
racines* 

De  l'Addition  des  Fractions* 

161.  Four  ajouter  deux  ou  plufieurs  fraâions,  il  faut 
d'abord  les  réduire  au  même  dénominateur  ,  fi  elles  en 
ont  de  différens  ;  &  enfuite  ajouter  enfemble  les  numé- 
rateurs ,  en  laiflant  le  dénominateur  commun  ;  &  on  a 
la  fomme  des  frayions.  Exemple.  Je  veux  ajouter  les 
deux  fraâions  ^  &  ~  :  pour  cela  je  les  réduis  d'abord  au 
même  dénominateur;  ce  qui  donne  ^L&t?  ;  après  quoi, 
j'ajoute  les  numérateurs  (ans  rien  changer  au  dénomi- 
nateur ,  &  la  fomme  eftrs,  c'eft- à-dire,  vingt-trois 
vingtièmes. 

La  raifon  de  cette  pratique  eft  évidente  :  car  l'on  voit 
aifément  que  huit  vingtièmes  &  quinze  vingtièmes  font 
vingt-trois  vingtièmes  :  il  fuffic  donc»  quand  les  frac- 
tions ont  même  dénominateur ,  d'ajouter  les  numéra* 
teurs ,  en  laiflant  le  dénominateur  commun. 

On  opère  de  même  fur  les  fraâions  algébriques  ; 
(oient,  par  exemple ,  les  deux  fraâions  ■£  ici  >  qu'il  faut 
ajouter  ;  je  les  réduis  au  même  dénominateur  •  ce  qui 

produit  ra &  n  >  aPr^  9u0*  j'ajoute  feulement  les  nu- 
mérateurs en  laiflant  le  dénominateur  commun ,  la  fom- 
me  eu—  q — . 

162.  Si  on  propofe  un  entier  &  une  fraâion  à  ajouter 
avec  un  entier  &  une  fraâion ,  il  faut  ajouter  l'entier 
avec  Tentier»  &la  fraâion  avec  la  fraâion  :  par  exent- 
pie ,  pour  ajouter  \%^\  avec  iy  -  ;  je  prends  la  fomme 
des  entiers  qui  eft  27  ;  enfuite  j'ajoute  les  fraâions  • 
après  les  avoir  réduites  au  même  dénominateur  ;  ainfi 
la  fomme  des  quotiens  &  des  fraâions  eft  27  ■+•  £J* 
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De  la  Soustraction  des  Fractions. 

itfj.  Pour  fouftraire  une  fraâion  d'une  autre  ,  il  faut 
les  réduire  au  même  dénominateur ,  quand  elles  en  ont 
qui  font  différent ,  &  ôter  enfuite  le  numérateur  de 
celle  qu'on  veut  fouftraire  du  numérateur  de  l'autre ,  en 
laiflànt  le  dénominateur  commun.  Exemple.  Four  fouf- 
traire f  de  f  ,  j'ôte  le  numer.  2  du  numer.  3  ,  &  jelaifle 
le  même  dénominateur  y  ;  il  refte  7.  Si  ces  fra&ions  n'a- 
voient  pas  eu  le  mêriie  dénominateur ,  il  auroit  fallu  les 
y  réduire  avant  que  de  faire  la  fouftraâiôn. 

La  raifon  de  cette  opération  s'entend  allez ,  c'eft  la 
même  que  celle  de  l'addition.  . 

Quand  les  fradions  font  littérales ,  on  opère  de  la~ 
même  manière.  Exemple.  De  la  fradion^-on  veut  fou- 
ftraire celle  ci-{,  ;il  faut  réduire  l'une  &  l'autre  â  celles- 
ci  ïi  &  l~d  >  qu>  f°nt  ég^cs  aux  premières  &  qui  ont  mê- 
me dénominateur ,  &  ôter  enfuite  le  numérateur  de  la 
féconde  des  réduites ,  du  numérateur  de  la  première  :  oa 
aura  îi==—  qui  eft  le  refte  ou  la  différence  des  deux  frac- 

tions. 

164.  Si  on  propofe  tin  entier  &  unefraôionà  fouf- 
traire d'un  entier  &  d'une  fra&ion ,  il  faut  ôter  l'entiet 
de  l'entier ,  &  la  fra&ion  de  la  fraftion  :  par  exemple  v 
pour  fouftraire  9  4-^  de  12+J  ,  j'ôte  9  de  12  ,  & 
après  avoir  réduit  les  deux  fra&ions  \  &  -  au  même  dé- 
nominateur ,  j'ôte  encore  la  première  de  la  féconde  , 
&  je  trouve  que  le  refte  des  entiers  &  des  fraâions  eft 
3  4-  ji#  Si^  la  fra&ion  du  nombre  à  fouftraire  avoit  été 
plus  grande  que  celle  de  l'autre  nombre ,  il  auroit  fallu 
commencer  par  réduire  une  unité  de  12  en  une  fradion 
qui  auroit  eu  le  même  dénominateur  que  {  ,  &  l'ajoute* 
avec  +  :  enfuite  opérer  commme  oa  vient  de  le  dire 

piv 


s 
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Db  là  multiplication  des  Fractions. 

On  peut  multiplier  une  fradion  par  un  nombre  en-* 
tier  ou  par  une  autre  fra&ion.  Nous  allons  donner  la 
méthode  pour  l'un  &  pour  l'autre  cas. 

i6y.  1  .  Pour  multiplier  une  fraâion  par  un  entier,  il 
faut  multiplier  feulement  le  numérateur  de  la  fra&ion 
ar  l'entier ,  &  laifler  le  même  dénominateur.  Exemple, 
e  veux  multiplier  \  par  4  :  pour  cela  je  multiplie  le  nu- 
mérateur 3  par  4  ;  &  gardant  le  même  dénominateur  » 
j'aurai  la  fra&ion  y  qui  eft  le  produit  de  f  par  4. 

La  raifon  eft  que  quand  on  veut  multiplier  \  par  4  » 
on  cherche  une  fra&ion  quatre  fois  plus  grande  quef- 
(Liv.  I.  Art.  36.)  Or  en  multipliant  feulement  le  nu* 
mérateur  par  4 ,  la  fradion  qui  vient  de  cette  multiplia 
cation  eft  quatre  fois  plus  grande  que  7  :  car  une  fradion 
efl  d'autant  plus  grande  que  fon  numérateur  eft  plus 
grand  par  rapport  au  dénominateur  (  41  )  Or  en  mul- 
tipliant le  numérateur  3  par  4,  le  produit  12  eft  quatre 
fbis  plus  grand  que  3  ;  par  conféquent  la  fradion  j-  eft 
quatre  fois  plus  grande  que  \  ;  donc  '~  eft  le  véritable 
produit  de  7  par  4.  Ce  qu'il  fallôit  démontrer. 

166.  l°.  Pour  multiplier  deux  fraôions  Tune  par 
l'autre ,  il  faut  non  feulement  multiplier  les  deux  nu- 
mérateurs .  mais  aufli  les  deux  dénominateurs  l'un  par 
l'auire.  Exemple.  On  veut  multiplier  les  deux  fractions 
r  &  7  Punre  par  l'autre  ,  il  faut  multiplier  3  par  4 ,  &  f 
par  6  >  8c  on  aura  H  produit  des  deux  fradions  propo- 
ses. 

Afin  de  concevoir  la  raifon  de  cette  règle,  il  faut 
{aire  attention  que  pour  multiplier  7  par  4 ,  on  doit 
multiplier  feulement  le  numérateur  3  par  4  >  &  on  aura 
la  fradion  -j-  qui  eft  le  véritable  produit ,  comme  nous 
venons  de  le  démontrer.  Or  le  produit  def-  par£  doit 
Itrç  fi*  fois  plus  petit  que  V  ,  puifque  le  multiplicateur 


r 
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7 ,  c'eft-à  dire ,  4  divifé  par  6,  eft  lïx  fois  plus  petit  que 
le  multiplicateur  4  ;  il  faut  donc  rendre  la  fraâion  -y  ^x 
fois  plus  petite.  Or  pour  prendre  une  fraâion  plus  pe- 
tite >  il  n'y  a  qu'à  augmenter  le  dénominateur  en  laiflant 
le  même  numérateur  (  142  )  >par  conféquent  pour  ren- 
dre la  fraâion  -7-  fix  fois  plus  petite ,  il  n'y  a  qu'à  ren- 
dre fon  dénominateur  fix  fois  plus  grand ,  c'eft-à-dire, 
le  multiplier  par  6  ;  donc  pour  multiplier  une  fraâion 
par  une  autre  ,il  faut  non-feulement  multiplier  le  nu- 
mérateur par  le  numérateur  ;  mais  aufli  le  dénomina- 
teur par  le  dénominateur. 

On  auroit  pu  trouver  aufli  cette  méthode  par  l'arti- 
cle 8  y  :  car  les  fraâions  n'étant  que  des  raifons ,  on  doit 
multiplier  deux  fraâions  de  la  même  manière  que  deux 
raifons.  Or  pour  avoir  le  produit  de  deux  raifons ,  il 
faut  multiplier  l'antécédent  de  l'une  par  l'antécédent  de 
l'autre  ,  &  le  conféquent  par  le  conféquent.  On  doit 
donc  aufli ,  quand  il  s'agit  de  la  multiplication  de  deux 
(radions,  multiplier  le  numérateur  par  le  numérateur» 
&  le  dénominateur  par  le  dénominateur. 

On  obferve  la  même  méthode  pour  la  multiplication 
des  fraâions  littérales.  i°.  Le  produit  dej  par  c  9  eft 
¥•  20.  Le  produit  de  \  par  J  eft  fc 

167.  Si  on  vouloit  multiplier  un  entier  &  une  frac- 
tion par  un  entier  &  une  fraâion ,  il  faudroit  réduire  le 
multiplicande  à  une  feule  fraâion  ,  &  le  multiplica- 
teur aufli  à  une  autre  fraâion ,  &  enfuite  multiplier  ces 
deux  nouvelles  fraâions  l'une  par  l'autre:  par  exemple, 
pour  multiplier  8  ■+-  \-  par  7  -f-i  ,  il  faut  réduire  pre- 
mièrement le  multiplicande  8  ■+■  £  ,  en  une  fraâion  : 
pour  cela  je  réduis  d'abord  8  à  une  fraâion  qui  ait  un 
même  dénom.  que  £  4  &  je  trouve ir=  8  :  enfuite  j'ajou- 
te^- avec -^f  ;  la  forame-reft  le  multiplicande  total.  En 
fécond  lieu  je  réduis  de  la  même  manière  le  multipli- 
cateur à  la  feule  fraâion  V*  Enfin  ,  je  multiplie^  par 
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¥>  Ie  produit  eft~-que  l'on  peut  réduire  en  entier* 
Nous  n'avons  pas  parlé  de  la  multiplication  des  en- 
tiers par  des  fraâions ,  parce  qu'il  eft  évident  que  ce 
cas  fe  rapporte  au  premier  dans  lequel  il  s'agit  de  la 
multiplication  des  fraftions  par  des  entiers  :  par  exem- 
ple ,  on  doit  avoir  le  même  produit  >  foit  qu'on  multi- 
plie 4  par  j- ,  ou  bien  f-  par  4. 

Remarques, 

I. 

168.  Nous  awns  vu  que  pour  ajouter  &  fouftraire 
les  fradions  ,  il  falloit  les  réduire  au  même  dénomina- 
teur :  mais  cette  préparation  n'eft  pas  néceflaire  pour 
la  multiplication  fton  plus  que  pour  la  divifion  des 
fraâions. 

I  L 

i6ç.  Quand  dans  la  multiplication  des  fraâions  le 
multiplicateur  eft  plus  petit  que  l'unité,  le  produit  eft 
auflï  moindre  que  le  multiplicande:  par  exemple,  7 
multiplié  par  7  donne  au  produit  la  fradion  ri  qui  eft 
moindre  quej-:  car  la  fradion  tï  ne  vaut  pas  unjs 
c'eft -à-dire ,  un  tiers;  il  faudroit  qu'il  y  eût  tt>  &  non 
pas-rr. 

•  La  raifon  pourquoi  le  produit  eft  alors  plus  petit 
que  le  multiplicande ,  •  c'eft  que  plus  le  multiplicateur 
eft  petit ,  plus  auftî  le  produit  eft  petit.  Or ,  fi  on 
multiplie  par  l'unité \  le  produit  eft  égal  au  multipli- 
cande ;  donc  fi  on  multiplie  par  un  multiplicateur 
plus  petit  que  l'unité  ,  le  produit  doit  être  moindre 
que  le  multiplicande. 

Cela  fe  peut  auflî  prouver  par  la  proportion  qui  fe 
trouve  dans  toute  multiplication  :  voici  cette  propor- 
tion. Le  produit  eft  au  multiplicande  ,  comme  le  mul- 
tiplicateur eft  à  l'unité  (jS$)  ;  par  conféquent ,  fi  le  mukt 
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plïcateur  eft  plus-petit  que  l'unité ,  il  faut  que  le  produit 
(bit  moindre  que  le  multiplicande. 

170.  C'eft  par  la  multiplication  que  l'on  réduit  les 
fraâions  de  fraâions  à  des  fraâions  fimples.  Je  fuppofe 
qu'on  ait  la  fraâion  compofée ,  ou  la  fraâion  de  fraâion 
\  de  g-,  c'eft- à- dire,  trois  cinquièmes  de  quatre  fixiemes  3 
pour  entendre  ce  qu'elle  exprime  >  il  faut  l'appliquer  à 
un  cas  particulier  en  cherchant ,  par  exemple ,  ce  que 
valent  trois  cinquièmes  de  quatre  fixiemes  d'un  écu  de 
trois  livres.  Premièrement  >  quatre  fixiemes  d'un  écu  de 
trois  livres  font  40  fols.  En  fécond  lieu ,  trois  cinquiè- 
mes de  40  fols  font  24  fols.  Ainfi ,  trois  cinquièmes  de 
quatre  fixiemes  d'un  écu  valent  24  fols.  Il  s'agit  donc 
de  réduire  j  def  à  une  fraâion  fimple  :  or  pour  cela,  il 
faut  multiplier  §■  par  f  ,  &  le  produit  ji  eft  la  fraâion 
fimple  qui  exprime  la  valeur  de  la  fraâion  de  fraâion 
f  de  £.  Cela  eft  évident  dans  le  cas  particulier  dont  nous 
venons  de  parler:  car ,  puifque  le  trentième  d'un  écu  do 
trois  livres  eft  deux  fols,  il  s'enfuit  que  douze  trentiè- 
mes de  l'écu  font  24 fols:  c'eft  la  valeur  que  nous  avions 
déjà  trouvée.       , 

Afin  d'appercevoir  la  raifon  générale  &  métaphyfi> 
que  de  cette  opération,  prenons  7  au-lieu  de  4*  Je  dis 
donc  que^de^éft  égal  à3%  qui  eft  le  produit  de  ^  par 
f  :  car  \  de* ,  c'eft  à-dire  ,  un  cinquième  de  jjn'eft  autre 
chofe  que  la  cinquième  partie  de  la  fraâion  6\  Or  >  U 
•tinquieme  partie.de  %  eft  le  produit  f  x  \  ou  4  ,  puit- 
qu'en  multipliant  le  dénominateur  6  par  f  ,  la  fraâion 
J  devient  f  fois  moindre  qu'elle  h'eft  (142);  donc -de 
5  eft£.  Cela  pofé ,  il  eft  clair  que  ^  de  J  eft  trois  fois 
plus  grand  que  4.  ;  il  faut  donc  multiplier  cette  dernière 
»  fraftion  par  3 ,  c'eft- à-dire,  qu'il  faut  encore  multiplier 
le  numérateur  de  ^  par  3  ,  &  on  aura  le  produit  fs  égal 
àidéi.  Par conféquent ,  pourréduirefdelàune  feul» 
firaâû  "  ..-.._ 

une 


Hon ,  il  faut  multiplier  }  par  f.  En  un  mot  »  pour  avoic 
fraâion  égale  à  \  de  \ ,  il  faut  prendre  trois  cinquiér 
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mes  de  i«    Or ,  prendre  trois  cinquièmes  de  ?  ,  c'elt 
multiplier  la  fraôion  f  par  i.  | 

J71.  S'il  y  avoit  plus  de  deux  (radions,  il  faudrait 
auflî  les  multiplier  les  unes  par  les  autres ,  afin  de  les 
réduire  à  une  feule  fraâion.  Far  exemple ,  ide^deçfe 
féduit  au  produit  *  *  +  :*■?=  -H-.  Ceft  la  même  choft 
pour  les  fraftions  littérales. 

De  la  division  des  Fractions.  Jj 

On  peut  dîvifer  une  fraétion  par  un  entier,  ôubjeft 
une  fraétion  par  une  autre  fra&ion ,  ou  enfin  un  en- 
tier par  une  fraétion.  Nous  allons  donner  la  métho* 
de  pour  ces  trois  cas. 

172.  i°.  Pour  divifer  une  fraétion  par  un  entier ,  3 
faut  multiplier  le  dénominateur  de  la  fra&ion  par  l'en- 
tier qui  eft  le  divifeur ,  en  laiflant  le  même  numérateur: 
par  exemple,  pour  divifer  J-  par  4»  il  faut  multiplier  le 
dénominateur  3  par  4 ,  &  le  quotient  fera  ?*;. 

Afin  de  concevoir  la  raifon  de  cette  pratique ,  il  faut 
faire .  attention  que  quand  on  veut  divifer  f  par  4 ,  on 
en  cherche  une  autre  qui  n'en  foit  que  la  quatrième 
partie ,  ou  ce  qui  eft  la  même  chofe  »  qui  foit  quatre 
fois  plus  petite  ( Liv.  I.  Art.  66).  Or,  pour  rendre 
une  fraâion  plus  petite ,  il  n'y  a  qu'à  augmenter  fon  dé- 
nominateur (  142  )  :  ainfi ,  pour  faire  la  fraâion  \  qua- 
tre fois  plus  petite ,  il  n'y  a  qu'à  rendre  fon  dénomina- 
teur quatre  fois  plus  grand ,  c'eft-à-dire  »  le  multiplier 
par  4 ,  &  laifler  le  même  numérateur.  Ce  qu'il  falloir 
démontrer. 

173.  Si  on  peut  divifer  exa&ement  le  numérateur  de 
la  fraétion  par  l'entier ,  il  vaut  mieux  faire  cette  diyi- 
fïon  du  numérateur ,  en  laiflant  le  même  dénominateur: 
par  exemple ,  le  quotient  de  la  fra&ion  7,  divifée  par  ?  • 
eft  7.  La  raifon  de  cette  pratique  eft  évidente ,  puifqu'en 
divifent  le  numérateur  par  3  >  il  vient  une  nouvelle  frac-< 
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ron  /  <font  le  numérateur  n'eft  que  le  tiers  de  celui  de 
le  première  ;  &  par  conféqueot ,  cette  nouvelle  frac- 
tion n'eft  auifi  que  le  tiers  de  la  première. 

1 74.  s°.  Pour  divifer  une  fra&ion  par  une  autre ,  il 
faut  multiplier  le  numérateur  de  la  fraftion  qui  eft  1» 
dividende  par  le  dénominateur  de  celle  qui  fert  de  di-î 
vifeur ,  &  le  produit  fera  le  numérateur  du  quotient  % 
eafuite  il  faut  multiplier  le  dénominateur  du  dividende 
par  le  numérateur  du  divifeur ,  &  le  produit  fera  le  dé- 
inateur  du  quotient  :  par  exemple  ,  fi  on  veut  divi- 

l  par  \t  il  faudra  multiplier  2 ,  numérateur  du  divi- 

nde ,  par  y  »  dénominateur  du  divifeur  ,  &  le  produit: 
zo  fera  le  numérateur  du  quotient:  après  cela ,  il  faudra 
encore  multiplier  le  dénominateur  3  du  dividende  par; 
le  numérateur  4  du  divifeur»  on  aura  le  produit  iz 
pour  le  dénominateur  du  quotient  qui  fera  ri* 

Voici  la  démonftration  de  cette  méthode.  Si  on 
divifé  une  grandeur  par  plufîeurs  divifeurs ,  un  quo- 
tient eft  d'autant  plus  grand  que  le  divifeur  eft  petit* 
Or,  on  a  fait  voir  dans  le  premier  cas  que  le  quotient 
de|  divifé  par  4,  eft  ^;  ainG,  le*quotient  de  j  divifé 
parT  ,  doit  être  cinq  fois  plus  grand  que  r\  y  puifque, 
f  n'eft  que  la  cinquième  paitie  de  4:  mais,  pour  reo* 
dre  la  fra&ion  -jV  cinq  fois  plus  grande ,  il  n  y  a  qu'à' 
multiplier  le  numérateur  par  j  :  ce  qui  donnera  H  S 
ainG  f  cette  fraâion  eft  le  quotient  de  j  divifé  par  ~  y 
donc  ,  pour  divifer  une  fraâion  par  une  autre ,  if 
feut  multiplier  '  le  numérateur  du  dividende  par  le. 
dénominateur  du  divifeur ,  &  le  dénominateur  du  di- 
vidende par  le  numérateur  dix  divifeur. 

On  peut  divifer  de  la  même  manière  deux  fraftions 
littérales  l'une  par  1  autre.  Exemple*  Le  quotient  de 

É.pâr£eft£ 

1 74.  B.  î)ans  la  pratique ,  il  eft  plus  fimple  de  prendre 

rînverfe  de.  la  fra&ion^qui  doit  fervir  de  divifeur ,  après 

jguoi  on  multiplie  le  dividende  par  cette  inverfe ,  &  on 
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trouve  au  produit  le  quotient  qu'on  cherche*  Àiofi; 
pour  divifer  \  par  ? ,  je  prends  l'inverfe  de  cette  àa* 
niere  fraâion ,  c'eft  d7  \  enfuite  je  multiplie  \  par  \>  fit 
lé  produit  ^  eft  le  quotient  cherché. 

17 y.  Quand  deux  fraâions  ont  le  même  dénomina- 
teur ,  pour  lors ,  afin  de  divifer  une  de  ces  fraétions  par 
l'autre ,  il  fuffit  de  divifer  le  numérateur  du  dividende 
par  le  numérateur  du  divifeur:  ainfi,  le  quotient  de \ 
par  j  eft  \.  Pour  le  démontrer  d'une  manière  généra- 
le ,  prenons  deux  fraâions  littérales  qui  aient  le  même 
dénominateur ,  telles  que  £  &  J-  :  il  faut  prouver  <jt»c 
le  quotient  de  la  première ,  divifée  par  la  féconde ,  eft'. 
Selon  la  règle  générale  de  l'article  1 74  >  le  quotient  de 
£parf.eftf*.   Or^  =  fCi8). 

1  n6*  On  peut  déduire  de  là  une  règle  générale  pour 
divifer  deux  fraétions  l'une  par  l'autre.  Voici  cette  rè- 
gle :  il  faut  réduire  les  deux  fractions  au  même  déno- 
minateur ,  &  enfuite  divifer  le  numérateur  du  dividen- 
de pyg  le  numérateur  du  divifeur  :  par  exemple ,  pour 
divifer  y  par  f  ,  je  réduis  d'abord  ces  deux  fradions  au 
rtiême dénominateur;  &  je  trouve r?&H:  enfuite,  je 
divife  10  par  12  ;  ce  qui  donne  ff:  ainfî,  le  quotient  de 
\  par  *-eft  77.  Ce  quotient  eft  le  même  que  celui  qu'on 
a  trouvé  par  la  première  méthode  de  ce  fécond  cas. 

177,  3°.  Pour  divifer  un  nombre  entier  par  une 
fraâion ,  il  faut  réduire  Pentier  à  une  fraéèion  qui  ait 
l'unité  pour  dénominateur  ,  &  après  cela  ,  opérer 
comme  nous  avons  dit  qu'on  devoit  faire  pour  divi- 
fer une  fraftion  par  une  autre.  Exemple.  Si  on  veut 
divifer  6  par  4* ,  il  faut  réduire  6  à  la  fraâion  7  qui  eft 
égale  à  6  ,  &  enfuite  divifer  cette  fra&ion  f  par  4  :  le 
quotient  fera  V  =  8. 

Ce  troifîeme  cas  fe  réduifant  au  fécond  ,  n'a  pas 
befoin  d'autre  démonftration  que  de  celle  que  nou* 
avous  donnée  pour  le  fécond. 
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On  a  déjà  vu  que  la  méthode  du  fécond  cas  peut 
être  appliquée  aux  fradions  littérales  :  il  refte'à  don- 
ner des  exemples  pour  le  premier  &  le  troifîeme  cas. 
Le  quotient  de  \  par  c  eft  £-t*  Le  quotient  de  a  =  \  par 
'  eft  ±±. 

178.  Si  on  voùloit  divifer  un  entier  &  une  fraâioa 
par  un  entier  &  une  fraâion ,  il  faudroit  réduire  le  divi- 
dende à  une  feule  fraâion ,  &  le  (Jîvifeur  pareillement  à 
une  feule  fraâion  ;  &  enfuite  divifer  la  première  de  ces 
nouvelles  fractions  par  l'autre »  foit ,  par  exemple ,  3  -*-  £ 
a  divifer  par  4  ■+■  f ,  je  réduis  le  dividende  à  la  frac- 
tion f  y  &  le  oivifeur  à  cette  autre  -y  ;  après  cela ,  je 
divife  î  par  y»  &  je  trouve  au  quotient  i{. 

178.  B.  Lorfque  les  nombres  entiers- du  dividende  & 
du  oivifeur  font  exprimés  par  plu  (leurs  chifres  ,  il  eft 
plus  fimple  de  réduire  le  dividende  de  le  divifeur  en 
nombres  entiers ,  qui  aient  entr'eux  le  même  rapport 
que  ce  dividende  &  te  divifeur.  Four  cet  effet  ;  il  faut 
réduire  d'abord  les  deux  fraâions  au  même  dénomina- 
teur ,  après  quoi  on  multiplie  le  dividende  &  le  divi- 
feur par  le  dénominateur  commun  :  enfuite ,  on  fait  la. 
divifion ,  &  le  quotient  eft  le  même  qu'il  auroit  été  fans 
ces  préparations ,  parce  que  le  dividende  &  le  divifeur» 
ayant  été  multipliés  par  un  même  multiplicateur  que  je 
fuppofe  par  exemple  être  1 2  ,  le  fécond  fera  contenu 
dans  le  premier ,  autant  de  fois  qu  il  y  étoit  avant  la 
multiplication,  puifque  l'un  &  l'autre  eft  12  fois  plus 
grand  qu'il  n'étoit.  Soient,  >par  exemple, -les  deux 
nombres  5*48  7  &  34  \  à  divifer  l'un  pair  l'autre  :  je 
les  multiplie  par  12  »  qui  eft  le  dénominateur  com- 
mun des  fra&ions  réduites  :  ce  qui  me  donne  les  deux 
nombres  6579  &  416  :  je  divife  enfuite  le  premier 
par  le  fécond  %  &  je  trouve  I  y  $  :  c'eft  le  quotient 
de  ces  deux  nombres  5-48  ±  &  34  ~. 

Le  produit  du  dividende  5^48  À  par  12  eft  6£J$  :  car 
en  multipliant  d'abord  le  nombre  entier  J48  par  12 ,  le 
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produit?  eft  6fj6  ;  &  d'ailleurs ,  cri  multipliant  aaffi  par 
12  lafra&ion  réduite  A  >  on  trouve  3  ;  parce  que  quand 
on  multiplie  une  fra&ion  par  fon  dénominateur ,  le  pro- 
duit eft  toujours  égal  au  numérateur  (  16  y  B  ).  On 
trouvera  de  même  que  le  produit  du  divifeur  34.  -&  par 
12  eft  4.16. 

178.  C  S'il  n'y  avoit  que  le  dividende  ou  le  divifeur 
qui  eût  une  fraftion ,  il  faudroit  multiplier  l'un  &  l'autre 
par  le  dénominateur  de  cette  fraétion. 

179.  Remarquez  que  fi  la  fraétion  qui  fert  de  divif. 
eft  plus  petite  que  l'unité ,  le  quotient  fera  plus  grand 
que  le  dividende:  comme  fi  on  divifeg-parj,  le  quo- 
tient fr=  1  eft  plus  grand  que  le  dividende  i. 

La  raifon  de  cette  remarque  eft  que  le  quotïent-eft 
d'autant  plus  grand  que  le  divifeur  eft  petit.  Or ,  quand 
le  divifeur  eft  l'unité ,  le  quotient  eft  égal  au  dividende; 
ar  conféquent ,  fi  le  divifeur  eft  plus  petit  que  l'unité, 
e  quotient  doit  être  plus  grand  que  le  dividende* 

D'ailleurs ,  on  a  dit  (70}  que  dans  toute  divifion  le 
dividende  eft  au  divifeur ,  comme  le  quotient  eft  à  fu-  j 
nité  :  &  alttrnanio  ,  le  dividende  eft  au  quotient , 
comme  le  divifeur  eft  à  l'unité  ;  par  conféquent ,  fi 
le  divifeur  eft  plus  petit  que  l'unité  ,  le  dividende  eft 
auffi  plus  petit  que  le  quotient. 

DE  LA  FORMATION  DES  PUISSANCES 

des  Frottions. 
» 
Nous  ne  dirons  qu'un  mot  de  cette  opération ,  parc 
qu'elle  eft  très-facile  à  entendre ,   après  tout  ce  qui 
nous  avons  dit  jufqu'ici. 

1 80.  Pour  avoir  le  quarré  d'une  fraftion  ,  il  faut  éle*: 

Yer  le  numérateur  &  le  dénominateur  chacun  à  fofl: 

quarré.  Exemple.  Le  quarré  de  3  eft  ^.  De  même,W 

quarré  der  eft^. 

Pour  avoir,  le  Çttbe  d'une  fraétion ,  il  faut  élever  la 

numérateuc 


E 
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Numérateur  &  le  dénominateur  »  chacun  à  fan  cube. 
Exemple.  Le  cube  de  \  eft  de  rf?. 

En  général ,  pour  avoir  la  puiflancé  d'une  ftaâioft  j 
il  faut  élever  le  numérateur  &  le  dénominateur  à  la 
même  puiflance  que  celle  à  laquelle  on  veut  élever  la 
fraâion. 
La  raifon  de  cette  opération  eft  bien  claire  ;  Car  pour 
r  la 
:êh 

le  dénominateur  le  quarré  de  3  ;  par  conféquent  pour 
élever  une  fraâion  à  ton  quarté ,  il  faut  prendre  le  quarrô 
du  numérateur  &  celui  du  dénominateur.  Ceft  la  mémfe 
raifon  pour  les  autres  puiffances. 

On  opère  de  même  pour  les  traâions  littérales.  Exera* 

a       aa  a+d 

J>leSr  Le  quart é  de  — eft—.  Le  quarré  dé eft 

h        bb  c 

*a+2ad+dd  au* 

— — ■■  '  *   —*  Le  cubé  de  —  eft  — 
ce  b        b*i 

180.  É.  Il  parott  que  le  quarré  ou  cjuelqu'autre  puifr 
fonce  fupérieure  d'une  fraâion  proprement  dite,  c  eft-à- 
dire,  plus  petite  aue  l'unité ,  eft  moindre  que  la  fradion  : 
le  quarré  de  7  n'effque  la  moitié  de  7 ,  le  quarré  de  la  frac- 
tion 7 d'en  éft  que  le  tiers»  le  quarré  de ~  n'en  eft  que  le 
quart,  &c.  C'eft  une  (uire  de  ce  que  nous  avons  remar- 
qué fut  la  multiplication  des  fraâions ,  lorfque  le  rnuki» 
plicateur  eft  moindre  que  l'urtîté  (Art;  1 69). 

DE  VEXTRACTION  DES  RACINES 

des  FraSiOns. 

.  ï8i.  Pour  extraire  la  racine  quarréé  d'une  fraâion; 
J  faut  tirer  celle  du  numérateur  &  celle  du  denomina* 
teur.  Exemples»  La  racine  quarrée  de  7  eft  7*  La  racine 
quarrée  de  ^efti 

L  Partiu  q 
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En  général ,  pour  extraire  la  racine  quelconque  (f  un* 
fraâion ,  il  faut  tirer  la  racine  fenablable  du  numérateur 
.&  du  dénominateur  de  la  fraâion*  Exemple.  La  racine 
quatrième  de  J4  eft  y. 

La  raifon  de  cette  opération  fe  déduit  de  la  formation 
des  puiffances  des  fraft  ions  :  car  G  pour  élever  une  fraâion 
à  fon  quarré ,  il  faut  élever  le  numérateur  &  le  dénomina* 
teur,  chacun  à  fon  quarré ,  il  fuit  que  pour  tirer  la  racine 
quarrée  d'une  fraâion ,  il  faut  tirer  celle  du  numérateur 
&  celle  du  dénominateur  »  puifque  la  formation  des  puif- 
fances &  l'extraâion  des  racines  font  des  opérations  con- 
traires. On  peut  appliquer  le  même  rationnement  aux  au- 
tres racines ,  troiheme ,  quatrième ,  8?c. 

Il  faut  opérer  de  la  même  manière  pour  l'extraâion 
des  racines  des  fraâions  littérales.  Exemples.  La  racine 

a> 
quarrée  de  ££  eft-J.  La  racine  cubique  de  —  cft-J* 

•  y 

182.  Si  le  numérateur  &  lé  dénominateur  ne  forit 
pas  l'un  &  l'autre  des  puiffances  parfaites  de  la  racine 
que  Ton  cherche,  on  ne  peut  trouver  exactement  cette 
racine:  par  exemple  :  on  ne  peut  pas  tirer  èxaâefnent  la 
racine  quarrée  de  7 ,  parce  que  le  dénominateur  n'eft 
pas  un  quatre  parfait.  Mais  alors  on  peut  approcher  auffi 
près  qtie  l'on  veut  de  la  véritable  racine.  Pour  cet  effet , 
Il  faut  1°.  multiplier  les  deux  termes  de  la  fraâion  pat 
le  dénominateur ,  afin  que  la  nouvelle  fraâion  qui  vien- 
dra ait  un  quarré  pour  le  dénominateur.  Dans  l'exem- 
ple propofé ,  je  multiplie  les  deux  termes  dé  la  fraâion 
~  par  y  ;  ce  qui  donne  la  nouvelle  fraâion  ff  dont  le  dé- 
nominateur eft  un  quarré.  2°.  Il  faut  écrite  à  la  fuite 
des  deux  termes  de  la  nouvelle  fraâion  une  ou  plufieurs 
tranches  de  deux  zéros  chacune.  On  peut  mettre  autant 
de  tranches  que  l'on  veut  :  plus  il  y  en  aura ,  plus  on  ap- 
prochera de  la  véritable  racine  :  mais  on  doit  en  met* 
tre  le  même  nombre  au  numérateur  &  au  dénominateur. 
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$\  On  tirera  enfuite  la  racirte  quarrée  du  numérateur 
&  celle  du  dénominateur  :  (  celle  ci  fera  exaâe ,  mais  la 
première  ne  le  fera  pas).  La  fraâion  formée  de  ces  deux 
racines  fera  la  ratine  quarrée  approchée  de  la  fraâion 
propofée. 

Dans  notre  exemple ,  après  avoir  réduit  là  fraâion  -  à 
celle-ci  ff ,  j'écris  e ri  fuite  deux  tranches  de  deux  zéros  à 
la  fin  de  chatun  des  termes  de  £,  il  vient  rdl^i-  Enfin 
je  tire  lès  ratines  quarréfcs  des  deux  termes  200000 ,  Se 
apôoo,  &  feù  forme  la  fraâion  ~t  qui  eft  un  peu 
moindre  que  la  racine  véritable  de  7,  mais  qui  n'en  dif- 
fère pas  de  la  joo™-  partie  dé  l'unité  ^ en,  voici  ladé- 
monnration.  La  fraâion  î  eft  égalé  à  77 ,  parce  que  l'on 
a  multiplié  les  deux  termes  de  la  première  fraâion  par 
5*.  Far  U  itiêwfe  ràifôn  f?  eft  égale  à  ££8»  puifqu'eti 
ajoutant  quatre  zéros  à  chacun  des  termes  de  la  fraâion 
fji  on  a  multiplié  les  deux  termes  de  cette  fraâion  par 
ïoooo  (  Liv.  I.  art,  45)  )•  Par  conféquent  la  fraâion  pro- 
pofée?  eft  égale  à,célle*ci  4f~i.   Elles  ont  donc  une 
même  racine.   Or  la  fraâion  7—  eft  un  peu  moindre  que 
la  racine  de  "H?™  •  niais  elle  n'en  diffère  pas  de  la 
jooroc-  partie  d'une  unité  :  car  fi  on  mettoit  448  pour 
numérateur  au  lieu  de  447 ,  la  fraâion  ££  feroit  trop 
grande ,  puifque  448  eft  plus  grand  que  la  racine  de 
200000. 

Les  tranches  que  l'on  écrit  a  la  fin  des  termes  de  la 
fraâion  dont  le  dénominateur  eft  un  quarré ,  doivent 
être  de  deux  zéros ,  afin  que  le  dénominateur  augmenté 
de  ces  zéros  foit  toujours  un  nombre  quarré  :  ce  qui 
arrivera  nécefiàirement  :  car  le  dénominateur  étoit  un 
quatre  avant  qu'on  le  multipliât  par  l'unité  fuivie  d'une 
ou  de  plufieurs  tranches  de  deux  zéro? .  D'ailleurs  il  eft 
évident  que  l'unité  fuivie  d'une  ou  de  plufieurs  trancha 
de  deux  zéros  eft  un  quarré.  Or  un  quarré  multiplié  par 
un  quarré ,  donne  un  produit  qui  eft  auflî  un  quarré  l  car 
foient  les  deux  quarré?  M  &  bb  »  qui  peuvent  repréfen- 
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ter  cous  les  quarrés.  Or  le  produit  de  ces  deux  quarte*  ; 
qui  eft  aahb ,  eft  aufli  un  quarré  >  fçavoir  celui  de  ai  , 
pùifqu'en  multipliant  ab  par  air ,  le  produit  eft  ab  ab  ou 
aabb. 

183.  Si  on  veut  tirer  la  racine  cubique  approchée  de 
* ,  il  faut  multiplier  les  deux  termes  par  le  quarré  du  dé- 
nominateur ,  c'eft-à-dire  »  par  2  y ,  afin  que  la  nouvelle 
(raâion  ~  ait  un  cube  pour  dénominateur  :  enfuite  on 
écrira  à  la  fin  des  deux  termes  100  &c  12  f  une  ou  plu* 
fleurs  tranches  de  trois  zéros  chacune.  Enfin  on  tirera  la 
racine  cubique  de  chaque  terme.  On  fait  de  même  à 
proportion ,  pour  approcher  de  la  racine  quatrième,  cin- 
quième ,  ainfi  des  autres. 

On  pourra  voir  dans  l'ài-4°«  que  nous  abrégeons ,  un 
Traité  entier  fur  les  fraâions  décimales  que  nous  omet- 
tons ici*  ' 
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I>  Ê  S  É  QUITTONS. 

IL  y  a  deux  méthodes  générales  pour  enfeU 
gner  &  pour  découvrir  la  vérité  dans  les- 
fciences;  l'une  eft  appelléej(ynrfeé/e ,  &  l'autre 
eft  nommée  analyfe. 
four  uien  entendre  la  manière  dont  Tune  &  l'autre 
méthode  procède ,  il  faut  diftinguer  deux  cas  ou  deux 
occasions  dans  lefquelles  on  en  fait  ufage  ;  l'une  eft 
lorfqu'on  veut  démontrer  la  vérité  d'une  propofition  , 
&  l'autre ,  quand  on  veut  trouver  la  folution  de  quelque 
Problème. 

Dans  la  première  occafion ,  la  méthode  de  fynthèfe 
confifte  à  expofer  d'abord  les  principes  généraux  pour 
en  déduire  la  propofition  à  démontrer  :  au  lieu  que  dans 
ce  premier  cas  l'analyfe  fuppofe  que  la  propofition  donc 
il  s'agit  eft  vraie ,  &  enfuite  elle  conduit  de  cette  fuppo- 
fitiou  jufqu'à  quelque  principe  connu,  en  faifant  voir 
que  la  propofition  qu'elle  a  fuppofée  vraie  a  une  liaifon 
nécedàire  avec  le  principe.  Ainfi  la  fynthèfe  commence 
par  les  principes  généraux  pour  defcendre  à  ta  propofi- 
tion  à  démontrer  :  au  contraire  l'analyfe  commence  pat 
la  propofition  à  démontrer ,  pour  remonter  aux  prin- 
cipes généraux, 

qiij 
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Dans  le  fécond  cas ,  c'eft-à  dire ,  lorfqu'il  s'agît  del 
réfoudre  quelque  problème ,  la  fynthfcfe  fe  fert  auflï  des 
principes  &  des  propofitions  connues ,  pour  parvenir  à 
la  connoiflance  de  ce  que  Ton  cherche.  Pour  ce  qui  eft 
de  l'analyfe,  elle  fuppofe  encore  ce  que  l'on  cherche 
comme  dans  le  premier  cas  ;  rriais  alors  elle  né  remonte 
pas  de  cette  fuppofition  à  quelque  principe  connu.  Voici 
comme  elle  procède  dans  ce  fécond  c^s.         .    •    > 

Lorsque  Ton  Veut  trouver  là  folutiqn  de  quelque  pro- 
blème par  l'analyfe,  on  examine  U  queftion  propoféc 
avec  toute  l'attention  pofàble  :  qn  la  fuppofe  réfolue  ;  & 
par  le  moyen  des  différentes  opérations ,  dont  nous  par- 
lerons dans  la  fuite ,  on  déduit  fucceflîvement  dé  cette 
fuppofition  plufieurs  conféquences ,  jufqu'à  ce  que  l'on 
foit  arrivé  à  la  connoiflance  de  ce  que  l'on  cherche.  Mais, 
fi  en  fuppofant  la  queftion  réfolue ,  cela  conduit,  à  quel- 
que contradiction ,  c'eft  une  marque  que  ce  que  l'on  a 
fuppofe  eft  impoffible.  •  •" 

Voici  un  exemple  qui  fera  concevoir  comment  Fanar 
iyfe  fuppofe  le  problème  réfolu.  Il  s'agit  d,e  trouver  un 
nombre  qui  foit  tel ,  qu'étant  multiplié  par  7,  le  produit 
foit  égal  à  84..  Il  faut  appellera  le  nombre  cherché,  & 
dire  enfuite  :  pulfque  ce  nombre  étant  multiplié  par  7,  le 
produit  eft  égal  à  84  ;  donc  jx  x*  84.  Il  eft  clair  qu'en 
aifant  cette  égalité  de  jx  avec  8  4  ,  on  raifbnne  fur  le 
nombre  cherché ,  comme  fi  on  le  connoiflbit.  C'éft  ainfi 
que  l'analyfe  fuppofe  la  queftion  réfolue  :  après  quoi  elle 
déduit  de  cette;  fuppofition ,  la  fol  ut  ion  dn  problème , 
comme  on  l'expliquera  dans  lafuite. 

On  fe  fert  ordinairement  de  la  fynthèfe ,  lorfqu'on 
veut  enfeigner  aux  autres  les  vérités  que  l'on  comioit 
foi  mémo  :  c'eft  pour  cela  que  la  fynthèfe  eft  appelle'e 
méthode  de  doctrine.  Mais  lorfqu'oh  veut  découvrir  la  fo- 
lution  d'un  problême ,  on  fe  fert  pfefque  toujours  de  l'a-  '\ 
nalyfe ,  qu'on  appelle  à  câufe  de  cela  méthode  d'invention. 
On  réunit  auffi  quelquefois  ces  deux  xnétho4cs  pout 
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iver    plus   facilement  ce   que  l'on   cherche. 
La  méthode  analytique  eft  fi  utile  dans  les  Mathémat- 
iques ,  que  l'on  découvre  par  ce  moyen  avec  une  ex* 
fme  facilité  la  folution  de  quantité  de  problêmes  que 
l'on  n'auroit  ofé  efpértr  de  réfoudre  fans  le  fecours  de  cet 

merveilleux.  Or  c'eft  par  les  équations  que  l'on  fait 
[l'application  ds  l'analyfe  aux  problêmes  dont  on  chercha 
la  folution. 

Article  I.  Lorfqu'une  ou  ptufieurs  quantités  font 
égales  à  une  ou  à  plufieurs  autres  quantités ,  cela  s'ap- 
pelle équation  :  par  exemple ,  1 0=7-1-3  eft  une  équation* 
parce  que  10  eft  une  quantité  égale  à  74-3.  De  mêm& 
5)  -*-$*  z=z  20  —  6  eft  encore  une  équation ,  parce  que- 
9+j  font  14,  auflî  bien  que  20— tf.  En  lettres»  fi  on 
fuppofe  que  ax  —,  2b  égale  +cy  .4.  d%  on  aura  l'équation 
«r— 2b=4cy+d. 

a.  Ce  qui  fe  trouve  à  la  gauche  du  (igné  d'égalité  eft 
nommé  premier  membre  de  l'équation ,  &  ce  qui  eft  à  1^ 
droite  eft  appelle  fécond  membre  :  ainfi  dans  le  premier- 
exemple,  10  eft  le  premier  membre ,  &  7-1-3  eft  lefe-t 
cond  ;  de  ir*me  dans  le  fecond  exemple,  p  -t-  $  eft  le 
premier  membre ,  &  20^.6  eft  le  fecond. 

3 .  Les  grandeurs  féparées  les  unes  des  autres  par  les 
lignes  -h  &*—  dans  chaque  membre  font  appellées  ter* 
mes: ainfi  dans  le  troifieme  exemple,  qu*  eft  ax  —  %b 
=^cy^d,  la  quantité  ax  eft  un  terme ,  &  l'autre  gran- 
deur —  %b  eft  un  autre  terme  :  pareillement  4^  &  d 
font  les  termes  du  fecond  membre  de  la  même  équa- 
tion. S'il  n'y  a  qu'une  quantité  dans  un  même,  on 
l'appelle  auffi  terme ,  comme  dans  l'équation  $ab  =  c 
-±-d. 

4,  Dans  tout  Problème,  il  y  a  des  grandeurs  incoiv 
nues ,  puifque  fi  tout  étoit  connu ,  on  ae  foroit  point  die 
queftion  :  mais  il  faut  auffi  qu'il  y  ait  des  rapports  con- 
nus ,  foit  entre  les  grandeurs  inconnues ,  comparées  avec 
(es  connues,  (bit  entre  les  grandeurs  inconnues  corapa-, 
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rées  entoiles ,  pour  conduire  à  la  connoiflance  des 
connues,  à  laquelle  il  feroic  impoflible  de  parvenir,  s'il 
n'y  avojt  quelque  chofe  de  connu:  par  exemple,  Coi 
demande  quel  eft  le  nombre  qui ,  multiplié  par  4  >  dontu 
un  produit  qui  foit  égal  à  60 ,  on  ne  peut  trouver  c< 
nombre  qu'a  caufe  du  rapport  qu'il  a  avec  60  :  ce  rapport! 
confifte  ep  ce  que  le  nombre  étant  multiplié  par  4,  tel 
produit  eft  égal  à  6o*  Il  eft  facile  de  voir  que  le  nombre 
cherché  eft  1  f. 

5*.  Dans  les  équations  on  Te  fert  ordinairement  des) 
premières  lettres  de  l'alphabeth  a,  b >  c >  d ,  &c.  pour 
défigner  les  grandeurs  connues  ;  &  pour  défigner  les  in- 
connues ,  on  fe  fert  des  dernières  lettres ,  r,  s,  f,  u,  x,y,  {:.] 
il  arrive  cependant  aflez  fouvent  qu'on  emploie  les  let- 
tres initiales  des  noms  pour  marquer  les  grandeurs ,  foit 
connues ,  foit  inconnues ,  que  ces  noms  lignifient  ;  aiofi 
le  mouvement  fe  marque  par  m ,  la  vitefle  par  v ,  le  tems 
par  1 ,  &c. 

6.  L,es  équations  font  de  différons  degrés  ;  fçavoir ,  du 
premier,  du  fécond,  du  troifieme,  du  quatrième»  du 
cinquième ,  &c.  félon  que  l'inconnue  eft  élevée  à  la  pre- 
mière puiflance ,  à  la  féconde ,  à  la  troifieme ,  à  la  qua- 
trième, à  la  cinquième,  &c.  Ainfi/tine  équation  eft  du 
premier  degré ,  lorfque  l'inconnue  eu  élevée  à  la  pre- 
mière puiflance  :  telles  font  les  équations  x  -+.  h  =  c  & 
àx  -f-4  =  c.  Une  équation  eft  du  fécond  degré,  lorfque 
l'inconnue  eft  élevée  à  la  féconde  puiflance  :  telles  font 
les  équations  xx  =  c  &  xx  -f-  ax  zx  c.  Une  équation  eft 
du  troifieme  degré ,  lorfque  l'inconnue  eft  élevée  à  la  troi- 
fieme puiflance  :  telle  eft  l'équation  x*  -+.  a xx  -4-  bx = cdfi 
Il  en  eft  de  même  des  autres  équations  qui  font  d'un  de- 
gré plus  élevé.  Les  équations  du  premier  degré  font  ap- 
pelle'esy?m/?/ej .•  on  nomme  les  autres  compofées. 

7.  Remarquez  que  le  degré  d'une  équation  fe  prend 
du  terme  où  l'inconnue  eft  élevée  à  la  plus  haute  puif- 
fancç.  Ainfi,  quoique  dans  l'équation  qu'on  a  apportée 
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•pouc  exemple  du  troifieme  degré  ,  il  y  ait  un  terme  014 
l'inconnue  ne  foit  élevée  qu'à  la  féconde  puiflance ,  & 
pn  autre  où  elle  çft  élevée  à  la  première  ;  cela  n'empê- 
che pas  que  l'équation  ne  foit  du  troifieme  degré,  parce 
qu'il  y  a  un  terme  où  l'inconnue  eft  élevée  à  la  troifieme 
puiflance. 

8.  En  parlant  des  différens  degrés  des  équations ,  nous 
avons  fuppofe  qu'il  n'y  avoit  qu'une  efpece  d'inconnue 
dans  une  équation  ;  mais  s'il  y  a  différentes  inconnues  , 
pour  lors  le  degré  de  l'équation  dépend  du  terme  qui  a 
le  plus  de  racines  inconnues  :  par  exemple ,  l'équation 
xzy* -+-ay*  —  bc  eft  du  cinquième  degré,  parce  que  le 
premier  terme  xx  y*  contient  cinq  racines  inconnues» 
fçavoir  x.x%bty>y>y:  mais  l'équation  xl  +  axy  =- 
c  — >d  n'eft  que  du  troifieme  degré,  parce  que  le  terme 
*' ,  qui  contient  le  plus  de  racines  inconnues  ,  n'eft  que 
la  troifieme  puiflance  de  x. 

Notre  deflein  dans  cet  Abrégé  eft  de  donner  la  mé- 
thode de  réfoudre  feulement  les  équations  du  pi^emiec 
degré. 

DIFFÉRENTES    OPÉRATIONS 

qui  fervent  à  ré  foudre  les  Équations. 

Four  réfoudre  une  équation ,  il  faut  fe  fervir  de  dif- 
férentes opérations  dotu  il  eft  néceflaire  de  parler.  Or 
ces  opérations  doivent  fe  faire  de  manière  que  le  pre- 
mier membre  refte  toujours  égal  au  fécond.  Il  y  en  a 
plufieurs ,  fçavoir ,  l'addition ,  la  fouftraâion ,  la  multi- 
plication ,  ■  la  divifion  >  la  fubftitution ,  l'extraâion  des 
racines,  &c. 

9.  On  fe  fert  de  l'addition  lorfqu'on  veut  faire  paf- 
fer  une  quantité  négative  d'un  membre  dans  une  autre  : 
par  exemple ,  fi  dans  l'équation  ax  —  2b  =  qcy  -h  d  , 
on  veut  faire  pafler  —  ob  dans  le  fécond  membre ,  il 
faut  d'abord  ajouter  -+,  2b  dans  chacun  des  membres  j 
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ce  qui  donnera  ax  —  2b -h  2b = qcy  +  d-t*  2b.  Or  dam  \ 
le  premier  irçembre  les  deux  quantités  —  2b  &  -4,  ab  fe  t 
fiétruifent  \  donc  l'équation  précédente  fe  réduit  à  celle-  1 
fi»  axzx4cy  +  d+2.b,  "  *  j 

10.  De-là  il  fuit  que  pour  faire  paflfer  une  quantité 
négative  d'uq  piembre  çl^ns  un  autre ,  il  n'y  a  qu'à  Pef&- 
cet  (Uns  le  membre  ou  elle  eft ,  &  l'écrire  dans  l'autre 
naembre  avec  le  figne  -4»  :  par  exemple ,  il  on  a  l'équa- 
tion p  -+. y  ~  20  —  5 ,  &  qu'on  veuille  faire  pafler  la 
grandeur  —  6  dans  le  premier  membre ,  il  faut  écrire 

Il  eft  évident  que  par  cette  opération  on  ne  détruit  pas 
l'égalité  qui  étoit  entre  les  deux  membres ,  puifque  l'on 
ajoute  la  même  grandeur  à  chacun  de  ces  membres, 

1 1 .  On  fe  fert  de  la  foiuftradion  lorfqu'on  veut  faire 
pafler  une  quantité  pofitive  d'un  membre  dans  un  autre  \ 
par  exemple ,  (i  on  a  l'équation  $y  +  b  =  d ,  Se  qu'on 
veuille  &ire  pafler  -t-  b  dans  le  fécond  membre  ,  il  faut 
fouftraire  b  de  chaque  membre  :  on  aura  $y  -+-  b  —  b=.à 
—  b.  Or  -4-  fe  &  —  fe  fe  détruifent  dans  le  premier  menti 
fcre  ;  donc  ^'équation  précédente  fe  réduit  à  celle  ci  « 
3j=i-b. 

1 2.  On  peut  conclure  de-là ,  que  pour  faire  pafler 
une  quantité  pofitive  d'un  membre  dans  l'autre ,  il  n'y  a 
qu'à  ne  la  point  mettre  dans  le  membre  où  elle  étoit  > 
&  l'écrire  dans  l'autre  avec  le  figne  —  ;  ce  qui  ne  dé-? 
trait  pas  l'égalité  des  deux  membres ,  puifque  l'on  ne  fait 
par-la  que  fouftraire  la  même  grandeur,  de  chacun  des 
membres. 

1 3 .  On  voit  donc  que  l'on  peut  faire  pafler  toutes  for- 
tes de  quantités  d'un  membre  de  l'équation  dans  Pautre , 
fans  détruire  l'égalité  des  deux  membres:  il  fuffit  pour 
cela  de  ne  point  écrire  cette  quantité  dans  le  membre  ott 
elle  fe  trou  voit ,  &  de  la  mettre  dans  l'autre  membre  avec 
un  figne  oppofé  à  celui  qu'elle  avoir. 

14.  La  multiplication  eft  d'ufage.dans  les  équations^ 
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lorsqu'il  y  a  quelques  fraâions  que  l'on  veut  ôter.  Poux 
cet  effet ,  il  f^ut  multiplier  tous  les  termes  de  l'équation 
par  le  dénominateur  de  la  fraâion  que  fon  veut  ôter  ; 
(bit  l'équation  f  -fj  b  =  i  —  d  dopt  on  veut  faire  éva- 
nouir la  fraâion  \ :  *l  &ut  multiplier  tous  les  termes  d*. 
l'équatîop  par  le. dénominateur  a; 8c  on  aura  l'équation 
fuivante  V  ■+■  ab  =  *T — «l  •  mais  V5  «ft  égal  à  *  (Liv.  I. 
art.  166)  ;  ainfi  la  dernière  équation  fe  réduit  à  celle-ci 
x—ab  =  ai  —  ad,. 

15-.  Il  paroîtparcet  exemple,  qu'après  avoir  ôté  la 
fraâton  de  cette  équation ,  lç  numérateur  x  eft  refté  à  la 
place  de  la  fraâion  v  On  peut  donc  dirç  en  général  que 
pour  faire  évanouir  une  fraâion ,  il  n'y  a  qu'à  multiplier 
tous  les  termes  de  l'équation  par  le  dénominateur  de  cette 
fradiop ,  &  laifler  le  numérateur,  à  la  place  de  la  fraâioq 
(ans  le  multiplier. 

16.  S'il  y  a  plusieurs  fraâions  dans  l'équation ,  il  faut 
d'abord  faire  évanouir  une  des  fraâions  en  mu'tiplianp 
tous  les  termes  de  réquation  par  le  dénominateur  de  la 
fraâion  que  l'on  veut  faire  évanouir  la  première  ;  en-* 
fuite  multiplier  cette  équation  dont  on  a  ôté  la  première' 
fraâion,  par  le  dénominateur  de  la  fraâion  que  l'on 
veut  faire  évanouir  la  féconde,  &  ainfi  de  fuite.   Soit 

l'équation  J  4-  k  =*  h  —  dont  ^  &ut  ^ter  ^8  ^eux  ^rac" 
lions  ;  je  commence  par  multiplier  tous  les  termes  par  a: 

ce  qui  donne  la  nouvelle  équation  x  +  ab  =  \  —  ai  que 
je  multiplie  enfuite  par  c ,  &  vient  cette  autre  équa- 
tion ex  +  abc  =  a%-m  aed ,  dans  laquelle  il  n'y  a  plus  de 
fraâion*  - 

Il  eft  clair  qu'on  ne  détruit  point  l'équation  ou  l'éga- 
lité par  toutes  ces  multiplications ,  puifque  l'on  ne  fait 
que  multiplier  lçs  deux  membres ,  qui  font  des  quantités 
égales,  par  une  même  grandeur. 

17.  On  fe  fert  de  la  divifion  pour  dégager  l'inconnue , 
qui  eft  multipliée  par  une  quantité  connue  :  cela  fe  fait 
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en  dîvîfant  tous  les  termes  de  l'équation  par  la  quanritl 
connue  qui  multiplie  l'inconnue  :  par  exemple ,  foia 
l'équation  *v  +  b  ±-  ci  dont  la  quantité  inconnue  *| 
eft  multipliée  par  a  ;  afin  de  dégager  cette  quantité  in- 
connue, &  de  la  laifler  feule  pour  un  desxtermes  de  l'é» 
quation ,  il  faut  divifer  tous  les  termes  par  a  ':  ce  qui 
donnera  t  -4-  r  =  x-  Or  "^  eft  égal  à  *  ;  par  conféquent 
l'équation  précédente  deviendra  x  41  ^  ^,  où  l'incon- 
nue feule  x  eft  un  des  termes  de  l'équation, 

1 8.  Il  paroît  donc  que  pour  dégager  l'inconnue  d'une 
quantité  connue  qui  la  multiplie  ,  il  n'y  a  qu'à  laifler 
J  inconnue  toute  feule  pour  un  des  termes  de  l'équation , 
&  divifer  tous  les  autres  termes  par  la  quantité  qui  mal- 
tipJie  I  inconnue.  En  voici  encore  des  exemples  :  (oit 
l'équation  ?x  —  b  =  c-+.d  :  afin  de  dégager  1'incofr 
nue  x ,  il  faut  divifer  tous  les  termes  de  l'équation  par 

le  coefficient  j  qui  multiplie  l'inconnue  ,  &  on  aura 
»,      i s_l_d 

Le  fécond  membre  de  cette  équation  qui  eft  j-f-, 
eft  la  méaic  chofe  que  c^\  parce  que  les  deux  fractions 
y&T  ayant  le  même  dénominateur,  on  peut  les  ré- 
duire en  une  feule  qui  ait  le  dénominateur  commun, 
&  dont  le  numérateur  foit  la  fomme  des  numérateurs 
des  deux  fraftions  (Liv.II.  art.  161)  :  ainfi  l'équation 
F — -j  =T-f-r  eft  la  même  que  celle-ci  x  —  |  =  S~ 
Enfin  pour  dégager  l'inconnue  x  de  l'équation  ax—cx 
—  b-t-d,  j'obferve  que  l'inconnue  x  eft  multipliée  par 
a  — -c  dans  cette  équation,  puifque  ax  —  ex  eft  le  pro- 
duit de  x  par  a  —  c ,  ou  de  a  —  c  par  x  ;  c'eft  pourquoi 
en  diviiant  l'équation  propofée  par  a c  elle  fe  réduit 

n  A  4-  d 

3  $  =  *  -.   «• 

Il  eft  aifé  de  voir  que  la  divifion  dont  on  fe  fert  pour 
dégager  l'inconnue  ne  détruit  point  l'égalité ,  non  plus 
^ue  la  multiplication,  puifque  l'on  divife  deux  quanti- 
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tes  égales  ;  fçavoir ,  les  deux  membres  de  l'équation  par 
le  même  divifeur. 

18.  B.  On  emploie  la  formation  des  puiflances  pouf 
faire  évanouir  ou  difparoître  les  lignes  radicaux.  Si  on  a 
Féquatioti  V  x  =  a  on  fera  évanouir  le  figne  radical  en 
élevant  chaque  membre  à  fon  quarré ,  &  alors  on  aura 
Vxx  —  aaiorVxx=2x;2Linhx  —  4ia.  Si  on  avoit  l'é- 
quation v  X  =s  b ,  il  faudroit  élever  chaque  membre  à  la 
troifieme  puiflance,  à  caufe  que  l'expofant  du  figne  radi- 
cal eft  3  ,  on  auroit  x—bb.  Il  paroîtra  aifément  qu'on  ne 
détruit  pas  l'égalité  par  cette  opération  non  plus  que  par 
la  fuivante* 

19.  On  fe  fert  de  l*extraélion  des  racines  lorfque  l'in- 
connue eft  élevée  au  quarré ,  au  cube  ou  à  quelque  au- 
tre puiflance  ;  auquel  cas  on  tire  la  racine  qui  répond  à 
la  puiflance  de  l'inconnue,  c'eft-à-dire,  que  fi  l'incon- 
nue eft  élevée  au  quarré  dans  l'équation ,  il  faut  tirer  la 
racine  quarrée  ;  fi  elle  eft  élevée  au  cube ,  il  faut  tirer  la 
racine  cubique  ;  fi  elle  eft  élevée  à  la  quatrième  puiflan- 
ce ,  il  faut  extraire  la  racine  quatrième ,  &c.  Par  exem* 
pie,  fi  on  a  l'équation  xx=aa  dont  l'inconnue  .r  eft  éle- 
vée au  quarré ,  il  faut  tirer  la  racine  quarrée  de  chaque 
membre  de  l'équation  &  on  aura  x  ==  a.  De  même  pou? 
réfoudre  l'équation ,  x1  s  à  .+.  c ,  il  faut  tirer  la  ra- 
cine cubique  de  chaque  membre  ,  ce  qui  donnera 

x=va+c. 

Il  eft  évident  qu'on  ne  détruit  point  l'égalité  par  cette 
opération  ;  car  on  ne  fait  que  tirer  les  racines  femblables 
des  deux  membres  qui  font  des  quantités  égales.  Or  les 
racines  femblables,  c'eft-à-dire,  ouquarrées,  ou  cubi- 
ques, &c.  de  quantités  égales ,  font  égales. 

20.  Une  des  principales  opérations  nécefiàires  pout 
téfoudre  les  équations ,  eft  la  fubftitutron  qui  confifte  à 
mettre  là  valeur  d'une  inconnue  à  la  place  de  cette  in- 
toowe*  Si  en  a ,  pju:  exetiaple ,  les  deux  équations 
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x  -*-y  ~=A&x—y=îd>$c  qu'on  veuille;  fubftitiier  dans 
la  première  équation  la  valeur  de  x  à  la  place  de  cette  in- 
connue ,  il  faut  prendre  lav  valeur  de  x  dans  la  féconde 
équation  ;  ce  qui  fe  fait  en  laiflànt  x  feule  dans  là  pre 
mier  membre ,  &  la  féconde  équation  fera  x=zi+y;  âinfi 
d+y  eft  la  valeur  de  x  :  on  fubftituera  enfuite  d+y  à  la 
place  de  jf  dans  la  première  équation  ;  &  ôrt  aura  d  -f-^-f. 
^=-a  au  lieu  de  x-hy=:<z. 

Si  on  avoir  voulu  fubftituef  la  valeur  dç  ^  dans  là  fé- 
conde dei  deux  équations  propofées,  il  auroit  fallu 
prendre  cette  valeur  dans  la  première  équation ,  en  laif- 
fant y  feulé  dans  le  premier  membre  ;  ce  qui  auroit  donné 
y=z<t  —  x;  après  quoi  on  auroit  mis  a — x  à  la  place  de 
y  dans  la  féconde  équation  :  mais  comme  y  eft  par  fouf* 
trattion  dans  cette  féconde  équation  à  cauie  du  (igné  — , 
il  auroit  été  néceflaire  de  fouftraire  a—x:  or  la  fouftrac- 
tion  fe  fait  en  changeant  les  lignes ,  ainfi  il  auroit  fallu 
mettre  —  a  -+-  x  à  la  place  de  y  ;  &  la  féconde  équation 
feroit  devenue  X  —  a+x  —  d, 

Soient  auffi  les  deux  équations  x  -ù  m  —  y  +  b  Se 
ex  =  c~d  -h y  :  fi  l'on  veut  fubftituer  dans  la  féconde 
équation  la  valeur  de  *  à  la  place  de  cette  iilcohnue  , 
il  faut  prendre  cette  valeur  dans  la  première  équation , 
qui  devient  x  ~  y  +b  ^m  ,  &c  mettre  enfuite  y  «+• 
b  —  m  à  la  place  de  x  dans  la  féconde  équation  :  mais 
comme  x  eu  multipliée  par  a  dans  cette  féconde  équa- 
tion ,  il  faut  pareillement  multiplier  y  -h  b  —  m  par  a  > 
&  on  aura  le  produit  ay  +  ab  —  ont  égal  a  ax  ;  ainfi 
après  la  fubftitution  »  la  féconde  équation  fera  ay  -±ab~. 
am=c  —  d-ï-y. 

On  appliquera  ces  différentes  opérations  pour  prati- 
quer les  trois  règles  fuivantes ,  qui  fetont  trouver  la  folu- 
tion  des  problèmes  du  premier  degré. 

I.  Règle.  21.  La  première  confifte  à  réduire  le  pro- 
blème en  équations.  Afin  de  mettre  cette  règle  en  prati- 
que ,  il  faut  faire  une  grande  attention  aux  conditions 
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:  du  problème,  qui  donne  lieu  de  former  les  équations ,  ea 
[  exprimant  les  rapports  des  grandeurs  connues  avec  les 
inconnues,  ou  même  ceux  qui  font  encre  les  quantités  in- 
connues comparées  enfemble. 

Nous  allons  appliquer  cette  règle  à  un  exemple ,  avant 
de  propofer  les  deux  autres  >  afin  de  la  faire  mieux  con- 
cevoir :  nous  ferons  pareillement  l'application  de  la  fé- 
conde règle ,  avant  de  propofer  la  troifîeme* 

Problème    h 

2.2.  PUrrt  &  Jean  ont  chacun  un  certain  nàmbte  £icus 
qu'il  s'agit  de  trouver  c  oh  fuppofe  que  fi  Pierre  ionnoit  cinq 
de  fes  écus  à  Jean ,  ils  en  auroient  autant  Vun  que  Vautre  .• 
mais  fi  Jean  en  donnoit  cinq  desfiens  à  Pierre»  pour  lors 
Pierre  en  aurok  le  triple  de  ce  qui  en  refieroit  à  Jean.  Com- 
bien Pierre  &  Jean  avohtntiù  d'écui  chacun  t 

Pour  mettre  ce  Problême  en  équation ,  j'appelle  a  le 
nombre  des  écus  de  Pierre ,  &  y  le  nombre  des  écus  de 
Jean  :  cela  pofé,  je  raifonne  ainfi  :  le  nombre  des  écus  de 
Pierre  étant  x ,  lorfqu'il  en  aura  donné  cinq  à  Jean ,  le 
refte  des  écus  de  Pierre  fera  x — y ,  8c  le  nombre  des  écut 
de  Jean  fera  jy-f-  y.  Or  par  la  première  condition  du  Pro- 
blème ,  Pierre  &  Jean  auront  autant  d'écus  l'un  que  l'au- 
tre «  après  que  le  premier  en  aura  donné  cinq  des  tiens  au 
fécond  ;  par  conféquent  x  —  Ç^y+f:  voilà  une  équa- 
tion qui  exprime  la  première  condition  du  Problême* 

Il  faut  faire  une  autre  équation  qui  (bit  tirée  de  la  fé- 
conde partie  du  Problême*  On  fuppofe  dans  cette  fecon  - 
de  partie  que  Jean  donne  cinq  de  fes  écus  à  Pierre  : 
■  ainu  le  nombre  des  écus  de  Jean  fera  y  -+.  f ,  &  celui 
de  Pierre  fera  x  —  f.  Or  par  la  féconde  condition  du 
Problême  >  Jean  ayant  donné  cinq  écus  à  Pierre  >  pour 
lors  Pierre  en  a  trois  fois  plus  que  Jean ,  par  conféquent 
*  -4-  j  eft  trois  fois  plus  grand  que  y  —  S  »  donc  afin 
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que  y  —  S  devienne  égal  à  «r  -+-  y ,  il  faut  le  multiplie* 
par  3.  Or  le  produit  de  y  —  f  par  3  eft  jy — i  j  :  donc 
3y  _- 1  y  =:  *  -h  y.  Ainfi  les  deux  équations  qui  expri- 
ment les  conditions  du  Problème  font  x~S  =y  -4-  5  & 
3J  — iysr*-*-;. 

23.Il  ne  faut  pas  d'autres  équations  pour  réfoudre 
le  Problème  propofé ,  parce  que  n'y  ayant  que  deux 
chofes  inconnues  ;  fçavoir  le  nombre  des  écus  de  Pierre 
&  celui  des  écus  de  Jean ,  on  n'a  befoin  que  de  deux 
équations  pour  réfoudre  ce  Problême.  En  général»  il  faut 
faire  autant  d'équations  qu'il  y  a  d'inconnues  ;  il  y  a 
cependant  des  Problêmes  dont  les  conditions  ne  donnent 
pas  autant  d'équations  qu'il  y  a  d'inconnues  ;  &  pour  lors 
ces  Problêmes  font  indéterminés  ;  c'eft- à  dire  >  qu'ils  ont 
plufieurs  folutions  &  même  Une  infinité  :  ces  premières 
équations  qui  expriment  les  conditions  du  Problème , 
peuvent  être  appellées  primitives*  Venons  à  préfent  à  la 
féconde  règle. 

On  conçoit  bien  que  tandis  que  les  inconnues  feront 
mêlées  enfemble  dans  chacune  des  équations  ,  on  ne 
pourra  fçavoir  la  valeur  précife  de  chacune  des*  incon- 
nue* :  c'eft  pourquoi  il  faut  faire  enforte  de  parvenir  2 
une  équation  qui  ne  contienne  qu'une  efpece  d'incon- 
nue. C'eft  ce  que  prefcrit  la  règle  fui  vante  ,  qui  eft  la 
feconde. 

II.  Règle.  24.  Cette  féconde  règle  confiée  donc 
à  trouver  une  nouvelle  équation  par  le  moyen  des  pre- 
mières ,  qui  ne  contienne  qu'une  efpece  d'inconnue.  Or 
cela  fe  fait  en  fubftituant  la  valeur  d'une  ou  de  plufieurs 
inconnues  à  la  place  de  ces  inconnues.  Il  faqt  donc 
prendre  la  valeur  d'une  inconnue  dans  une  équation, 
comme  nous  l'avons  dit  (20),  &  fubftituer  cette  va- 
leur dans  les  autres  équations  de  la  manière  dont  certe 
inconnue  s'y  trouve ,  c'eft-à-dire ,  que  fi  l'inconnue  ft 
trouve  par  l'addition,  la  valeur  doit  y  être  fubftituée 

ptf 
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par  addition'  /  fi  l'inconnue  éft  retranchée  ,  fa  valeur 
doit  erre  aufli  retranchée  ;  fi  l'inconnue  eft  multipliée 
par  quelque  grandeur  ;  fa  valeur  doit  être  multipliée 
par  la  même  grandeur ,  &c.  ainfi  que  l'on  a  vu  dans 
l'article  2Ô\ 

Nous  allons  faire  l'application  de  cette  féconde  règle 
à  l'exemple  dû  preihier  Problème. 

Les  deux  équations  trouvées  font  x  ~y=rj-^  ^.% 
&  $y  -^  i  y  =  x  4-  y  ;  pour  cil  faire  une  qui  ne  con- 
tienne qu'une  efpece  d'inconnue ,  on  laifle  une  des  in^- 
connues  »  fçavoir  x  toute  feule,  dans  un  des  membre* 
de  la  première  équation  >  afin  d'en  avoir  la  valeur»  Or 
pour  laifler  x  feule  dans  Un  membre,  il  faut  faire  paffor 
— •  S  ^MS  loutre  membre  }  &  au  lieu  dé  l'équation  > 
*  —  y  =/jr -H  J  ,  on  aura  x  ~y  "•"  y  •*"  5*  i  0tt  bien, 
x  —  *  4-  io  ;  aihfi  la  Valeur  de  x  eft  .y  «+-  io  qu'il 
faut  mbftituer  à  la  place  de  x  dans  la  féconde  équation 
3^  —  i j  =  #  -t-  y.  En  fâifârtt  fcette  fubftitution ,  on 
trouvera  jjr  —  i  y  =y  4-  io  4-  JT  i  ou  bien  $y  —  iy 

Nous,  voilà  donc  parvenus  à  une  équation  qui  ne  con* 
tient  qu'une  efpece  d'inconnue,  fçavoir,  la  grandeury 
qui  marque  le  nombre  des  écus  dis  Jean.  Il  faut  cherche» 
préfentement  par  le  moyen  de  cette  équation  »  quelle  eft 
la  valeur  tonte  connue  de  cette  grandeur  :  c'eft  ce  que 
nous  trouverons  par  la  troifîemé  règle. 

III*  Règle.  2y.  Cette  troiCenie  règle  confifte  à  lait 
fer  la  quantité  inconnue  toute  feule  dans  un  des  mem- 
bres ,  en  faifant  pafler  toutes  les  grandeurs  connues  dans 
l'autre  membre.  Il  eft  évident  que  la  quantité  inconnue 
deviendra  connue  par  ce  moyen ,  puifqu'elle  fera  égalé 
à  des  quantités  connues. 

Pour  appliquer  cette  règle  à  notre  exemple ,  il  faut 

reprendre  l'équation  que  la  féconde  règle  a  fait  trou* 

ver  ;  la  voici  Jy  —  iy  ==  y  ■+■  iy  ;  je  fais  d'abord 

pafler  —  iy  du  premier  membre  dans  le  fécond  t  fie 

h  Partit.  t 
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j'aurai  $y  =^  •*-  if  ■+■  iy  ,  ou  3^  ==  y -»-  30  ;  &  faHant 
-auffi  pafler^  du  fécond  membre  dans  le  premier,  il  vient 
-$y  ~^  =  $o  * ou  zy  "  3°-  Enfin  ^  étant  multipliée  par  . 
p  dans  le  premier,  membre  de  cette  dernière  équation  ;  , 
je  divife  tous  les  termes  par  2 ,  afin  de  laifler  y  feute  , 
4fans  le  premier  .membre  :  cette  divifion  étant  faite ,  la  | 
dernière  équation  fe  réduit  à^  =  iy,  ceft-à-dire,  que  ; 
Jean  avoir,  iy  éçua. 

..  Pour  fçavoir  combien  en  avoit  Pierre ,  il  faut  fubft> 
.tuer  iy  à  la  place  de  y.  dans. quelques*  unes  des  équa- 
tions où  fe  trouvent  les  deux  inconnues  x  &y.  Je  mets 
-donc  I  y  à  la  place  de  y  dans  la  première  équation  qui 
eft  x  —  y  =y  •**  y  :  ce  qui  donne  l'équation  fuivante, 
4*  —  y  =  iy  *+-  y ,  ou  x  ^  5  «=  20  î  &  faifant  paffer— y 
dans  le  fécond -nombre ,  afin  que  y  refte  feule  dans  le 
premier ,  il  vient  x  =*  20  -f*  y ,  ou  *  =  2 y  ,  c'eft-à-dire, 
4jue  Pierre,  avoit  2y  écus. 

Ces  deux  nombres  *y &  iy  rempliflênt  les  condi- 
tions du  Problême  propofé  :  car  fi  Pierre  avoit  donné 
cinq  de  fes  écus  à  Jean ,  ils  en  auroient  eu  autant  l'un 
.que  l'autre  »  fçavoir  20  :  ainfi  ces  deux  nombres  iatif* 
font  déjà  à  la  première  partie  du  Problème.  D'ailleurs  fi 
Jean  avoit  donné  cinq  de  fes  écus  à  Pierre  qui  en  avoit 
»y ,  Jean  n'en  auroit  plus  eu  que  10  ,  &  Pierre  en  au» 
?pit  eu  30,  &  par  conséquent  Pierre  en  auroit  le  tri- 
ple de  ce  qui  en  feroit  refté  à  Jean  :  ce  qui  fàtisfait  en- 
core à  la  féconde  partie  du  Problême. 

On  proppfe  communément  un  Problême  de  même 
jpfpece ,  dans  lequel  ou  fuppofe  qu'une  ânefle  .&  une 
ffi^le  ont  chacune  un  certain  nombre  de  facs,  enforte 
que  fi  la  mule  en  donnoit  un  des  fiens  à  l'âoefle  »  elles 
en  auroient  autant  l'une  que  Vautre  :  mais  au  contraire, 
fi  f  aftefle  en  dopnoit  un'  dés  fiens  à  la  mufe , .  pour  lors 
la  mule  en  auroit  le  double  de  ce  qui  en  reûeroit  à  l'a- 
hefle.  Il  s'agit  de  trouver  le  nombre  des  facs  de  l'âneflè 
#ç  c^lui  d^  faç&  de  la  mule» 
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Pour  obferver  la  première  règle ,  on  nommera  a  le 
nombre  des  facs  de  Fânefle ,  &  m  celui  des  facs  de  la 
mule  ,  &  on  trouvera  que  les  deux  équations  qui  expri- 
ment la  nature  du  Problème  font  m  —  i  *=  a+  i  ,8c  2a 
—  3l  =m+i, 

Enfuite  fi  pour  obferver  la  féconde  règle,  on  prend 

la  valeur  de  m  dans  la  première  équation ,  &  qu'on  fub- 

ftitue  cette  valeur  qui  eftfl  +  2  dans  la  féconde  équa* 

tion  à  la  place  de  m ,  on  aura  1a  —  2  =  a  +  2+  1  ,  ou 

la —  2-^  +  3. 

Enfin  en  appliquant  la  troifieme  règle  fur  l'équation 
m  —  2  =  a  H-  3  qui  ne  contient  qu'une  efpece  d'incon- 
nue ,  fçavoir  a ,  on  trouvera  a  =  y  :  puis  en  fubftituant 
cette  valeur  toute  connue  de  a  dans  la  première  équa- 
tion m  —  i  =  fl  +  i,on  trouve-âuffi  ms7,  par  confé- 
quent  l'ânefle  avoit  cinq  facs  &  la  mule  7. 

Nous  allons  donner  plufieurs  autres  Problêmes  dont 
nous  chercherons  la  folution  en  nous  fervant  des  mê- 
mes règles  qui  font  »  comme  on  l'a  dit  9  au  nombre  de 
trois ,  dont  la  première  confîfte  à  mettre  le  Problème  en 
équations;  la  féconde  à  trouver  une  équation  formée 
des  premières  qui  ne  contienne  qu'une  efpece  d'incon- 
nue ,  &  la  troifieme  enfin  à  laifler  l'inconnue  toute  feule 
dans  un  des  membres  de  l'équation  que  la  féconde  règle 
a  fait  trouver. 

26.  C'eft  la  première  de  ces  trois  règles  qui  eft  ordi- 
nairement la  plus  difficile  à  mettre  en  pratique ,  parce 
qu'il  n'y  a  point  de  méthode  fixe  que  l'on  puifle  preferi- 
re  pour  l'application  de  cette  règle.  Ce  que  l'on  peut 
dire  en  général ,  c'eft  qu'il  faut  faire  une  grande  atten- 
tion à  la  nature  &  aux  conditions  du  Problème ,  afin 
cfappercevoir  les  difFérens  rapports  qui  font  entre  les 
quantités  »  foit  connues ,  (bit  inconnues  ,  .&  qui  peu*, 
vent  donner  lieu  à  former  des  équations.  Il  arrive  fou- 
vent  que  la  folution  d'un  Problême  dépend  d'uûe  pro- 
priété connue  par  quelque  partie  des  Mathématiques  : 
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fi  cette  propriété  renferme  une  proportion,  il  eft  bled" 
facile  d'en  faire  une  équation ,  puilque  le  produit  des 
extrêmes  eft  égal  à  celui  des  moyens. 

27.  L'illuftfe  M.  Newton  remarque  dans  (on  arith- 
métique univerfelle,  que  réduire  une  queftion  ou  un 
Problème  en  équations,  c'eft  la  traduire  »  pour  ainfi  di- 
re en  langue  algébrique  :  pour  cela  on  donne  des  noms 
aux  quantités  foit  connues,  foit  inconnues,  qui  entrent 
dans  la  queftion,  c'eft  à-dire,  qu'on  dé  (igné  ces  quan- 
tités par  des  lettres ,  &  on  exprime  enfuite  par  ces  let* 
très  les  rapports  que  les  quantités  ont  entr'elles.  Cette 
remarque  peut  beaucoup  aider  à  trouver  les  équations 
d'un  Problème»  Nous  en  allons  faire  l'application  à  notre 
premier  Problème  ,  dans  lequel  il  s'agit  de  trouver  le 
nombre  des  écus  de  Pierre ,  &  celui  des  écus  de  Jean, 
en  fuppofant  que  ces  deux  nombres  font  défignés  par 
les  lettres  dont  nous  nous  fommes  fervis. 

1 °.  Si  Pierre  donnoit  cinq  de  fes  écus  à  Jean ,  ils  ei 
auraient  autant  l'un  que  l'autre  :  cela  fe  traduit  ainC  ea 
langage  algébrique ,  x—  $  =  y  •+■ j. 

2°*  Si  Jean  donnoit  cinq  des  fiens  à  Pierre ,  celui  ci 
en  auroit  trois  fois  plus  qu'il  n'en  refteroit  à  Jean.  Cette 
féconde  condition  s'exprime  algébriquement  en  cette 
manière,  x  -f*  y  ac^  —  j  x  3  ,  ou  bien,  *-*-  f^y 

28.  Quant  à  la  féconde  règle  qui  prefcrit  de  ftîro 
une  nouvelle  équation  par  le  moyen  des  premières,  qui 
ne  contienne  qu'une  efpece  d'inconnue ,  elle  peut  être 
réduite  en  pratique  par  une  opération  différente  de  ta 
fubftitution ,  fçavoir  par  l'addition  ou  la  fbuftraétion , 
c'eft-à-dire,  en  ajoutant  les  deux  premières  équations 
cnfemble  >  ou  en  retranchant  l'une  ae  l'autre ,  félon  qu'il 
eft  néceflàire  pour  faire  évanouir  une  des  deux  incon- 
nues. Nous  allons  appliquer  cette  méthode  de  prati- 
quer la  féconde  règle  aux  deux  exemples  précédens. 

Les  deux  premières  équations  du  premier  exempjf 
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but  *~"J=iy  -*"" y  & 3.7 "~  *S  —  *  +  S  :  en  retranchant 
féqaation  x  —  y  s=jr  -i-y,ou^-f-y  =  Ar  —  yde  l'autre  * 
cfcft-à-dire,  le  premier  membre  de  Tune  du  premier 
membre  de  l'autre ,  &  pareillemefetJeiêcond  du  fécond  ; 
le  refte  eft  jjr  —  I  j^jr — j  ^x*-  $—x  -H  y ,  qui  fe  réduit  à 
a?  —  2Q~  29  ;  d'où  l'on  tire  d'abord  apr=  30 ,  &  enfuite 

Ijes  deux  équations  du  fécond  exemple  font  iw—  1  =» 
a*+-i  Scaa— 2  =  in*+- 1  :  ôtant  celle-cim  —  1  =a-+- 1  > 
•u  a-f-  1  =  m  —  f  de  l'autre ,  je  trouve  2a  —  2  —  *  —  1 
^m+i-w+i,  quife  réduit  à  a  —  3  =*=  2  ;  d'où  l'on 
tire  a  =  y,  , 

Pour  fçavoir  laquelle  des  deux  opérations,  l'ad- 
dition ou  la  (buftraâion  on  doit  employer  ,  il  faut  con- 
sidérer les  fignes  de  plus  &  de  moins  de  l'inconnue  dan» 
les  deux  équations  :  car  fi  les  (ignés  de  cette  inconnue 
qu'on  veut  faire  évanouir ,  font  différens  dans  les  deux 
équations ,  il  faut  ajouter  uns  équation  à  l'autre  :  mais 
fi  ces  fignes  font  femblables  >  il  faut  retrancher  l'une  d* 
l'autre. 

3  eu  Si  l'inconnue  qu'on  veut  faire  difparoître  eft  mul- 
tipliée par  une  autre  quantité  dans  une  des  équations  » 
il  faut  multiplier  tous  les  termes  de  l'autre  équation 
par  cette  même  quantité  avant  défaire  l'addition  ou  la 
fouftraâion*  Nous  en  verrons  des  exemples  dans  le& 
Problèmes  XI  &  XIIL 

Nous  nous  fervirons  encore  dans  le  XII  Problème* 
d'une  troifieme  méthode  pour  pratiquer  la  féconde 
règle. 

31.  Il  faut  remarquer  que  fbuvent  il  nV  a  qu'une  in* 
connue  dans  le  Problême  ,  auquel  cas  la  féconde  règle: 
n'a  point  de  lieu  ;  mais  feulement  la  première  &  k  troi- 
sième ,  comme  on  le  verra  dans  placeurs  des  Problème* 

fuivana. 

ProbiJmb    I  !.. 

IZilafbmmt  ic  itux  nombres  àant  connue \  &  la  di£- 
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férence  ou  F  excès  de  l'un  fur  Vautre  étant  aujji  connu  >  trou- 
ver quels  font  ces  deux  nombresf 

Par  exemple ,  fi  la  fomme  des  deux  nombres  eft  40 , 
&  que  leur  différence  foie  8  ,  il  s'agit  de  trouver  quels 
font  les  deux  nombres  >  qui  pris  enfemble  font  40 , 
&  dont  la  différence  eft  8. 

Pour  réfoudre  ce  Problème  d'une  manière  générale , 
nous  fuppoferons  la  fomme  40  défigné  par  a,  &  la 
différence  8  par  d  :  nous  appellerons  aufli  la  plus  grande 
des  inconnues  x ,  Se  la  plus  petite  y.  Cela  pofé ,  je  raifon- 
ne  ainli  :  puifque  les  deux  grandeurs  inconnues  prifes 
enfemble  font  la  fomme  connue  a ,  nous  aurons  déjà 
l'équation  fui  vante  x-t-y  =  a. 

D'ailleurs  la  différence  des  deux  inconnues ,  c'eft-à- 
<Ure  »  l'excès  de  la  plus  grande  fur  la  plus  petite  étant 
défignée  par  d  i  il  s'enfuit  qu'en  ôtant  la  plus  petite  de 
Ja  plus  grande ,  le  refte  fera  égal  à  d  ;  nous  aurons  donc 
encore  l'équation  x  — y  =  d  :  ainfi  les  deux  équations 
qui  renferment  les  conditions  du  Problème,  font  x-*-y 
y=a  &c  x—y=d. 

Il  n'y  a  que  ces  deux  équations  à  faire  pour  réfoudre 
le  Problème ,  parce  qu'il  n'y  a  que  les  deux  inconnues 
x  6c  y:  c'eft  pourquoi  il  faut  paflèr  à  la  féconde  règle  ; 
c'eft- à  dire  >  qu'il  faut ,  par  le  moyen  de  la  fubftitution , 
faire  une  nouvelle  équation  qui  ne  contienne  qu'une 
efpece  d'inconnue.  Pour  cela  je  prends  la  valeur  de  x 
dans  la  féconde  des  deux  équations  trouvées  »  qui  eft 
x—y~d:  il  faut  donc  faire  pafler — y  dans  le  fécond 
membre  ;  &  il  viendra  x  =  d  -+-y  \  ainfi  la  valeur  de  x 
eft  d  +y  :  je  fubftitue  cette  valeur  à  la  place  de  x  dans 
la  première  équation  x  -h  y  =*  a  ;  &  je  trouve  la  nou- 
velle équation  d  -t-y  -+-y  == a ,  ou  d  -t-  2y = a ,  laquelle  ne 
contient  qu'une  efpece  d'inconnue ,  fçavoir  y ,  dont  on 
trouvera  la  valeur  par  le  moyen  de  la  troilieme  règle , 
de  la  manière  fuivante.  '         - 

Puifque  d+  2y~a  >  donc  ay^a  *r  d  :  mais  com- 


1 
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me  y  èft  multipliée  par. a  .dans  cette  dernière  équa- 
tion ,  il  faut  divifer  toute  l'équation  par  2  ,  afin  do 
dégager  l'inconnue  y  :  ce  qui  donne  ^=7  —  i.  Met- 
tant à  préferit  cette  valeur  toute  connue  de  y  dans  la 
première  équation  x  +  y  =  a  ,  il  vient  x  +i  — £ 
=a  ;  ainfi  x  ^  a  — ■  £  -Ky.  :  enfuite  * .  r  éduifant  fon- 
der'*  enfradion ,  qui  ait  pour  dénominateur  2 ,  il  vient 
x  =  ^—  ^-»-i(  triv.  IL  Art.  13:3  ).  Mais¥~? 
=  ~  ;  donc  #  =  f  H-  i.  Or  ~  exprime  la-  fomme  divifée 
par  2  ;  c'eft-à-dire  ,  la  moitié  de  la  fomme  5  &  r 
marque  la  moitié  de  la  différence.  Ainfi  %  le  plus  grand 
des  deux  nombres  cherchés  >  défigné  par  x  »  eft  égal  à  la 
moitié  de  la  fomme ,  plus  à  la  moitié  de  la  différence» 
Pareillement  l'équation  ;  =  ;•  —  i  ,  fignifie  que  le 
plus  petit  des  deux  nombres  cherchés  ,  marqués  par 
y,  eft  égal  à  la  moitié  de  la  fomme ,  moins  la  moitié 
de  la  différence.  > 

Dans  l'exemple  propofé ,  la  fomme  des  deux  nom- 
bres cherchés  eft  40 ,  &  la  différence  eft  8  ;  ainfi  la  moi- 
tié de  la  fomme  eft  20,  &  la  moitié  de  la  différence  eft 
4  ;  par  conséquent ,  le  plus  grand  des  deux  nombres  eft 
20-H-a=  24;  &  le  plus  petit  eft  20  —  4  =  16.  Il 
eft  évident  que  ces  deux  nombres  fatisfont  au  Problê- 
me, puifque  la  fomme  de  24  &  de  1 6  eft  40,  &  que- 
la  différence  ou  l'excès  de  24  fur  1 6  eft  8. 

Après  avoir  trouvé  les  deux  premières  équations 
x-hy=a&Lx— y  =  d>  on  auroit  pu  parvenir  à 
l'équation  2^=3  a  —  d  qui  ne  renferme  qu'une  efpè- 
ce  d'inconnue  ,  en  retranchant  celle-ci  x  —y  =  d  de- 
l'autre  x  -+•  y  =  a  :  car  après  cette  fouftraftion ,  le 
refte  eft*  +  ^*  +  ^,=  a-  i,  ou  bien  2^ 
=  a  — •  d. 

On  auroit  pu  auflî  trouver  la  valeur  d'*  en  ajoutant 
enfemble  les  deux  équations  x+  y  =  a  ,  &  tf  —  y 
*=  d  ;  car  la  fomme  de  ces  deux  équations  eft  2x  =*  * 

t  ht 
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•+■  à  :  &  en  divifant  chaque  membre  de  cette 

re  égalité  par  2 ,  on  en  conclut  x  =  ~? ,  ou  biçn  * 

—  r  -r  r. 

33.  Il  paroît  par  la  (blution  générale  du  Problème 
que  la  plus  grande  des  deux  quantités  inégales  eft  tou^ 
Jours  égale  à  la  moitié  de  la  fomme  de  ces  quantités , 
plus  à  la  moitié  de  la  différence  ;  &  que  la  plis  petite 
èft  égale  à  1^  moitié  de  la  fomme ,  moins  la  moitié  de 
la  différence.  U  faut  retenir  cette  proportion ,  qui  eft 
d'un  grand  ufage  dans  les  Mathématiques. 

34.  Op  peut  réfoudre  le  même  Problême  plus  faci- 
lement ,  en  employant  une  feule  équation  &  une  feule 
efpecé  d'inconnue.   Pour  cela  »  il  faut  faire  attention 

Su'en  étant  du  plus  grand  nombre  la  différence  de$ 
eux ,  le  refte  eft  égal  au  plus  petit  ;  par  conséquent , 
le  plus  grand  étant  marqué  par  x ,  le  plus  petit  fera 
déligné  pas  x  —  d  >  ainfi ,  la  fomme  des  deux  nom? 
bres  eft  x,  -h  x — d  ;  donc  on  aura  l'équation  x  -H  x  — 
d  *=  à,  ou  2x  —  d  =  a  ;  par  conféquerit ,  2x  =  a -H  i% 
donc  *  =»  \  •+■  £  ;  ainfi,  la  valeur  de  *  eft  -  ■+-  i.  :  c'ell 
la  même  que,  celle  qu'on  a  trouvée  par  la  première 
méthode.  Cette  valeur  de  x  étant  trouvée ,  on  en 
ôtera  la  différence  ,  &  le  refte  fera  le  plus  petit  des 
deux  nombres. 

Fboubxe    III. 

3£.  Un  Berger  étant  interrogé  combien  U  y  ayoit  ie 
moutons  dans  [on  troupeau  ;  répondit  que  s'il  en  avoït  en- 
core le  tiers  &  de  *plus  le  Quart  de  ce  qu'il  en  4 ,  &  cinq, 
par  dejfus ,  il  en  aUroit  cent.  Qn  demande,  quel  eft  le  nom- 
bre des  moutons. 

On  voit  bien  qu'il  n'y  a  qu'une  inconnue  dans  ce 
Problême  ;  fçavoir  ,  le  *  nombre  de  moutons  :  c'eft 
pourquoi  il  n'y  a  qu'une  équation  à  faire. 
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Nous  nommerons  x  le  nombre  inconnu  de  joutons , 
f  le  nombre  de  cent  que  le  Berger  auroit  eu ,  çp  ajou- 
tant à  x  \p  tiers  &  le  quart  de  *  &  cinq  de  plus,.  Voici 
comme  je  raifonne  pour  mettre  le  Problème  en.  çqua- 
non  3  puifqu'en  ajoutant  au  nombre  de  moutons  que 
le  Berger  a  actuellement ,  le  tiers  de  ce  nombre,  eniui- 
te  le  qiwrt  &  cinq  de  pkis ,  la  fomme  feroit  égale  à 
cent,  il  s'enfuit  que  x >  nombre  des  moutons  du  fier* 
ger  ,  plus  le  tiers  dp  x ,  plus  le  quart  de  x  ,  plus  cinq 
égalent  a  ;  c'eft-à-dire ,  cent.  Or  ,  le  tiers  de  x  fe 
marque  par  la  fradion  f ,  qui  fignifie  x  partagée  ou 
divifée  par  3  :  de  même ,  le  quart  de  x  fe  marque 
par  XT 5  ainfi  l'équation  qui  exprime  que  le  Problême 

Voilà  donc  la  première  règle  pbfervée  :  mais  comme 
il  n'y  a  qu'une  feule  équation  pour  exprimer  le  Problè- 
me ,  parce  qu'il  n'y  a  qu'une  efpece  d'inconnue  ,  la  fé- 
conde regte  n'a  point  de  lieu  pans  ce  Problème  :  c'eft 
pourquoi  il  faut  préparer  l'équation ,  en  faifant  évanouiç 
les  frayions  §c  pafleç  çnfqitç  à  l'application  de  la  tror- 
fïçipe  règle* 

Je  fais  donc  évanouir  la  première  fradion  en  multi-r 
pliant  toute  l'équation  par  le  dénominateur  3  (14)  ;  ce 
qtâ  donne  cette  autre  équation  >$x+xrï*iz-*-if 
=3  a  :  je  fais  enfuite  évanouir  l'autre  fradion ,  en  mul- 
tipliant de  même  cette  dernière  équation  par  le  déno-r 
minateur4;  &  il  vient  ï2# -H  4*-*- 3*  H- 60  =  124, 
ou  bien  îçx  H-  60  =  12a  Y  donc  19*=  12a  —  60. 
Or  a=  100;  donc  I2a=  1200;  donc  i$x  =  1200 
~-6à  ,  ou  i$x  ==  1 140  :  mais  comme  x  eft  multipliée 
par  15)  clans  le  premier  membre ,  il  faut  divifer  toute  l'é- 
quatiop  par  ip ,  afin  que  x  demeure  feule  dans  le  pre-  . 
mier  memlpre.  Or ,  en  divifant  1 140  par  ip ,  le  quotient 
^ft  60 1  par  çonféquent  ,  on  aura  l'équation  fuivante 
«y  =?  tfp  >  ç'eft-à«dire ,  que  le  Berger  a  voit  Ço  moutons 
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dans  Ton  troupeau.  Ce  nombre^ fatisfait  aux  conditions 
du  Problême  :  car  ii  à  60  on  ajoute  le  tiers  qui  eft  ao , 
&  le  quart  qui  eft  iy  &  y  de  plus ,  la  fomme  fera  100. 

Problême     IV, 

36.  Une  armée  ayant  été  défaite ,  le  quart  eft  refté  fio- 
le champ  de  bataille  >  deux  cinquièmes  ont  été  fait  prifon- 
nier  s  y  &•  14000  hommes  qui  étoient  lerejleie  V  armée, 
ont  pris  la  fuite.  On  demande  de  combien  d'hommes  l'ar- 
mée étoit  compofée  avant  la  bataille. 

Je  nomme  x  le  nombre  inconnu  que  je  cherche ,  & 
je  me  fers  de  la  lettre  a  pour  marquer  les  14000  hom- 
mes qui  ont  pris  la  fuite  ;  puis  je  dis  :  le  quart  de  x , 
plus  les  deux  cinquièmes  de  x ,  plus  14000  font  égaux 
à  l'armée  entière  ;  je  réduis  donc  le  Problême  en  équa- 
tion de  la  manière  fuivante  ,  J  4-  y  -H  a  =  x.  Comme 
il  n'y  a  qu'une  efpece  d'inconnue  dans  cette  équation , 
il  eu  clair  que  la  féconde  règle  n'a  point  de  lieu.  Il  faut 
donc  feulement  ôter  les  fractions ,  afin  d'appliquer  en- 
fuite  là  troifieme  règle. 

Je  fais  évanouir  la  première  fradion  en  multipliant 
tous  les  termes  de  l'équation  par  le  dénominateur  4 ,  & 
je  trouve  l'équation  fuivante ,  ^-+-5*4-4^=34^,  de 
laquelle  j'ôte  la  fradion  ^  ;  en  multipliant  tous  les 
termes  par  le  dénominateur  5" , ,  il  vient  $x  •+■  8* -H 
20a  =  20#;  donc  13* -H20a=  io#  ;  donc  20a  = 
20X  — -  i$x  y  ou  20a  =  "jx.  Or  a  =  14000  ;  donc 
20a  =  280000  ;  ainfi  280000  =  7*  ,  ou  7*  = 
280000 }  &  par  conféquent ,  en  divifant  toute  l'équa- 
tion par  7 ,  on  aura  x  =  40000  ;  c'eft-à-dire  »  que 
l'armée  étoit  compofée  de  40000  hommes. 

Pour  s'aflurer  que  ce  nombre  fatisfait  aux^  conditions 
du  Problème ,  il  faut  ajouter  les  nombres  marqués  dans 
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le  Problème  >  pour  voir  fi  la  fomme  eft  égale  à  40000. 

,10000  quart  de  40000. 
16000  deux  jmes  de  4OOOO. 
14000  refte  de  l'armée. 

40000  fomme  totale. 

Problème     V. 

37.  Trois  perfonnes  ont  enfemble  lyo  ans  :  h  premier 
a  le  double  de  ïâge  du  fécond  ;  le  fécond  a  le  triple  de  Vâge 
du  troifieme.  On  demanda  quel  eji  l'âge  de  chacun  en 
particulier. 

L'âge  du  troifieme  foit  nommé  x  ;  celui  du  fécond 
fera  3*,  &  celui  du  premier  fera  6x>  puifqu'il  eftle 
double  de  celui  du  fécond  ;  par  conféquent ,  on  aura 
l'équation  x  -+-  3 x  ■+■  6x  =  1  yo ,  ou  bien  io*  =  1  70  ; 
ainfi t  en  divifant  tout  par  1  o ,  il  viendra x=i$,  c'eft- 
à-dife9  que  le  plus  jeune  des  trois  a  1$  ans  ;  ainfi ,  le 
fécond  a  45*  ans ,  &  le  troifieme  90.  Four  s'afTurer 
qu'on  a  bien  opéré  ,  il  n'y  a  qu'à  ajouter  ces  trois 
âges  ,  on  verra  que  la  fomme  eft  égale  à  iyo  ;  &  par 
conféquent  on  a  bien  opéré. 

38.  Si  le  fécond  avoit  eu  trois  fois  l'âge  du  troifieme 
&  y  ans  de  plus ,  &  que  le  premier  eût  eu  le  double  de 
l'âge  dp  fécond  &  iy  années  de  plus ,  pour  lors ,  l'âge 
du  lecond  auroit  été  $x  -+•  y ,  &  l'âge  du  premier  auroic 
été  6x  -4-  1  o  ■+•  1  y  ;  ainfi ,  au  lieu  de  1  équation  x  -H 
3*  -H  6x  =  150 ,  on  auroit  eu  x  4-  $x  -H  $  -H  6x  -H 
io-Hij=  jyo  ;  donc  10* -H 30=  iyo;  donc  10* 
—  lyo  —  37,  ou  iox  =  120;  donc#=  12;  c'eft-à- 
dire ,  que  le  plus  jeune  auroit  eu  12  ans  ;  ainfi  ,  le  fé- 
cond en  auroit  eu  41 ,  &  le  premier  97.  Ces  trois 
nombres  font  enfemble  I  j*o. 

-Jp.  Ce  Problême  renferme  la  règle  que  l'on  appelle 
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4e  fajfe  pofition ,  parce  que ,  pour  trouver  la  folution 
des  queftions  qui  appartiennent  a  cette  règle,  on  fait  uno 
ou  plufieurs  fauflçs  (uppofitions  :  par  exemple ,  pour  ré- 
foudre la  queftion  propoféç  dans  ce  Problême ,  on  peut 
fuppofer  que  le  plus  jeune  des  trois  a  10  ans  ;  par  con» 
féquent ,  le  fécond  en  aura  30  &  le  premier  6q.  Or ,  ces 
trois  nombres  ajoutés  çnfemble,  ne  font  que  100;  d'où 
il  faut  conclure  que  la  fuppofition  que  l'on  a  faite  eft 
faufle ,  puifque  les  trois  âges  doivent  faire  1 JQ  ans. 
Néanmoins ,  cette  fuppofïtion  ,  quoique  faufle ,  peut 
conduire  à  la  vérité  par  le  fecours  de  la  rçgle  dp  trois  * 
en  difapt  fi  100  donnçnt  jq  pour  l'âge  du  plus  jeu- 
lie  ,  combien  donneront  iyo  :  voici  la  proportion 
renfermée  dans  cette  règle  :  IOO.  10  ::  ryo  .  x  , 
ou  bien  alternando  ,  100.  ifo;:  iq.  jc*  Il  faut 
donc  multiplier  lçs  moyens  iyoo  &  10  l'un  par 
l'autre,  &  divifcr  le  produit  ijoo  par  100  ;4e  quo-* 
tient  1 5*  fera  le  quatrième  ternie  de  la  proportion ,  Sç 
il  fera  conooître  que  l'âge  du  plu?  jeune  eft  1  y  ans* 

Mais  pour  réfoudre  la  quçfhon  telle  qu'elle  çft  pro« 
pofée  par  l'article  3  8  :  on  fait  deux  fauflfes  fuppofi- 
tions ,  par  le  ipoyen  defqu^lles  on  parvient  enfin  à 
la  vérité  :  cette  méthode  eft  alors  aflez  difficile  pour 
la  pratique  &  pour  la  démqnftratioçu 

*  ». 

Fbouemje    VIi 

40.  ConnoiJJant  le  premier  Çr  le  fécond  terme  d'un* 
progrefflon  géométrique  qui  va  en  diminuant  »  &  qui  eft 
tompofée  £une  infinité  d%  termes ,  trouver,  la  Jomme  de 
tous  les  termes  de  la.  p*ogre]Jion* 

Soit  par  exemple  ,  la  progretlion  géométrique  £* 
$.  4»  2.  1.  £.  î>ï>rg»  &Ct.  Il  s'aeit  de  trouve*  quelle 
eft  la  fomme  de  tous  les  termes  de  ççttç  progreffioa 
que  l'on  fuppofe  continuée  à  l'infini. 

four  réfoudre  ce  Problême  d'une  manière  générait* 
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botté  appellerons  le  premier  terme  a ,  le  fécond  b ,  & 
la  Comme  des  termes  s.  Cela  pofé  ,  il  faut  fe  fouvenif 
d'une  propriété  de  la  progreffion  géométrique  qui  fer- 
vira  à  la  folution  du  Problême.  Cette  propriété  eft  que 
dans  toute  progreffion  géométrique  >  la  fomme  des  anté- 
cédens  eft  à  la  fomme  des  conféquens ,  comme  un  feul 
antécédent  eft  à  fon  conféquent  (  Liv.  II.  art.  84  )• 
Or ,  dans  le  cas  du  Problème  >  la  fomme  des  antécé- 
dens  eft  la  même  que  la  fomme  de  tous  les  termes , 
puifque  tous  les  termes  font  antécédens  ,  excepté  le 
dernier  qui  eft  ici  zéro  ,  à  caufe  que  la  progreffion 
va  en  diminuant  ,  &  qu'elle  eft  fuppofée  avoir  une 
infinité  de  termes  ;  ainii ,  la  fomme  des  antécédent 
eft  j—o  ,  ou  bien  s.  D'ailleurs ,  tous  les  termes  d'une 

Î>rogreffion  étant  conféquens,  excepté  le  premier,  la 
bmme  des  conféquens  fera  s—*:  la  propriété  de  la 
progreffion  géométrique  pourra  donc  s'exprimer  ain- 
ii, j.  j— an  a.  b;  donc  bs  =  as—  44  (Liv.  IL  Art. 
40  )  ,  ou  as — aa~bs;  voilà  l'équation  qui  exprime 
la  nature  du  Problême  ;  mais  comme  il  n'y  a  qu'une 
feule  inconnue >  la  féconde  règle  n'a  point  ici  d'ap- 
plication ,  il  faut  donc  paffer  à  la  troifieme* 

Je  commence  par  mettre  dans  le  premier  membre 
tous  les  termes  oui  contiennent  l'inconnue ,  &  les  autres 
termes  dans  le  fécond  membre  ;  je  dis  donc  :  puifque 
as — a&=bs ,  il  faut  que  a  s  —  bs  -*-  aa  :  donc  as  —  bs = aa± 
Après  cela ,  confidérant  qpe  le  premier  membre  n'eft 
que  l'inconnue  s  multipliée,  par  a—b ,  ou  a—b  multi- 
plié par  s ,  je  divife  toute  1  équation  par  a — b  ,  afin 
que  s  demeure  feule  dans  le  premier  membre  :  la  divi- 
fion  étant  faite  ,  je  trouve*  =£3 5  c'eft*à-dire , . que  la 
fomme  de  tous  les  terme*  d'une  progreffion  géométri- 
que ,  qui  eft  compofée  d'une  infinité  de  termes  &  qui 
va  en  diminuant ,  eft  égal  au  quarré  du  premier  terme , 
divife  par  le  premier  moins  le  fécond. 

Dans  l'exemple  ptopofé ,  8  eft  le  premier  terme ,  fon 
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quarré  eft  64 ,  &  le  premier  terme  moins  le  fécond 
eft  8-4  =  4;  ainfi ,  il  faut  divifer  (£4  par  4 ,  &  le 
quotient  16  fera  la  fomme  de  tous  les  termes  de  la 
progreflion  géométrique  propofée  ,  en  fuppofanc 
qu'elle  eft  continuée  à  l'infini* 

41.  On  peut  remarquer  que  quand  les  termes  de  la 
progreflion  vont  en  diminuant  par  moitié ,  comme  dans 
l'exemple  propofé ,  pour  lors ,  la  fomme  de  tous  les  ter* 
mes  qui  fuivent  le  premier ,  eft  égale  à  ce  premier  ter- 
me. Cela  eft  évident  dans  notre  exemple  :  car,  pulfque 
la  fomme  entière  eft  1 6 ,  &  que  le  premier  terme  eft  8  * 
la  fomme  des  autres  eft  aufli  8.  Si  chaque  terme  de  la 
progreflion  étoit  triple  de  celui  qui  fuit  ,  comme  dans 
cet  exemple  ~- 1 2. 4.  *-.  £  •  £■ ,  &c. ,  alors  la  fomme  des 
termes  qui  fuivroient  le  premier ,  feroit  la  moitié  de  ce 
premier  tenpe.'  Si  chacun  des  termes  de  la  progreflion 
étoit  quadruple  du  fuivant ,  pour  lors ,  la  fomme  des  ter* 
mes  après  le  premier  ne  feroit  que  le  tiers  de  ce  premier, 
ainfi  de  fuite  :  par  exemple ,  fi  chacun  des  termes  eft  dix 
fois  plus  grand  que  celui  qui  fuit ,  comme  dans  cette 
progreflion  4r  10.  1. -±.  --L-.  -^  ,  &c. ,  la  fomme  de 
tous  les  termes  moins  le  premier  eft  la  neuvième  partie 
de  ce  premier.  Tout  cela  peut  fe  démontrer  par  la  pro- 
portion s  .s— ai:  a.  b.  Car,  à  caufe  de  cette  propor- 
tion ,  on  aura  dividende  ,  *— j  ar*-a .  5—  ::  a— b.  b.  Or 
j— s  ■+■  a~a .  Donc  a.smmm  a::  a  —  b  .b.  Donc  htver- 
tcnio y  s~a .  a :t  b.  a—- b.  Or  ,  dans  le  premier 
exemple,  b=  1  &a— fc=p;  donc  s  —  a.  an  1.9; 
c'eft-à-dire ,  que  la  fomme  des  termes  moins  le  premier 
eft  la  neuvième  partie  du  premier. 

Problème     VIL 

42.  L'aiguille  d$s  heures  Hune  montre  étant  fur  te 
point  d'une  heure  ,  €r  celle  des  minutes  étant  au  point 
de  midi ,  trouver ,  à  quel  Injlant  VaiguiUe  des  minutes 
attrapera  celle  des  heures. 
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La  diftance  des  deux  aiguilles  eft  l'efpace  ou  Tare  qui 
eft  entre  les  points  de  midi  &  d'une  heure.  J'appelle  cet 
efpace  a;  ainG ,  cette  lettre  Cgnifiera la  douzième  partie 
de  la  circonférence  du  cadran ,  (bit  que  ce  (bit  la  pre- 
mière partie ,  ou  la  féconde  >  ou  la  troifieme ,  &c.   Je 
nomme  x  l'efpace  qu'aura  parcouru  l'aiguille  des  heu* 
res ,  depuis  le  point  d'une  heure  jufqu'au  point  où  elle 
fera  arrivée  quand  l'autre  l'attrapera.  Cela  pofé  >  comme 
l'aiguille  des  minutes  va  douze  fois  plus  vite  que  la  pre- 
mière ,  l'efpace  quelle  parcourra  en  même  tems  ,  fera 
\2x.  Or,  cet  efpace  que  parcourt  l'aiguille  des  minutes 
jufqu'à  ce  qu'elle  atteigne  la  première  »  n'eft  autre  choie 
que  l'arc  a  utué  entre  les  points  de  midi  &  d'une  heure , 
plus  la  diflance  x  qui  eft  depuis  le  point  d'une  heure  juf- 
qu'au point  de  rencontre,  r ar  confisquent ,  on  aura  l'é- 
quation i2x  =  a-hx.  Voilà  la  nature  du  Problème  ex- 
primée en  équation ,  félon  ce  que  demande  la  première 
règle.  Je  pafle  tout  d'un  coup  à  la  troifieme  /parce  qu'il 
n'y  a  qu'une  efpece  d'inconnue  dans  l'équation. 

Puuque  1 2#  ==*-*-#;. donc I2#— ■#=*,  ouxi#=3 
a;  donc  en  divifant  chacun  des  membres  par  1 1 ,  il  vien- 
dra x  =  r-i  ;  ainfi  ,  l'efpace  x  eft  la  onzième  partie  de 
l'arc  a  ;  c'eft-  à-dire  >  que  l'aiguille  des  minutes  attrapera 
celle  des  heures  à  U  onzième  partie  de  la  féconde 
après  midi.  Et  cela  eft  évident ,  car  pour  lors ,  l'ef- 
pace parcouru  par  cette  aiguille  des  minutes  ,  fera 
12  fois  plus  grand  que  celui  que  la  première  aura 
(ait  dans  le  même  tems,  puifqu'elle  aura  parcouru 
douze  onzièmes  parties  d'à  ;  fçavoir ,  les  onze  parties 
du  premier  efpace,  défigné  par  a,  &  encore  une 
onzième  du  fécond.  J'ai  dit ,  Us  6n\e  parties  du  pre- 
mier ejjpace;  car  chaque  efpace  entier  contient  onze 
onzièmes  parties  de  cet  efpace. 

On  peut  trouver  par  la  même  Méthode ,  que  s'il  y  a 
une  aiguille  des  fécondes  qui  foit  fur  le  point  de  midi, 
dans  le  tems  que  celle  des  minutes  eft  au  point  qui  mar  - 
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tjue  la  fin  de  la  première  minute  après  midi ,  cette  ai- 
guille des  fécondes  rencontrera  celle  des  minute*  à  là 
cinquante  neuvième  partie  de  la  féconde  minute* 

42.  B.  On  trouvera  auflï  eh  friivarit  la  même  mé- 
thode ,  que  fi  l'aiguille  des  heures  eft  fur  le  point  dé 
deux  heures  ,  lorfque  celle  ècs  minutes  eft  fur  le 
point  de  midi  »  celle  ci  attrapera  la  première  à  la  fin 
de  la  féconde  onzième  partie  de  la  troifieme  heure , 
&  que  fi  l'aiguille  des  heures  eft  au  point  de  midi , 
celle-ci  attrapera  la  première  à  ta  fin  de  la  troifieme 
onzième  de  la  quatrième  heure ,  ainfi  de  fuite.  En- 
forte  que  (i  l'aiguille  dés  heures  eft  d'abord  fur  le 
point  d'une  heure  &  celle  des  minutes  fur  midi  >  cel- 
le-ci attrapera  la  première»  i°.  à  ih^-rr.  2°.  à  2* 
•*-tt.30.  à3h.  -♦--,*;..  40.  à^.-f-fr,  &c;  enfinàu\ 
H-1-;.  Cette  dernière  heure  eft  la  même  que  midi,  parcfe 
que  la  fra&ion  —  d'heure  vaut  une  heure.  On  entendra 
facilement  que  l'aiguille  dés  minutes  attrapera  celle  dés 
heures  à  tous  ces  points ,  (i  on  fait  attention  que  cette 
aiguille  des  minutes  fe  trouve  toujours  au  point  de  midi , 
lorlque  celle  des  heures  fe  rencontre  fur  chacune  des 
heures  ;  Içavoir ,  fur  1 fc. ,  fur  2h. ,  fur  3  h.  »  &c. 

4.3.  On  pourroit  réfoudre  ce  Problême  parla  remar-i 
que  qui  fuit  le  précédent ,  fans  le  fecours  des  équation*. 
Pour  cela ,  il  faut  faire  attention  que  tandis  que  l'aiguille 
des  minutes  parcourra  l'efpace  a  qui  eft  entre  les  points 
de  midi  &  d'une  heure,  l'aiguille  des  heures,  tjue  j'ap- 
pelle la  première ,  fera  la  douzième  partie  de  l'efpace , 
depuis  une  heure  jufqu'à  deux ,  puifque  la  féconde  va 
!X  2  fois  plus  vite  que  la  première  :  cette  douzième  par* 
tie  foit  appellée  b.  De  même ,  pendant  le  tertis  que  l'ai- 
guille des  minutes  parcourra  b ,  celle  des  heures  fera  un 
autre  efpace  c  qui  fera  la  douzième  partie  deb;  &  tan- 
dis que  la  féconde  aiguille  parcourra  c ,  la  première  fe- 
ra encore  l'efpace  d,  qui  fera  la  dquzieme  partie  de  c, 

ainfi  de  fuite  a  l'infini*  Par  conféquenc  9  tout  l'efpace 

qu  aura 
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qu'aara  &k  Tbiguille  de**heorés  qteftd  celle  de*  minu-  • 
tes  l'atteindra  *  fera  une  fuite  infinie  de  petits  efpaces  ,  ' 
dontchacuq  fera  la  douzième  partie. dtr précédent.  Or 
Tare  a  «.compris  entrée  lé*  poimsileîjmdi&  (Pune  heure , 
eft  le  premier  terme  de*  la  progtefildit ,  dont  cette  fuite 
infinie  renferme  les  autrd»  atttrmwr.  -Par  confequenc  f  ^ 
Tefpace  parcouru  par  l'aiguille  des  heures-,  ri'eft  que  la7 
onzième  partie  d'un  arc  «  >égalfatr  premier  ,  marqué 
par  a.  Ainfi  >  l'aiguille  des  minutes  attrapera  l'autre  à- 
la  onzième  partie  de  la.  fecpnjd?  heute, 

•  »  ■ 

^  *  *  *  & 
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45,  B.  On  a  froii  Fontaines,  dont  la  première  rem-» 
plit  un  yaijfeau  en  trow  heures  ;  fa  féconde  le  remplit 
en  quatre  heures  >  Cr  /a  troijîeme  en  fix  heures  :  on  de- 
mande en  combien  de  tems  lu  trois  Fontaines ,  coulant 
enfembU ,  Rempliront  le  mtmt  vaijeau. . 

Il  eft  évident  que  la  première  remplira  la  trentième 
partie  du  vaiflèau  en  une  heure»  la  féconde  en  remplira' 
la  quatrième  partie  en  même  tems  ,  &  la  troiûeme  en . 
remplira  la  fixieme  partie.   Ces  trois  parties  du  vaiflèau 
font  exprimées  par  les  fraftions  \ %  \*\9  ;9U'^  &uc 
réduire  au  même  déçomifWejir ,  afin  de  je*  .ajouter  en* 
ferable  :  pour  cet  effet , .  je  multiplie  les  deux  termes  de 
chacupe  par  le  produit  de^  dénominateurs  des  deux  au-* 
très;  &  je  trouve  fi ,  'jK ,  £r ,  dont  la  femme  eu  ?4  >  qui 
marque  que  les  trois  Fontaines  coulant  eafemble»  renrali* 
ront  en  une  heure  une,pan/ç_du  vaifletu  >  laquelle  eft  dé* . 
lignée  par  la  fraftion  tV,Jc  dis  donc  »  fi  la  partie  du  vaif- 
feau  ,  exprimée  par  ^  s'emplit  ,en  une  heure ,  en  combien  * 
de  tem$  s'emplira  le  Vaiflèau  entier  qu  il  faut  marquer  par 
la  fraâion  \\  égale  à  l'unité.  Je  fais  donc  la  propor- 
tion |^  :  fi  :  ^I  heure  :  'X,  lîeure.  Or ,  quand  les  fraâions 
ont  même  dénominateur  >  elles  font  entr'elles  comme 
les  numérateurs  (Liv»  II.  Art*  Jj*ô).  Ainfi,  Ta  pro« 
I.  Partie.  £ 
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portion  précédente  peut  être  changée  en  celle-ci  ,  5*4 1 


eau  fera  rempli  par  les  troia  Fontaines  coulant  enfem- 
ble  en  une  heure  &  un  tiets  d'heure  »  ou  en  une  heure 
vingt  minutes. 

Si  on  avait  marqué  les  trois  nombres  5 ,  4 ,  6  par 
a,  b ,  c ,  les  trois  fraâions  7^»  71  »  H  feroient  devenues 

eu  l'équation  générale  *  *=  j^£k  au  lieu  de  *  tt  fv 

Problème     IX. 

4?.  C.  Connoiffant  la  dijlance  de  deux  corps  mobiles 
qui  font  mus  fur  une  même  ligne  £r  qui  doivent  ft  ren- 
contrer ;  comtoiffaht  aujji  le  rapport  de  leurs  vXtiffes , 
trouver  le  point  auquel  ils  fi  rencontreront.  Onfuppofe 
que  ces  deux  corps  partent  au  même  inftant. 

Soit  d  la  diftance  connue  des  deux  mobiles  À  &  B  » 
mus  fur  une  même  ligne  droite  avec  des  vîtefles  qui 
foient  entifelles  comme  2  &  r»  Ou  bien  ces  deux 
corps  tendent  vers  le  même  coté  :  ènforte  que  celui 
qui  a  plus  de  vîtefle  foit  derrière  Pautre ,  fans  quoi  , 
ils  ne  pourroient  fe  rencontrer  :  ou  bien ,  ils  avancent 
l'un  vers  l'autre.  Chacun  des  deux  cas  demande  une 
folution  particulière» 

Premier  Cas.  Le  corps  A  qui  précède  avec  une  vî- 
tefle marquée  par  2 ,  parcourt  une  certaine  longueur  que 
j'appelle  x  avant  d'être  atteint  parle  corps  B.  Ce  corps  B 
qbi  fuit  le  premier  avec  là  vîtefle  $ ,  parcourt  d'abord  la 
diftance  d  comprife  entre  les  deux  corps  ,  plus  la  lon- 

fueur  x  dans  le  même  tems  que  B ,  parcourt  feulement  x. 
!  s'agit  de  trouver  cet  efpace  x  /  au  bout  duquel  fe 
fait  la  Rencontre.   Pour  cela  •  je  fais  attention  que  les 
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vîtefles  (bût  ent^ellés  comme  les  efpaces  parcourus  dans 
le  même  tems  :  fi  un  corps  a  deux  fois  plus  de  vîtefle 
qu'un  autre ,  il  fera  en  même  tente  deux  fois  plus  d'ef- 
pace.  On  aufa  donc  la  proportion,  laf vîteflè  du  corps- 
B  eft  à  celle  du  corps  A ,  comwe  ^-^eft  à  x ,  ou  bien  %- 
j.2::  d^rx.  x:  airtfi  yff=*  $d-*-2x\  donc  $x—  2X 
—  2d%  ou  $x  =  2â  ;  par  conséquent  x  =*y ,  ou^  de 
d  ;  c  eft-à«  dfre ,  que  quand  le  corps  B  attrapera  le  corps 
A ,  Pefpacë  que  ce  éorps  A  aura  tait ,  fera:  les  deux  tiers 
de  la  diftance  qu'il  y  avoir  d'abord  entre  les  deux  corps» 
Le  divifeiir  3  eft  la  dflfëretoce  des  vîtefles  y  &  2. 

Sbcgk&Cas.  Il  faut  trouver  quelle  parcîe  x  delà  dif- 
tance d  le  corps  A  aura  parcourue,  quand  les  corps fe 
rencontreront  :  pour  cet  effet ,  j'obferve  que  le  cprps  B 
parcourra  4— x ,  qui  eft  l'autre  partie  de  la  diftance  d  % 
dans  le  tems  que  le  corps  A  aura  parcouru  x  :  c'eft 
pourquoi  on  aura  la  proportion  ,  la  vîtefle  du  corps  B' 
eft  à  celle  du  corps  A ,  comme  d— x  eft  à  x,  ou  biérif 
S .  2  :  :  d—x .  x  :  donc  $xcsl2d—2x  :  ainfi  fx4-2x  =*  ££, 
ou  7#  ==  2d  y  airtfi  x  =*>^  ou  7  de  d  ;  c'éftsà  dir'é ,  qiid 
le  corps  A  aura  parcouru  deux  feptiemes  de  la  diftance 
d ,  quand  les  deux  corps  fe  rencontreront.  J-.e  divxfeiir  y 
eft  la-fcnUnë  des  vîtdfe  J  «  2. 

43.  D.'On  peut  remarquer  que  poui*  avoir  x%  c'eft-à^ 
dire,  l'efyace  que  parcourt  celui  des  deux  corps  qui  a  le 
moins  de  vîtefle ,  il  faut  multiplier  la  diftance  a  qui  étorr 
(f abord  entre  les  deux  corps  par  1*  vîtefli  de  ce  corps;: 
&  enfuke,  dans;  le  premier  cas ,  dtvifer  lé  produit  par  la 
différence  des  vîteflè*  :  mais  dans  l£  fécond  cas ,  il  faut- 
divifer  le  même  produis  par  la  femme*  des  vîtefles. 

43.  E.  SI  les  deux  corps  ne  partoietit  pas  en:  ttiêihe ' 
tems ,  &  <joe  A ,  par  exemple ,  fut  en  irioùvêfment  avant 
le  corps  B,  il  faudrait  cherdher  l'e(pade  que  le  corps  A 
aaroit  parcouru  avant  que  It  corps  B  fut  eh  -mouvement  ,  ■ 
afin  de  trouver  la  diftance  des  deux  corps ,  dans  le  tema: 


u 


SI7J5  Des    Équation*. 

que  B  commencerait  à  être  mu.  Or ,  pour  connoître  l'ef* 
pace  que  A  auroit  parcouru  pendant  le  tems  qui  auroic 
précédé  le  mouvement  du  corps  B ,  il  ne  fuffiroit  pas  de 
connoître  le  rapport  des  vîtefles  de*  deux  corps»  il  fau- 
droit  encore  connoître  la  vîtefle  abfolue  du  corps  À. 

On  pourroit  réfoudre  le  Problème  VIL  par  le  pre- 
mier cas  de  celui  -  ci  :  car  la  vîteflfe  de  l'aiguille  des 
minutes  étant  à  celle  de  l'aiguille  des  heures  »  comme 
12  eft  à  1  ;  &  d'ailleurs,  l'efpace  que  fait  l'aiguille 
des  minutes  pendant  que  celle  des  heures  parcourt  * , 
étant  l'arc  a  ■+•  où ,  on  aura  la  proportion  >  1 2  •  1  :  : 
a^r  x  .  xi  ainfi  I2#  =  «-+-*  &  12X  •—#<=«,  ou 
*NI  ix  =  a  :  par  conféquent ,  x  =  A* 

La  même  méthode  peut  fervir  à  trouver  à  quel  en- 
droit du  Zodiaque  la  Lune  rattrapera  le  Soleil  que  je 
fuppofe  précéder  la  Lune  vers  l'Orient ,  d'une  certaine 
quantité  connue  que  j'appelle  *  •   Pour  cela  ,  il  faut  fça- 
voir  que  les  vîtefles  des  mouvemens  propres  de  la  Lune 
&  du  Soleil ,  font  entr'elles  à  peu  près  comme  1484  à 
111,  puifque  le  mouvement  moyen  de  la  Lune  vers 
l'Orient  eft  de  13  deg.  10  min.  y  y  fec.  eti  un  jour  »  & 
que  celui  du  Soleil  eft  de  79  min.  8  fec.  dans  le  même 
tems.  Préfentement ,  fiippotons  que  la  partie  du  Zodia» 
que  que  le  Soleil  parcourt  pendant  le  tems  que  la  Lune 
emploiera  à  l'attraper  foit  nommée  x ,  la  partie  du  mê- 
me. Zodiaque  que  la  Lune  parcourra  dans  le  même  tems 
fera  a-*-X:  on  aura  donc  la  proportion ,  14.84  •  111:1 
a-*-x.x:  ainfî  1484^=  niû-f-  mx',  donc  1484* 
—  iitx  =  ma,  ou  1373*  =  ina;&  x  =  f~. 
Si  la  quantité  a  ,  >dont  le  Soleil  précède  la. Lune  vers 
l'Orient  eft  de  26  deg*  $6  min.,  ou  de  1616  min. , 
la  quantité  x  fera  d'environ  130  minutes*  Ainfi,  a+x 
fera  égal  à  1746  min,  qui  font  un  peu  plus  de  29  deg.  s 
c'eft  la  diftance  entre  le  lieu  où  étoit  la  Lune^  &  le 
point  où,  elle  attrapera  le  Soleil. 
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43 .  F,  V^nx  hommes  que  Von  fuppefe  être  au  m£m* 
lieu  y  fe  propofent  d'arriver  enfemble  au  mime  serm* 
éloigne  du  lieu  où  ils  font ,  d'une  difiance  connue  }  par 
exemple  ,  de  IOOQ  toifes  ;  mais  l'un  des  deux  >  quô 
[appelle  le  premier  ,  va  moins  vite  que  le  fécond  ,  félon 
un  rapport  connu  ;  on  demande  quelle  partie  le  premier? 
doit  avoir  faîte  de  Vefpace  compris  entre  les.  deux  ter* 
mes ,  avant  que  le  fécond  fe  mette  en  chemin. 

Suppofons  que  les  vîtçffes  dçs  deux  hommes  font  en« 
tp'elles  comme  2  &£  y  ;  &  foie  nommée  d  la  diûançe  en* 
tre  le  lien  Q,ù  ils  font ,  &  celui  auquel,  ils  tendent  ; 
foit  auflî  appellée  x  ,  fe  partie  de  la  difiance  d  que 
le  premier  doit  parcourir  avant  que  le  fécond  fe  mettç 
en  chemin  ;  l'autre  partie  de  la  diftance  d  que  le  pre  - 
jnier  tçra  t  tandU  que  le  fécond  parcourra  la  diftancç 
çntiere  d  »  fera  d—x  :  on  aura  donc  la  proportion ,  y  *. 
2:id%i—$:  ainfî $d  —  y*  =  2d ,  donc $d—2dc=Sx* 
qu  yjr  —  $d  *  par  conféquent  x  = :  ^  ;  c'eft-à-dire ,  quç 
(\d=  joqo  toifes ,  le  premier  doit  avoir  fait  600  toiles, 
avant  que  le  fécond  commence  à  marcher* 

43.  G.  On  voit  paf  cette  équation  *=y  V3^  ren~ 
fermé  la  fojution  du  Problème ,  que  pour  avoir  l'in- 
connue x,  il  faut  multiplier  la  diitance  d  par  la  dif- 
férence des  vîteflès ,  &  divifçr  le  prqdiyt  par  la,  plu» 
,  grande  des  deux  vîtefles». 

m. 

f   A  Q.  E  (  B  V  E      XL 

43 .  H.  Pierre  Cr  Jean  ayant  enfemble  108  livres-,  Pierrt: 
ç  dépenfé  le  tiers  4e  ce  qu'il  avçit  ,  fy  Jean  le  quart  t  l<z, 
fomme  de  us  deux  dépenfes  ejl  32  liv.  :  on  demande  xom*. 
kien  ils  avoient  chacun ,  &  combien  chacun  a  dépenfé*. 

Rappelle  4  fe  fomoK.  iq.8  qu'il?  noient ,  &  i  fe 

tiij. 
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fomme  32  des  dépéri fes ,  x  la  parc  de  Pierre  8c  y  cette 
de  Jean  :  ainfis  fera  la  dépenfe  de  Pierre,  &f  fera  celle 
de  Jean.  Cela  pofé  ,  les  deux  équations  qui  expriment 
les  conditions  du  Problème ,  font  *  -f  y  =  a  8c  z 
■+••£  =5  b.  Il  faut  d'abord  faire  évanouir  les  fraâiôns 
de  la  féconde  équation  :  premièrement ,  en  la  multi* 
pliant  par  3  ,  on  aura  x  ■+•  ^  =  3J,  &  en  multipliant 
par  4 ,  il  viendra  4*  ■+•  3^=  12&.  Enfuite ,  pour  prati- 
quer la  féconde  règle  ,  il  faut  prendre  la  valeur  de  x  dans 
la  première  équation ,  on  aura  x=a  — y  ;  puis  on  mul- 
tipliera cette  valeur  6 — y  par  4 ,  parce  que  x  eft  multi- 
pliée par  4  dans  la  féconde  équation  préparée;  le  pro- 
duit eft  4a — 4J  :  fi  on  fubftirue  ce  produit  dans  l'é- 
quation 4*-+-  3^=  12b ,  on  trouvera  4a  —  4^"+"  3 y 
^ni,  ou  4a—  y=i2b.  Par  conféquent ,  entrant- 
pofant  —  jr  &  120,  on  aura  4*— I2&==y,  ou  ^=4* 
•—126.  Or  4^=«  432  ,  &  12&  =  384,  D'ailleurs 
432—^84=48:  àoncy  =  48.  En  mettant  48  à 
la  place  d'y,  &  108  à  la  place  d\i ,  dans  x  =  a  — y ,  on 
aura  jf=io8  —  48,  ou  #  =  60.  Pierre  avoit  donc 
60  livres  &  Jean  48  :  &  Pierre  en  a  dépen.fé  20  »  & 
Jean  12:  par  conféquent,  ils  ont  dépenfé  32  livres 
$  eux  deux. 

On. peut  auffi  faire  évanouir  la  quantité  x  de  la  fé- 
conde équation  préparée,  en  retranchant  la  première  de 
cette  féconde  :  mais  il  faut  auparavant  multiplier  la  pre- 
mière équation  par  4  (  30  ) ,  le  produit  fera  4*  ■+•  4^ 
=  44  >  qui  étant  été  de  la  féconde  équation  préparée  , 
le  refteiera4*-H3^ — "4*"~4J=:  12b  — 4a  9  qui  fe 
réduit  à—  y=  12&— 4*,  dont  tous  les  termes  étant 
tranfpofés ,  on  aura  4a  —  \%b  =*y ,  on  y  =  %a  —  12b. 

Problème    XII. 

43.  J.  Deux  Fontaines,  dont  chacune  ctule  toujours  avec 
la  mîme  force ,  ont  donné  une  certaine  quantité  a  eau ,  par 
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exemple,  72  muids:  la  première  %  en  coulant  pendant  6 
heures  ,  &  la  féconde  t  pendant  iz  :  ces  deux  mimes 
Fontaines  ont  fourni  qi  muidiy  la  première  y  en  coulant 
fendent  8  heures ,  &  la  féconde  *  fendant  1 J  :  on  <k- 
mande  quelle  tfi  la  dépenfe  de  chacune  de  ces  deux  Fon~ 
toutes  par  heure  ,  cejl-àdire  »  combien  chacune  fournit 
ffeau  dam  une  heure* 

Pour  réfoudre  le  Problême  d'une  manière  générale  » 
je  déljgne  les  deux  quantités  d'eau  72  &  9 1  par  a  &  b  > 
&  j'appelle  *  &^  les  déptnfes  que  font  le$  deux  Fotir 
taines  par  heure*  Après  quoi ,  je  mets  le  Problème  en 
équations. 

Puifque  la  première  Fontaine ,  coulant  pendant  6 
heures,  &  la  féconde  pendant  12  x  donnent  72  muids ,  il 
s'enfuit  qu'en  prenant  foc  fois  la  dépenfe  x  de  la  pre- 
mière ,  &  1 2  fois  la  dépenfe  y  de  la  féconde ,  la  fomme 
fera  égale  à  72  ,  c'eû-à-diret  que  6x  ■+•  I2jr  =  72  , 
ou  <ftr-#-  ny  =*a  :  par  la  même  raiibn ,  8* -+-  %$y  =  b. 
Je  pafïè  enfuite  à  la  féconde  règle»  qui  confifte  à 
trouver  une  nouvelle  équation  qui  ne  contienne  qu'une 
efpece  d'inconnue  :  ce  que  je  fais ,  en  prenant  deux  va- 
leurs de  ta  même  inconnue  >  par  exempte  de  x.  Pour  cet 
effet»  je  prépare,  les  équations  primitives»  dont  la  pre- 
mière fe  réduit  à  6x= 0— 12 \y ,  d'où  je  tire  x  =  *— J-  - 
en  divifant  tout  par  6 1  &  la  féconde  fe  réduit  à  8  *=  b 


—  ïfy>  d'où  je  tire*  =fc-^^-:  par  conféquent  tr" lz 
«=  *"?*•*  y  puifque  chacun  de  ces  deux  membres  eft 

égal  a '*,  C'eft  une  troifieme  méthode  de  pratiquer  lac 
féconde  règle ,  différente  des  deux  premières ,  expli- 
quée Articles  34,  &  a  8. 

Préfentement ,  afin  de  biffer  l'inconnue^  dans  un  (eut 
membre ,  je  commence  par  faire  évanouir  les  fraâions 
en  multipliant  les  deux  membres  par  6  &  par  8 ,  &  j* 
trouve 80  —  96y  =  6b—$oyi  donc  ta  —  6b  =3  6 y, 
ou  6y  =  84  —  66  ;  ainfi,  en  diviïaw  tout  par  6  qui 

fi* 
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multiplie  l'inconnue^ ,  j'aurai  y  =  ^-—*  Si  on  fubftttue 
les  nombres  à  la  place  des  lettres  a  &  h ,  on  trouvera  l'é- 
quation y  r=?X6rjW  ,  ou  jr»l?qui  fe  réduit  ày=  y  : 

ainfi ^eyj  c'ëft*à-dire  ,  que  la  féconde  Fontaine 
fournit  y  muids  par  heure  :  de  même ,  dans  l'équation 
x  =  a  —  îiT ,  fi  on  met  les  nombres  à  la  place  des  let- 
tres ,  on  trouvera  que  le  numérateur  de  la  fraftion  eft 
12,  lequel -étant  divifé  par  le  dénominateur  6 ,  le  quo- 
tient fera  2  :  donc  x :  =  %  :  ainfi  ,  la  première  Fontaine  I 
donne  2  muids  par  heure.  Ces  deux  nombres  2  &  S  fa- 
tisfoht  aux  conditions  du  Problème;  car  fi  on  prend  2 
f  îx  fois  &  y  douze  fois ,  on  aura  72  ;  &  de  même ,  fi 
çn  prend  2  huit  fois  &  y  quinze  fois  ,  on  aura  91. 

43 .  L.  Si  au  lieu  des  deux  nombres*72  &  p  1  on  avoit 
fuppofé  les  deux  autres  48  &  yp  ,  eniorte  que  a  =  4.8 
&  *  =  yp  en  laiffant  tous  les  autres  nombres  tels  qu'ils 
fçnt ,  on  aurolt  toujours  trouvé  y  =  y  ;  mais  jr  feroit  de* 
venue  égale  à  —  2  :  ce  qui  adroit  fignifié  qu'il  finit 
prendre  la  queftion  d'une  façon  Qppofee  à  celle  dont 
un  l'a  exprimée  dans  l'énonce  du  Problème,  par  rapport 
à  la  première  Fontaine  ;  c'eft  à-dire ,  qu'au  lieu  de  fup- 
pofer  que  là  première  Fontaine  verfç  de  Peau  dans  un 
vaifleau ,  conjointement  avec  la  féconde ,  cette  pre- 
mière Fontaine  tireroit  dé  l'eau  de  ce  vaifleau ,  tandis 
que  là  féconde  y  en  verferoit.  Il  en  eft  de  même  dans 
les  autres  queftions ,  lerfqu'op  trouve  la  valeur  d'une 
quantité  inconnue  affeâçe  d'un  ligne  négatif;  c'eft-à- 
dire ,  qu'il  faut  alors  prendre ,  par  rapport  à  cette  in- 
connue x  la  quç(lion ,  d'unq  manière  oppofée  à  celle 
dont  elle  eft  énoncée  dans  le  Problème  :  cela  vient 
de  ce  que  Içs  quantités  négatives  ne  font  autres  chofes 
que  des  quantités  oppofees  à  celles  qu'on  a  prifes  pour 
pofitivçs ,  comme  nous  l'avons  dit  dans  l'Algèbre ,  en 
parlant  des  (Ignés  de  plus  &  de  moins  ,  Liy«  J.  Arç. 
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Problème     XIII. 

•  ... 

44.  Connoijfant  le  poids  d'un  corps  compcjé  de  deux* 
met  aux  y  par  exemple ,  £or  &  d'argent ,  trouver  la 
quant  hé  de  Vor  &  celle  de  V  argent  qui  font  mêlés  dans 
ce  corps. 

Pour  rçfoudrç  ce  Problême  ,  nous  appliquerons  les 
differens  raifonnemens  à  un  fameux  exemple  qui  eft 
la  Couronne  d'Hyeron. 

Ç)n  dît  que  Hyerop ,  Rpi  4e  Syracufe ,  voulant  offrir 
une  Couipnne  d'or  à  fes  Dieux ,  donna  à  un  Ouvrier  un 

f  certain  poids  d'or  pour  faire  cette  Couronne.  L'Orfèvre 
ayant  fini  l'ouvrage  ,  le  préfenta  au  Roi  ,  difant  qu'il 
étoit  d'or  pur  :  mais  Hyeron  voulant  s'en  aflurer ,  pro- 
pofa  de  découvrir ,  fans  endommager  la  Couronne ,  •s'il 
n'y  ayoit  point  d'argent  mêlé  ;  &  fuppofé  qu'il  y  en 
eût ,"  quelle  étoit  la  quantité  de  l'argent.  Archimede  le 
découvrit ,  on  ne  fçait  par  quel  moyen*  Voici  com- 
ment il  put  trouver  ce  mélange. 

On  peut  fuppofer  comme  une  chofe  connue  par  ex- 
périence ,   &  dont  on  rend  raifon  en  Phyfique  >  que 

>f  les  corps  durs  plçngés  dans  l'eau ,  perdent  de  leur  poids 
autant  q.ue  pefç  up  paçeil  volume  d'tau  :  par  exemple ,  G 
une  mafTe  de  fer  pefe  cent  livres  &  que  le  .volume  d'eau, 
ç'g?l  ?  celui  de  fer  pefe  1 2  livres ,  le  fer  ne  pefera  plus 
que  8  S  livres  dan?  l'e$u ,  parce  qu'il  perdra  12  livres  de 
fon  poids.  Il  s'enfuit  de  là  que  fi  on  prend  des  poids 
égaux  de  différens  métaux ,  comme  d'or ,  d'argent  &  de 
cuivre,  &  qu'on  les  plonge  dans  l'eau,  les  métaux  les 
plus  pefans  perdront  moins  de  leur  poids  que  les  au- 

;    ^es ,  parce  qu'ils  auront  un  moindre  volume  *  ainfi ,  l'or 

;  étant  plus  pe fan t  que  l'argent»  le  volume  d'or  perdra 
moins  de  ion  poids  que  celui  d'argent ,  &  le  volume» 
d'argent  en  perdra  moins  que  celui  de  cuivre ,  parce; 
tf?e.  î'ajrgÇ™  pefe  p]u$  que  le  cuivre. 
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On  pouvoit  voir  facilement  par  -  là  fi  la  Couronne 
était  4  or  pur ,  ou  s'il  y  avait  de  l'argent  mêlé  ;  car  il 
n'y  avoit  qu'à  prendre  un  lingot  d'qr  pur  &  un  lingot 
d'argent  ,  chacun  d'un  poids  égal  à  ççlui  de  la  Cou- 
ronne ;  enfuite ,  plonger  la  Couronne  &  les  deux  lin- 
gots .dans  l'eau  :  &  û  cette  Couronne  perdoit  plus  de 
fon  poids  que  le  lingot  d'or  &  moins  que  le  lingot 
d'argent  ,  c'écoit  une  marque  qu'elle  n'étoit ,  ni  d'or 
pur  »  ni  d'argent  pur  doré ,  mais  qu'elle  étott  en  par- 
tie d'or,  Sç  en  partie  d'argent. 

Pour  découvrir  en  quelle  quantité  l'argent  y  étoit 
mêlé  ,  il  faut  donner  des  noms  aux  différentes  gran- 
deurs qui  entrent  dans  ce  Problème*  Soit  donc  p  le  poids 
du  lingot  d'or ,  celui  du  lmgot  d'argent  &  celui  de  la 
.  Couronne ,  a  la  perte  que  fait  de  fon  poids  le  lingot  d'ar- 
gent plongé  dans  l'eau  ;  b  la  perte  que  fait  de  fon  poids 
le 'lingot  d'or;  c  celle  de  la  Couronne  ;  x  la  quantité 
d'argent  mêlé  dans  la  Couronne ,  &  y  la  quantité  d'or. 
Cela  pofé ,  il  faut  réduirç  le  Problême  en  équation  ;  il 
y  en  aura  deux  ,  parce  qu'il  y  a  deux  inconnues  x  Scy% 
JLa  première  eft  facile  à  trouver  :  car  n'y  ayant  que  ae 
l'or  &  de  l'argent  dans  la  Couronne ,  comme  on  l'a  fup- 
pofé ,  il  eft  clair  que  la  quantité  d'or  &  celle  de  l'argent 
de  la  Couronne  égalent  enfemble  le  poids  dç  la  Cou* 
ronue  ;  ainfi ,  on  aura  l'équation  x+y^p* 

A  préfent ,  afin  d'avoir  une  autre  équation ,  je  ration- 
ne ainfi  :  comme  il  n'y  a  que  de  l'or  &  de  l'argent  mêlés 


Couronne  :  voici  donc  une  féconde  équation  que  l'on 
doit  avoir  dans  l'efprit  :  la  perte  du  poids  que  fait  la 


Couronne  plongée  dans  l'eau  ,  eft  égale  aux  pertes 
de  poids  que  font  l'or  &  Fargent  de  la  Couronne; 
mais  la  difficulté  eft  d'exprimer  ces  pênes  de  poids 
que  font  l'or  &  l'argent  de  1*  Coivonnç,  fans  inu;o- 
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doire  de  nouvelles  inconnues  différentes  de  or  &  de  y. 
Pour  cet  effet  >  il  faut  faire  une  proportion ,  en  (Hfent  ; 
le  lingot  d'argent  eft  à  la  quantité  d'argent  mêlé  dans 
la  Coùronoe ,  comme  la  perte  que  fait  le  lingot  d'ar- 
gent plongé  dans  l'eau  eft  à  la  perte  que  fait  la  quanti- 
té d'argent  mêlé  dans  la  Couronne  ;  enforte ,  par  exem«? 
pie  ,  que  fi  le  lingot  d'argent  eft  double  de  la  quantité 
d'argent  de  la  Couronne ,  la  perte  du  poids  du  lingot 
fera  double  de  celle  du  poids  de  l'argent  de  la  Couron- 
ne. Voici  la  proportion  exprimée  en  lettres  :p .  x::a, 
y.  Ce  terme  ~  marque  k  perte  que  fait  la  quantité  d'ar- 
gent de  la  Couronne  lorfqu'elle  eft  dans  l'eau  :  car  nous 
venons  de  dire  que  cette  perte  étoit  le  quatrième  terme 
de  la  proportion.  Or  y  eft  ce  quatrième  terme ,  puis- 
que pour  avoir  le  quatrième  terme  d'une  proportion  * 
il  faut  multiplier  les  deux  moyens  l'un  par  l'autre,  & 
divifer  le  produit  par  l'extrême  connu  (  Liv.  II.  Art, 
72).  Ici,  les  deux  moyens  font  x  &  a,  dont  le  pro- 
duit eft  ax  qu'il  faut  divifer  par  l'extrême  connu  p  :  ce 
qui  donne  y  pour  l'expreffion  de  la  perte  de  poids  que 
fait  l'argent  de  la  Couronne ,  Jorfqu'elle  eft  plongée 
dans  l'eau. 

Par  la  même  raifon  ,  on  aura  l'expreflion  de  la  perte 
de  For  mêlé  dans  la  Couronne ,  en  faifant  la  proportion 
fuivante ,  p .  y  :  :  b .  ^ ,  qui  fignifie  que  U  lingot  d'or 
marqué  par/?  eft  à  l'or  mêlé  dans  la  Couronne ,  comme 
la  perte  du  poids  du  lingot  d'or  eft  à  la  perte  que  fait 
Por  de  la  Couronne  ;  ainfi  h-j  marque  la  perte  du  poids 
de  l'or  mêlé  dans  la  Couronne  :  &  ~  eft  la  perte  du  poids 
de  l'argent  mêlé  dans  la  Couronne.  Or  ces  dçux  pertes 
jointes  enfemble ,  égalent  celle  de  la  Couronne,  comme 
nous  l'avons  dit  ;  nous  aurons  donc  encore  cette  équa- 
tion ^+^=*c,  ou':V:.:  =  c-  ainfi,  les  deux  équa- 
tions  qui  expriment  les  conditions  du  Problème  ,  font 
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On  va  faire  l'application  de  la  féconde  &  de  la  ttofe 
fieme  règle  en  peu  de  mots.  Il  faut  commencer  par  mul- 
tiplier les  deux  membres  de  la  féconde  équation  par 
le  dénominateur  p ,  afin  de  (aire  évanouir  la  fraâion; 

'  il  vient  x-*-by  =  cp?  après  quoi,  je  laifle y  feule  daD$ 
le  premier  membre  de  la  première  équation ,  &  je  trou* 
ve  que  p  —  *  eft  I4  valeur  de  y  f  je  fubftkue  cette  va- 
leur à  la  place  dey  dans  l'autre  équation  ax  +  cy  =  cp§ 
mais  comme  y  eft  multiplié  par  b  dans  cette  équation» 
il  faut  aufli  multiplier/»  — *  pari;  le  produit  eft  bp—bx 
que  je  mets  à  la  pl^ce  de  by ,  &  je  trouve  l'équationi* 
+  ip  — •  bx=  cp  ,  dans  laquelle  il  n'y  a  plus  qu'une 
efpece  d'inconnue  qu'il  faut  laifler  feule  dans  le  premier 
membre  ;  je  dis  donc  :  puifque  4x -** bp—  bx  =  cptîl 
faut  que  04— •fcx=îc/j— rbp*  Or»  le  premier  membre 
de  cette  dernière  équation  eft  le  produit  de  *  par  a 
—  b;  donc  en  divifant  les  deux  membres  par  a  —  b  ; 
il  viendra  x  =  C£_J  *.  On  peut  mettre  cette  valeur  toute 
connue  de  x  dans  la  première  équation ,  afin  de  trou? 
ver  la  valeur  de  y  ;  mais  cela  n'eft  pas  aéceflaire  * 
parce  qu'en  connoiflant  la  quantité  d'argent ,  l'on  con- 
noîtra  facilement  la  quantité  d'or. 

Après  que  les  deux  équations  x  h-jp  -^/l  Bcax+bp* 
=  cp  ont  été  trouvées ,  on  auroit  pu  facilement  faiiç 
évanouir  par  la  fouftraâion  l'inconnue 7  de  la  fecoedç 

'équation.  Pour  cela,  comme  cette  inconnue  eft  mukk 
plice  par  b  dans  la  féconde ,  il  auroit  fallu  multiplier 
tous  les  termes  de  la  première  par  b  ($0) ,  &  on  auroit 
eu  bx-hby^bp,  qui  étant  retranchée  de  la  féconde  <H 
-+-by=cp  ,  auroit  donné  le  reftç  ax-4-by~mtx  —  byt 
=  tp  —  bp,  qui  fe  rçduit  à  ax  —  bx=  .<£"—  bj>,  d*o^ 
l'on  tire  x  =  f  *~~b  t. 

*_—   h    , 

Suppofons  que  la  Couronne  ne  pefoit  que  10  livres* 
&  qu'elle  perdoit  deux  tiers  d'une  livre  de  fon  poids  t 
étant  plongée  dans  Peau;  que  le  lingot  d'argent  pelant 
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ïuflî  10  livres ,  perdoit  la  dixième  partie  de  ion  poids , 
c*eft  à-dire,  une  livre  ;  &  que  le  lingot  d'or,  de  même 
poids ,  perdoit  la  dix-neuvième  partie  de  &  pefanteur  *• 
c'eft -à-dire  ,  ^  de  10  livres,  ou »  ce  qui  revient  au  mê- 
me (Liv.  IL  Art.  140  &  141  )  f>  d'une  livre;  dans  ces 
fuppoOtions  »  on  aurap  =*=  io ,  a~  =  1 ,  c=*  ~,  6=r| , 
&  lubftituant  ces  valeurs  particulières  à  la  place  de» 
lettres. ,  on  trouvera  cp .—  bp  =  y  — 1~  ,  ou  en  ré- 
duifant  ces  fraâiona  au  même  dénominateur ,  cp  —  èp 
*==  rf 7!==f4.  Pareillement*^— i==  1 & 


==r;- — H^nr-  °r  dans  l'équation  x=  =*-£$,  le 
numérateur  cp—'  —  bp  eft  divifé  par  a  —  —  h  ;  par  confé- 
quent ,  il  faut  divifer }  °7  par  -& ,  &  le  quotient  —7  mar- 
quera la  valeur  de  x ,  qui  eft  ^quantité d'argent  ihêlé 
dans  la  Couronne  l  cette  fra&ion  ^  eft  prefqùe  égale  à 
3 ,  parce  que  le  numérateur  contient  prefque  trois  fois 
Te  dénominateur  ;  par  conféquent ,  félon  les  fuppofitior.s 
précédentes,  il  y  avoit  environ  trois  livres  d'argent  ; 
ainfî ,  puifque  la  Couronne  pefoit  dix  livres ,  il  y  avoit  à 
peu  près  fept  livres  d'or. 

44.  5,  On  peut  exprimer  d'une  manière  plus  facile  la 
féconde  équation»  Pour  cet  effet ,  fuppofons ,  comibe 
nous  l'avons  dit ,  que  l'argent  perd  la  dixième  partie  de 
fon  poids ,  étant  plongé  dans  l'eau ,  &  que  l'or  en  perd  la 
dix-neuvieme ,  la  perte  de  l'argent,  mêlé  dans  la  Cou- 
ronne ,  fera  *a  »  &  celle  de  l'or  fera  ■& ,  ou  bien  en  défi- 
gnant  10  &  19  par  e  &  /,  ces  deux  pertes  feront!  ôcz 

Par  conféquent,  la  féconde  équation  fera  £  -f--^  =  =^  c 
au  lieu  de^H-  y ==  c>  Or ,  en  ôtaht  les  fraâions  de 
f  +f  = = c ,  on  aura/* H-  ey = =3  cef:  Se  fi  6n  fubftitue 
la  valeur  dcy>  fçavoir  ;  »■— x  à  la  plpce  de  cette  incon- 
nue ,  l'équation  précédente  deviendra  fx  +  ep  — .—  ex 

B:=cç/".-  donc/*: ex==cef ep:  donc  en  divifant 

pâr/-r  —  * ,  on  awa  * — *  %stj>    Si  on  fubflitue  les 
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nombres  à  la  place  des  lettres  ,   on  trouvera  ctf  «=* 

~  &  ep  =  100 ,  ou  ^.  Ainfi ,  le»  numérateur  ctf  —  b 

ep  =  tfi  &  le  dénominateur/ «=9  :  donc  ce/—   < 

e/>  ,  divifé  par  Jf  —  —  e ,  lignifie  la  fraâion  y,  divifée 
par  9  :  c&  qui  donne  Jp9 ,  ou  J-*  qui  eft  égal  à  l-^  » 

puifque  fi  on  divife  les  deux  termes  de  cette  dernière 
fra&ion  par  15? ,  on  trouve  £7. 

Ce  Problème  renferme  un  eXfemplô  de  la  règle  <f ri- 
liage.  Nous  avons  parlé  de  cette  règle  dans  le  fécond 
Livre ,  Article  8  a  &  fuivans. 

Problème    XIV. 

45*.  Une  perfonne  ayant  rencontré  des  pauvres ,  a  voulu 
donner  à  chacun  quatre  fols  ;  mais  elle  a  trouvé  en  comptant 
fon  argent ,  qu  elle  avoit  deux  fols  de  moins  qu'il  ne  faUoit; 
c  eft  pourquoi'  elle  adonné  feulement trois fols  à  chaque  pat* 
vre  >  &  il  lui  en  eft' refté cinq.  On  demande  combien  laper- 
Jbnne  avoit  de /ois  ,  Ér-  combien  il  y  avoit  de  pauvres. 

J'appelle  x  le  nombre  des  pauvres ,  &  y'  celui  des 
fols  ;  &,  je  dis  :  puifque  fi  cette  perfonne  avoit  eu 
deux  fols  de  plus  qu'elle  n'avoir ,  elle  en  auroit  eu 
aflez  pour  donner  quatre  ibis  à  chacun  de*  pauvres  ; 
il  s'enfuit  qu'en  ajoutant  2  à-jr  »  la  femme  y-*-  2  fa* 
quatre  fois  plus  grande  que  x  ,  qui  eft  le  nombre  des 
pauvres  ;  par  conféquent ,  y  -**  2  =  4** 

D'ailleurs,  par  la  féconde  condition  du  Problème, 
cette  perfonne  ayant  donné  trois  fols  à  chaque  pauvre, 
il'  en  eft  refté  cinq  ;  par  conféquent ,  en  retranchant  S  do 
yy.h  reftejr  —  j  fera  trois  foi*  plus  grand  que  x;  ainfi, 
y—$*»$x.  Les  deux  équations  du  Problème  (ont  donc 
,7—2=4  x  &  7— y=*3f*.  Voilà  Papplicatioii  de  là  pre- 
mière règle ,  &  voici  celte  de  la  féconde. 

Puifque  jj  •+•  2*=^ 4»  ;  donfc^  —  4*— *2":  je  fubfti- 
tue  dans  la  féconde  équation  du  Problême ,  la  valeur 
de  y  ;  fçavoir,  4*  -^2  ;  <&jc  trouve  4*  *—;*-*  S  =*  3*  »' 


Livre    troisième. 
©u 4*— '7  —  3*.  Après  cela,  j'applique  tout  de  fuite 
la  troifîeme  règle  :   puifque  qx  —  7  —  3#  ;  donc  4* 
ftî*"*"75  donc  4*~3*>==7;  donc*=7;  c'eft-à- 
dire  B  qu'il  y  avoit  fept  pauvres» 

Que  fi  on  veut  pratiquer  la  féconde  réglé  par  la  fouf- 
tradion ,  il  faut  retrancher  l'équation  y  ~S=  3*  de 
l'autre j-Hi=4* 2  lereffeeftjf-*-^— jf-*-j:=4^— 3^^ 
quife  réduit  à  2-*-  f —  *»  oux=»7. 

Pour  connoître  le  nombre  de  fols ,  je  mets  7  à  la 
place  de  x  dans  la  première  équation ,  &  je  trouve  y+% 
=18  ;  donc  jr  =  28  —  2 ,  ou  bien  y  =  26 1  ainfi,  la  per- 
fonne  avoit  25  (bis;  &  d'ailleurs  il  y  avoit  fept  pauvres. 
Il  cft  aifé  de  'voir  mie  ces  deux  nombres  iatisfbnt  aux 
deux  conditions  du  Problème. 

On  auroit  pu  rendre  générale  la  folution  de  ce  Pro- 
blème ,  en  mettant  à  la  place  des  deux  chifres  2  &  y ,  les 
deux  lettre*  m  6c  n  ou,  quelques  autres  $  te  pour  lors ,  au 
lieu  des  deux  premières  équations  y  4-  2  «  4* ,  &  y 
—  5,=3*  ,  on  auroit  eu  celles-ci ,  jf-+-m=4jr, 
icy — n  =  3 #.  Après  quoi,  on  feroit  parvenu  à  lMqua*> 
tion  jr=m^n,  de  la. même  manière  qu'on  a  trouvé  x 
»  7*  Orf  cette  équation  *am  +  n  montre  que  le 
nombre  des  pauvres  eft  égala  m  H- ir;  c'eftànlire,  au 
nombre  de  ibis  qui  manquoienr  pour  en  donner  4^à 
chaque  pauvre ,  plus,  à  celui  des  fok  qur  font  reftéren 
donnant  feulement  3  fols»  D'où  l'on  pourra  connoître 
tout  d'un  coup  que  dans  tous  les  Problèmes  fembfables  » 
le  nombre  des  pauvres  eft  touiours  égal  i  celui  des  fols 
qui  manquotent  d'abord,  &  a  celui. des  fols  qui  font 
reftés.  Par  exemple,  s'il  avoit  manqué  6  fols  pov  en 
donner  8  à  chaque  pauvre,  &  qu'il  endetta  refté  4*  en 
donnant  7  fols,  le  nombre  des  pauvres  auroit  été 6+  4; 
c'eft  à-dire,  iou  Or,  quand  on  connoît  le  nombre  des 
pauvres,  Ue{fcÊuàte:dôtrou^e*celui  des  ibis.  Ainfî,  dans 
ce  dernier  exemple,  la  perfoaae  avoit  7^fols,  puifque  lî 
elle  avokieu  éLlob  dé  iptlua^jtt'eUe-a'avoîjt ,  elle  auroit 
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Ï>u  donner  8  fols  à  chacun  des  dix  pauvres  ;  &  par  éoa- 
equent ,  elle  auroit  eu  dix  fois  8  fob  ;  G'eft-à-^ire  ,  80* 

Problème    XV. 

4,6.  £to  père  partage  fort  bien  àfei  enfans ,  ert  Acnfiant 
a\t  premier  iooo  /.  &*  fa  neuvième  partie  du  bien  qui  refit 
après  en  avoir  âté les  IOOO  livres}  il  donûe pareillement  au 
fécond ,  2000  livrer  &  la  neuvième  partie  de  ce  qui  refle; 
a*  troijîeme ,  9000  livres  Qr  la  neuvième  partie  de  ce  qui 
refle  >  £r  ainfi  de  fuite:  il  fi  trouve  qu'après  le  partage, 
les  enfans  ont  des  portions  égales.  On  demande  quel  tfl 
le  bien  du  père ,  &  quel  efi  le  nombre  des  enfans. 

J'appelle  x  le  bien  du  père ,  a  les1  1 000  liv.  données 
au  premier  enfant;  '24  les  aooo  liv.  données  au  fécond: 
puis  faifànt  réflexion  que  l'on  aura  la  neuvième  partie 
des  reftes  dont  11  «ft  parlé  dans  le  Problême ,  en  di- 
vifant  ces  reftes  par  5) ,  j'appelle  d  le  divifeur  9. 

,  Cela  pofé,  je  cohfidere  que  fi  l'on  connoiflbit  le  bien 
du  peie  &  la,  part  d'un  des  enfans  ,  il  feroit  facile  de 
conboître  le  nombre  des  enfans  :  car  il  n'y  aurait  qu'à 
chercher  combien  de  fois  cette  part  ferbit  contenue 
dans  le  bien  du  père  :  par  exemple  ,  fi  le  bien  du  père 
étoit  30000  livres,  &  que  la  parc  d'un  des  fils  fat  5*000 
livres ,  il  eft  facile  de  voir  qu'il  .y  auroit  6  enfans  ,  par* 
ce  que  y 000  eft  contenu  fix  fois  dans  30000.  Il  ne  s'a* 
çit  donc  que  de  trouver  le  bien  du  père  &  la  part  d'un 
ces  fils.  Mais  il  eft  encore  évident  que  fi  oh  connoif- 
lbit le  bien  du  père,  on  pourrait  trouver  aifémfent  la 
part  du  premier  fils;  puilque  le  père  lui  donne  1000 
liv.  &  la  neuvième  partie  de  ,ce  qui  refte  ;  ainfi  ,  fi  le 
père  avoit  30000  liv. ,  la  part  du  premier  fils  feroit 
iooojiv. ,  &  là  neuvième  pàrpe  du  refte,  29000 liv. 
Toute  la  que  (lion  fe  réduit  .donc  à  trouver  le:  bien  du 
père ,  que  l'on  a  nommé  x. 

Four  cela  ,  je  fais  attention  que  les  enfans  étant  parta- 
gés 
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gés  egftlemcnt ,  on  peut  faire  une  équation ,  dont  un 
de*  membres  foie  la  part  du  premier  fils ,  &  l'autre 
membre  foit. celle  du  fécond.  Or ,  la  part  du  premier 
fils  eft  iôoo  hv*  »  &  ,  &  la  neuvième  partie  de  ce  qui 
f efte  :  mais  ce  qui  refte  de  x ,  après  en  avoir  retranché 
a  ,  eft  x  —  a ,  dont  la  neuvième  partie  eft  ^2  ;  pat 
conféquent ,  la  part  dû  premier  fils  eft  a  -+-  *T 

La  part  du  fécond  fils  eft  2000  livres  ou  2a ,  &  de 
plus ,  la  neuvième  partie  de  ce  qui  refte  :  or ,  pour  avait 
ce  ïèfte  ,  il  faut  retrancher  premièrement  la  part  du 
premier  fils  ,  que  je  nommerai  m ,  enfuit*  les  2a  que 
le  père  donne  d'abord  au  fécond  fils  ;  ce  refte  eft  donc  x 
—  m  —  2a  i  &  la  neuvième  partie  eft  *~w~"1-*  ;  pai* 
conféquent ,  la  part  du  fécond  fils  eft  2a  h~ £Zr-Z2  (  j'ai 
mis  une  m  pour  iharquer  la  part  du  premier  fils,  afin 
0  éviter  l'embarras  du  calcul  qu'il  auroit  fallu  faire  en 
toettant  a +  —*)  :  ainfi,  Péquation  de  la  part  dti  pre* 
mier  fils  &  de  celle  du  fécond  ,  eft  a-«-iZ£=5  2a  «+». 
ir']r>'  Voilà  le  Problême  réduit  en  équation 

Pour  réfoudre  cette  équation ,  j'ôte  les  Fraôions  ert 
multipliant  tout  par  le  dénomin.  d;  &  je  trouve  (if)  ad 
•*"  *  ~  a  =  ***>  +  x  —  m  —  2à  ;  donc  ad  a  2ad 
H-  x~  #— m—  sa  4-a;  donc  *i=a  24^  —  m  —  a  / 
par  conféquent  ai  •+•  m  =  **i  —  a  ;  donc  m  =  2ad 
*~aà  —  *  ;  donc  m  =  ai  —  a  Je  remets  à  préfent 
«-*•  ^T-4 *  *a  PIace  ^em»  S1"  n'avoit  été mif*  que  pour 
rendre  le  calcul  moins  embarraflant;  &  je  trouve  a 
+  —-*  —  ad  —  ai  Se  multipliant  tous  les  termes  par 
le  dénominateur  d  é  afin  dé  faire  évanouir  la  fradion  % 
il  vient  a  d  ■+■  x  —  a  =  add  —  ad;  donc  x  =*  add  -» 
<zi  —  ad  +  a  1  donc  *  *=*  *ii  -*2^-+-^A 

En  mettant  les  valeurs  connues  en  nombres  à  là  placé 
des  lettres  du  fécond  membre \  on  trouvera  que  x  =» 
Je  Partiu  t 
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1 8000 1.  —  1 8000 1.  •*- 1000 1.  donc  x  —  £4000  Ifo 
Pour  avoir  la  part  du  premier  fils ,  il  faut  prendre 
looo  liv.  fur  64000  liv* ,  &  divifer  le  refte  63000  par 
9  ;  le  quotient  fera  7000  ;  ainfi  ,  la  part  d#  chacun 
des  fils  fera  8000  liv*  s  &  comme  8000  efl  contenu 
8  fois  dans  64000 ,  ainfi  qu'il  paroit  en  divifant  64000 
par  8000  ,  il  s'enfuit  qu'il  y  a  huit  enfans. 

46.  fi.  Quoiqu'il  y  ait  deux  inconnues  dans  ce  Problè- 
me ,  on  n'a  cependant  fait  qu'une  équation  pour  le  ré» 
foudre,  parce  que  cette  équation  rie  contient  qu'iuie 
efpece  d'inconnue  \  fçavôir  >  X  qui  eft  le  bien  du  père, 
&  que  d'ailleurs  cette  iricohnue  étant  trouvée,  il  eft  fa- 
cile de  découvrir  le  nombre  des  enfans  »  qui  eft  la  fé- 
conde chofe  inconnue  dans  ce  Problème. 

47.  Remarque*  que  le  fécond  membre  de  l'équation 
x  =  add  —  aad  +  ai  eft  le  produit  de  a  par  Aà—  li 
■•■i.  Or  »  dd—  2d+l  eft  le  quatre  de-"  1  *  cfeft- 
à-dire ,  du  divifeur  diminué  d'une  unité  ;  donc  cM 
—  2âd+a  eft  le  produit  de  a  par  le  quatre  du  divi» 
feur  diminué  d'une  unité  :  afin  donc  de  trouver  le  bien 
du  père,  il  faut  diminuer  le  divifeur  d'une  unité,  & 

!>rendre  le  quarré,  du  refte;  enfuite,  multiplier  ce  que 
e  père  donne  d'abord  au  premier  fils  par  ce  quarré  ;  & 
le  produit  fera  le  bien  du  père.  Dans  notre  exemple  ,  je 
diminue  le  divifeur  9  d'une  unité»  &  je  prends  le  quat- 
re du  refte  8  ;  c'eft  641  enfuite»  je  multiplie  ioooliv. 
que  le  père  donne  d'abord  au  premier  ois  *  par  64  } 
le  produit  6400O  livres  eft  le  bien  du  père* 

48.  On  peut  auflî  trouver  tout  d'un  coup  le  nombre 
des  enfans  ,  parce  qu'il  eft  toujours  égal  à  d—  1  ;  c'eft- 
à-dire ,  au  divifeur  diminué  d'une  unité»  Dans  notre 
exemple ,  le  divifeur  9  étant  diminué  d'une  unité ,  le  ref- 
te 8  marque  le  nombre  des  enfans.  On  peut  démontrer 
de  la  manière  fui  vante ,  que  d*~i  représente  toujours 
le  nombre  des  enfans  :  nous  avons  obfervé  due  pour 
avoir  ce  nombre  %  il  faut  chercher  combien  de  fois  la 


LlVtLB     TltOISIBMV*  *pl 

part  d'un  des  fils  eft  contenue  daas  le  bien  du  père  3 
cfeft-à-dire ,  quç  le  nombre  des  eofans  eft  égal  au  quo- 
tient quç  Vw>  tirçuve  en  clivifant  \o  bien  du  père  par  U 
part  <Tun  des  (ils*.  Or ,  le  bien  du  père  eft  add  — •  444 ■+-  a  * 
&  la  part  du  premier  fils  eft  a  *4*^p*  mais  aH»±Zp 

=*  4i  — ?  4 ,  comme  nous  Payons  vu  ci  -  deflus*  EfaiU 
leurs ,  fi  oq  divife  4<W  <*•  aarf-*-  a  par  ai-+a,  le 

Stiotient  fera  i  —  I  j  donc  A  —  i  marque  le  aomhre. 
es  enfans. 

49.  Il  feroit  bien  facile  à  prêtent  de  réfbudre  un  Pkh 
blême  femblable  à  celui  donc  on  vient  d'expliquer  la 
(blutioix:  en  voici  un  exemple.  Un  père  partage  égale- 
ment fçm  bien  entrç  fes  fils,  en  donnant  au  premier  yoqt 
liv.  de  la  onzième  partie  de  ce  qui refte  ;  au  fecond  100a 
Jiv.  Se  h  onzième  partie  de  ce  qui  refte ,  &c*  Quel  eft 
le  bien  du  père ,  &  quel  eft  le  nombre  des  enfans  l 

Je  diminue  te  dwfeur  1 1  df une  unité ,  &  le  refte  eft 
IO ,  dont  j«  prendj  le  quatre  >  qui  eft  100  :  fnfuite ,  je 
multiplie  JOO  Uv.  que  le  père  donne  d'abord  au  premier 
fila  par  100  :  le  produit  yoooo  liv.  eft  le  oien  du 
père,  &  le  npmbrç  des  enfans  eft  10,  pajrce  que  IO. 
eft  le  refte  du  divifeur  *i  diminué  d'une  unité. 

Op  pourra  voir  dan*  l'Ouvrage»  dopt  cetat»ci  eft 
l'abrège ,  des  exemples  donc  I4  folution  dépend  de» 
équations  du  fççopd  degrés 


>»■ 
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Problème  L  Piètre  &  Joui  ont  cAocun  un  certain  nombre  d*écue 

Jw'il  s'agit  de  trouver  ;  on  fuppefequefi  Pierre  ionnoit  cinq  de 
es  écus  dJean ,  ils  en  auraient  aktànt  Vun  que  Vautre  ;  mais  fi 
Jean  en  donnait  cinq  dès  tiens  i  Pinte ,  pour  lors  Pierre  en  auroit 
le  triple  de  ce  qui  en  refieroit  à  Jean.  Combien  Pierre  &•  Jean 
avoienuils  ficus  chacun  >  157 

IL  Règle s  25* 

IlLKegU.  2*7 

Problème  IT.  Lafomme  de  deux  nombres  étant  connue  $t?la  diffé- 
rence ou  Vexcis  de  Vun  fur  Vàutte  étant  aufp.  connue ,  trouver 
quels  font  ces  deux  nombres  $  %éi 

Problème  III.  Un  Berger  étant  interrogé  combien  ilj  avait  de  mou- 
tons dans  fin  troupeau ,  refondit  que  s'il  en  avoit  encore  le  tiers 
&  déplus  le  quart  de  ce  Çu'il  en  a,  0*  cinq  par-dèjfas ,  il  en  au- 
roit cent*  On  demande  quel  efi  le  nombre  des  moutons ,  264 

Problème  IV.  Une  armée  ayant  été  défaite  »  le  quart  cjt  rejléfur  la 
champ  de  bataille,  deux  cinquièmes  ont  été  faits  pnfonniers ,  fir  ' 
140Ô0  £ui  étoxent  le  refit  de  V  armée  ont  pris  la  fuite.  On  demandé 
de  combien*  d'hommes  V  armée  ttoit  comvojée  avant  la  bataille,  166 

Problème  V.  Trois  petfonnes  ont  enfemble  +$0  ans;  le  premier  a  le  ' 

double  de  Vâge  du  fécond ,  le  fécond  a  le  triple  de  l'âge  du  troi* 

fiente*  On  demande  Quel  efi  Vâge  de  chacun  en  particulier  ,  167 

Problème  VI.  Connoijjant  le  premier  &•  le  fécond  terme  tune  pro- 
greffiok  géométrique  Qui  va  en  diminuant ,  &  qui  efi  compofée 
a* une  infinité  de  termes ,  trouver  lufommè  de  tous  les  termes  de 
layrogrcfàon%  268 

Problème  VII*  Uaigmlle<ûct  heures  &  celle  des  minutes  tune  mon- 
tre étant  toutes  les  deux  au  mime  point  de  midi  >  trouver  d  quel 
infiant  V aiguille  des  minutes  attrapera  celle  des  heures  j  270 

Problème  VIII.  On  a  trois  fontaines  dont  la  première  remplit  un 
vaifieau  en  trois  heures ,  la  féconde  le  remplit  en  quatre  heures  &* 
la  treifteme  enfix  heures  :  on  demande  en  combien  de  tems  les  trois 
fontaines  coulant  enfemble  rempliront  le  mime  vaijjcau  »  273 

Problème  IX.  Connoijfant  la  aifiance  de  deux  corps  mobiles  qui  font 
mis  fur  une  mime  ligne  &»  qui  doivent  fe  rencontrer  :  connoijfant 
aujji  le  rapport  de  leurs  vîtejfes  ;  trouver  le  point  auquel  us  fi 
rencontreront»  On.fippofe  qui  ces  deux  corps  partent  au  mime 
infiant  ,  174 

Problème  X»  Deux  hommes  que  Von  fuppefè  ttre  au  mime  lieu  fe 
propofent  £  arriver  enfemble  au  mime  terme  éloigné  du  lieu  où  ils 
font  tune  dij  once  connue ,  par  exemple  de  ieo  toifes  :  mais 
Vun  des  deux  que  j'appelle  le  premier ,  va  moins  vite  que  lejecond 
félon  un  rapport  connu  s  on  demandé  quelle  partie  le  premier  doit 
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mvoirfait  de  ïefpace  compris  entre  les  deux  termes  avant  que  le 
fécond  fe  mette  en  chemin  •  *7? 

Problème  XL  Pierre  &  Jean  ayant  enfcmble  108  livres  >  Pierre  * 
Àépenfé  le  tiers  de  ce  qu'il  avoir,  &  /ta/z  k  çuirf  .*  lafomme  de  ces 
deux  dipenfes  eft  p  ftVrer.  O/i  demande  combien  ils  avoieht 
chacun ,  &  combien  chacun  a  dépenfé ,  îbid« 

Problême  XII.  Deux  fontaines  dont  chacune  coule  toujours  avec 
la  mime  force  9  ont  donné  une  certaine  quantité  d'eau  >  par  exem- 
ple 71  muids,  la  première  en  coulant  pendant  6  heures  &  la  fé- 
conde pendant  ixiees  deux  mimes  fontaines  ont  fourni  9 1  muias  4 
la  première  en  coulant  pendant  B  heures  O  la  féconde  pendant  if  ; 
on  demande  quelle  ejl  la  depenfe  de  chacune  de  ces  deux  fontaine} 
par  heure  %  c'ejl-d-dire  %  combien  chacune  fournit  d'eau  dans 

.    une  heure ,  178 

Problême  XIIL  Connoiffant  le  poids  d'un  corps  compofé  de  deux 
métaux  9  par  exemple ,  d'or  &  £ 'argent ,  trouver  la  quantité  de 
Vor  &  celle  de  T  argent  qui  font  mêlés  dans  ce  corvs*  281 

Problême  XIV.  Uneperfonne  ayant  rencontre  des  pauvres ,  a  vou- 
lu donner  à  chacun  quatre  fols  ;  mais  elle  a  trouvé  en  comptant 
fon  argent,  qu'elle  avoit  deux  fols  de  moins  qu'il  ne  fallait  ;  fejl 
pourquoi  elle  a  donné  trois  fols  feulement  d  chaque  pauvre,  (fil 
lui  en  chtejlé  cinq.JDn  demande  combien  la  perfonne  avoit  de  fols» 
&  combien  il  y  avoit  de  pauvres.  iU 

Problême  XV.  Un  père  partage  fon  bien  dfes  enfanstn  donnant  eu 
premier  1000  livres  tr  la  neuvième  partie  de  ce  qui  rejle  après  en 
avoir  été  les  1000  liv.  il  donne  pareillement  au  fécond  iooo/iv* 
G»  la  neuvième  partie  de^  ce  qui  refie  \  au  troifieme  3000  liv&l* 
neuvième  partie  de  ce  qui  refit  >  &  ainfi  de  fuite;  ilfe  trouvt, 
qu'après  le  partage  ,  les  en/ans  ont  des  portions  égalas.  On  de- 
manie  fuel  eft  le  bien  du  père ,  &  quel  ejl  le  nombre  des  enfant. 
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Notions    pRÊLiMiNAiRÈs* 

lA  Géométrie  eft  une  partie  des  Ma> 
'thématiques,  qui  traité  de  l'étendue  &  dé 
fes  diffère rre  rapports: 
Cetts  fcience  ne  confédéré  pas  l'étendu» 

en -tant  qu'elle  eft  revêtue  des  quantités  fen- 

îîbles  telles  que  font  là  dureté,  la  fluidité,  la  lumière' , 
les  couleurs  t  &ç.  Majs  fon  véritable  objet  eft  l'étendue 
coniidérée  en  tant  qu'elle  a  trois  dimenfioHS,  longueur , 
îârgé'ur  &  profondeur; 
L'étendue  en  longueur confidcrée  fans  largeur  &  util 
fondeur,  fe  nomme  Ligne* 
II,  Partie,  A 


L'étendue  en  longueur  &  en  largeur  confidérécS  itf*  - 
iemble ,  indépendamment  de  la  profondeur,  fe  noms* 
Surface. 

L'étendue  en  longueur»  en  largeur  &  en  profondeur 
confidérées  enfemble  fe  nomme  Solide ,  &  quelquefois 

On  appelle  Point  unte  partie  d'étendue  que  l'on  con- 
fidere  comme  n'ayant  aucune  étendue  :  telle  eft  l'ex- 
trémité d'une  ligne* 

Remarquez  qu'il  n'y  a  point  d'étendue  qui  ne  foit 

Î 'ointe  avec  les  trois  dimenfions  ;  fçavoir ,  longueur  » 
argeur  &  profondeur  ;  &  qu'il  n'y  a  pas  de  point  (ans 
étendue  :  mais  cela  n'empêche  pas  qu'on  ne  puifie  con- 
sidérer quelques-unes  de  ces  dimenfions  fans  les  autres: 
(>ar  exemple  >  on  peut  confidérer  la  longueur  iâns  lt 
argeuT  &  la  profondeur  ;  &  de  meme  on  peut  confi- 
drêver  la  longueur  &  la  largeur  >  fans  faire  attention  a  la 
profondeur  :  enfin  on  peut  confidérer  le  point  (ans  au* 
cune  <iimen(îon. 

Il  y  a  donc  feulement  trois  efpeces  d'étendues»  la 
ligne  9  la  furface  &  le  folide  ou  corps  ;  c'eft  pourquoi 
nous  diyiferons  la  Géométrie  en  trois  Livres. 
ï)ans  le  premier ,  nous  traiterons  des  lignes. 
Dans  le  iecond  >  nous  parlerons  des  furfaces» 
Dans  le  troisième  >  nous  parlerons  des  fol  ides. 
Enfin ,   après  ces  trois  Livres ,  nous  donnerons  Wk 
Traité  de  Trigonométrie  >  qui  fera  connoître  fenfiblc- 
ment  l'utilité  de  la  Géométrie. 

LIVRE     PREMIER. 
Des    Lignes. 


N 


O  u  s  fuppoferons  dans  ce  Livre  8c  dans  le  .1 

_  „  que  toutes  les  lignes  &  toutes  les  furfaces  dont 

nous  parlerons ,  font  fur  le  même  plqp»  Un  plan  eft  UM 


Dis    Lïokïs;  fl'v 

furfece  unie  qui  n'a  ni  enfoncement ,  ni  élévation  ,  ni 
courbure  ;  telle  eft  fenfiblement  la  furface  d'une  glace 
bien  polie ,  &  celle  d'une  table  bien  unie.  * 

Il  y  a  trois  fortes  de  lignes ,  la  droite ,  la  courbe  &  la 
mixte. 

Art.  I.  La  ligne  droite  eft  celle  dont  tous  les  points  Fig,  re- 
font dans  la  même  dircdion  ;  telle  eft  la  ligne  AB. 

2.  La  ligne  courbe  eft  celle  dont  tous  les  points  ne 
font  pas  dans  la  même  direction  :  telles  font  les  lignes 
AEB  &  ADB. 

3.  La  ligne  mixte  eft  celle  qui  eft  en  partie  droite  &  Fig.  *$ 
en  partie  courbe  :  telle  eft  la  ligne  ABCD. 

Après  ces  notions,  on  peut  regarder  les  trois  propo- 
sitions fuivantes  »  comme  des  axiomes  qui  n'ont  pas  ber 
loin  de  démonftration. 

I. 

4.  On  ne  peut  tirer  qu'une  feule  ligne  droite  d'un  Fig.  n 
point  à  un  autre  point  ;  mais  on  en  peut  tirer  une  infi* 

nité  de  courbes  :  cela  paroît  par  la  m  ême  Figure ,  dans 
laquelle  il  eft  évident  qu'on  ne  peut  tirer  que  la  feule 
ligne  «droite  AB,  du  point  A  au  point  B,  quoiqu'on 
puiflè  tirer  du  premier  point  au  fécond  plufîeurs  lignes 
courbes  >  comme  AEB  &  ADB. 

IL 

y.  La  ligne  droite  eft  la  plus  courte  que  l'on  puiflè 
mener  d'un  point  à  un  autre  point  :  par  exemple ,  la  ligne 
AB ,  tirée  du  point  A  au  point  B ,  eft  plus  courte  que 
chacune  des  trois  lignes  AEB  ,  ADB ,  &  ACB  ;  c'eft 
pourquoi  la  ligne  droite  eft  la  mefure  exafte  de  la  dif - 
tance  qui  eft  entre  deux  points.  La  ligne  ABC  cempofé* 
de  deux  lignes  droites  qui  ont  différentes  directions  peut 
être  appellée  une  ligne  brifée.  On  pourra  donc  dire 
qu'une  ligne  droite  eft  plus  courte  qu'une  ligne  brifée 
qui  aboutit  aux  mêmes  points  que  Ja  droite. 

III. 

4%  Lapofition  d'une  ligne  droite  ne  dépend  que  d^ 
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feux  points  ;  enforte  que  fi  on  connoît  la  pofitiôfl  ié 
deux  points ,  on  connoît  aufli  celle  de  la  ligne  entière  ; 
nous  nous  fervirons  fouventde  cet  axiome  dans  la  fuite) 
c'eft  pourquoi  il  eft  à  propos  de  l'expliquer  en  peu  de 
mots  pour  le'  faire  bien  concevoir. 
tjg.  3.  Il  eft  évident  que  plufieurs  lignes  droites  peuvent  paf- 
fer  par  un  même  point  ;  par  exemple ,.  la  ligne  CD  &  la 
ligne  AB  patient  toutes  les  deux  par  le  point  £  ;  on  en 
peut  même  faire  pafler  une  infinité  d'autres  par  ce  point; 
ainfi  un  feul  point  ne  détermine  pas  la  poficion  ou  la 
vr  direûion .  d'une  ligne  droite  ;  mais  fi  on  prend  deux  * 
points  comme  E  &  F ,  il  n'eft  pas  poffible  de  faire  pafler 
par  ces  deux  points  d'autres  lignes  droites  que  CD  ;  car 
il  eft  clair  que  toutes  les  lignes  droites  qui  pafleroient 
par  les  deux  points  E  &  F ,  feroient  couchées  fur  la  ligne 
CD  ;  &  par  conféquent  elles  ne  feroient  point  différen- 
tes de  cette  ligne  :  donc  deux  points  fuffifent  pour  dé*, 
terminer  la  pofition  d'une  ligne  droite. 

AVERTISSEMENT.  Lorfqu'on  ne  trouvera  point 
de  figure  citée  pour  un  article ,  il  faudra  recourir  à  celle 
qui  aura  été  citée  en  dernier  lieu  à  la  marge.  Ainfi»  dans 
le  Corollaire  fuivant ,  nous  nous  fervirons  de  la  troi- 
£eme  figure  qui  vient  d'être  citée. 

7.  U  fuit  du  dernier  axiome  que  deux  lignes  droites 
ne  peuvent  fe  couper  que  dans  un  feul  point  :  car  fi  deux 
lignes  telles  que  AB  &  CD  ,  qui  fe  coupent  au  point  E , 
fe  coupoient  encore  en  un  autre  point ,  comme  chaque 
point  a'interfeâion  eft  commun  aux  deux  lignes ,  ces 
deux  lignes  auroient  deux  points  communs ,  &  par  con- 
féquent lapoiition  d'une  ligne  droite  ne  dépendant  que 
de  djeux  points,  les  deux  lignes  auroient  tous  les  autres 
points  communs ,  &  ne  feroient  qu'une  feule  ligne  droite  ; 
ce  qui  eft  contre  la  fuppofition  ou  l'hypotnefe  :  ainfi 
deux  lignes  droites  ne  peuvent  fe  couper  qu'en  un  feul 
point. 

Ce  Corollaire  feroit  évidemment  faux ,  fi  op  ne  con- 
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fidéroit  pasles  lignes  fans  largeur  ;  car  fi  les  lignes  étalent  Fig.  |fr 
regardées  comme  ayant  de  la  largeur ,  il  eft  clair  que  le 
point  d'interfôétton  auroit  de  l'étendue ,  &  pourrait  par 
confisquent  être  divifé  en  deux  autres  points  qui  feraient 

*  communs  aux  deux  lignes. 

8.  Il  fuit  encore  du  même  axiome  que  fi  deux  points  ; 
comma  C  &  D  d'une  ligne  droite ,  font  également  éloi- 
gnés des  deux  autres  A  &  B ,  chaque  point  de  la  ligne 
CD>fera  à  égale  diftancè  de  ces  deux  points  À  &  B;  ainfi 

.    Eeft  également  diftant  de  ■  A  &  de  B  :  c'eft  la  même 

'   chofe  des  autres  points  de  h  ligne  CD.  Cfcft  une  fuite 
bien  claire  du  troisième  axiome. 
5.  Remarquez  que  quand  on  fuppofe  que  les  deux 

.    points  C  &  D  font  également  diftans  des  deux  autre9 

Î oints  A  &  Bl#,  on  ne  yeyt  pas  dire  que  les  points  C  & 
)  font  également  diftans  de  A  ,  fie  qu'ils  te  font  auflr 
égale n? en t  deB>  mais  on  veut  dire  que, le  point  C  en 
particulier  eftrégatement'éloîgné  de  A  &  de  B  ;  &  pa- 
reillement qi)e  le  point  D  eft  autant  éloigné  de  A ,  qu'il 
eft  éloigné  de  B. 

10.  .Les  deux  points  C  &  D de  la  ligne  CD  étant  eif-Tig.  4. 
core  fuppofés ,  chacun  également  éloignés  de  A  &  de 
B ,  non-feulement  tous  les  points  de  la  ligne  CD  font 
également- diftans  des  deux  points  A  &  B;  mais  de  plus , 
fi  elle  'fft  prolongée  de  part  8c  d'autre ,  elle  pafTera  par 
tous  les  points  également  éloignés  de  A  &  de  B  ;  en  forte 
qu'il  ne  peut  y  avoir  aucun  point  à  côté  de  la  ligne 
CD ,  qui  foit  également  diftant  des  points  A  &  B  :  fait 
par  exemple  le  point  F  qui  eft  à  côté  de  la  ligne  CD , 
je  dis  qu'il  n'eu  point  également  diftant  de  A  &  de  B,  ou 
ce  qui  eft  la  même  chofe  >  que  tes  lignes  FA  &  FB  tirées 
du  point  F  an*  points  A  &  B ,  ne  font  point  égalés  f-  car 
les  deux  lignes  EA  &  EB  font  égales  ,  parce.que  tous 
Ifis,  points  de  la- ligne  CD  font  également  éloignés  de 
A  &  de!  B  y  par  cooféqueot  ,  fî  on  ajoute  FE  à  chacune 
de  ces  deux  lignes  égales ,  on  aura  encore  deufc  autres: 

A  ii  j 
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fïg.  4r  lignes  égales  ;  fçavoir  FEA  &  F£B  ou  FB  :  or  FA  eft 
plus  courte  que  la  ligne  brifée  FEA  (y)  ;  donc  FA  eft 
auflî  plus  courte  que  FB  ;  donc  le  point  F  n'eft  pas  éga- 
lement diftant  des  points  A  &  B.  On  peut  démontrer  la 
même  chofe  de  tous  les  autres  points  qui  font  à  côté  de 
la  ligne  CD  ;  par  conféquent  cette  ligne  étant  prolon- 
gée ,  paflera  par  tous  les  points  également  éloignés  de 
A  &  de  B. 

AVERTISSEMENT.  Lorfqu'un  nombre  eft  ren- 
fermé entre  deux  parenthefes ,  c'eft  une  citation ,  c'eft- 
à-dire ,  qu'il  fignihe  que  la  prbpofition  qui  le  précède 
eu  qui  le  renferme  eft  prouvé  par  l'article  défigné  par 
le  nombre.  Ainfi ,  après  avoir  dit  dans  l'article  précédent 
que  la  ligne  FA  eft  plus  courte  que  FEA  ,  on  a  mis 
<y)  pour  faire  connoitre  que  cette  proportion  eft  prou» 
yée  par  l'article  j. 

DE  LA  LIGNE  CIRCULAIRE. 

Entre  les  lignes  courbes  nous  ne  confîdérerons  dans 
tes  élemens  que  la  ligne  circulaire ,  qui  n'eft  autre  chofe 
que  la  circonférence  entière,  ou  quelque  partie  de  la 
circonférence  d'un  cercle. 

1 1.  On  peut  définir  la  circonférence  d'un  cercle ,  une 
ïgne  courbe  qui  termine  une  furface  plane  de  tous  côtés, 
&  dont  tous  les  points  font  également  diftans  d'un  point 
qu'on  nomme  centre.  Il  y  a  cette  différence  entre  le  cer- 
cle &  la  circonférence  >  que  le  cercle  eft  l'efpace  ren- 
fermé dans  la  circonférence ,  &  la  circonférence  eft  la 
ligne  courbe  qui  termine  cet  efpace.  Cependant  on  fe 
fert  fouvent  du  terme  de  cercle  ,  pour  lignifier  la  cir- 
conférence ,  excepte  la  Géométrie. 
Fîg,  5,  •  1 2.  Toute  partie  de  la  circonférence  eft  appellée  arc: 
ainfi  AD ,  EIF  ,  GLH  font  des  arcs. 

1 3 .  Toute  ligne  droite  comme  EF ,  terminée  de  part 
&  d  autre  par  la  circonférence  *  eft  appellée  oorde  >  ~& 
quelquefois  founniante, 
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14*  ^  *a  corde:  paflè  par  le.  centre,  on  la  nomme  Fig.  5. 
diamètre. 

if.  Une  ligne  tirée  du  centre  à  Je  circonférence  eft 
appelle  rayon  ;  comme  CD  ».  CÀ ,  CB* 
*  1 6.  Les  Géomètres  divifent  îa  circonférence  de  tout 
cercle  en.  $6a  parties  égales ,  qu'ih  appellent  dégrés. 

Chaque  degré  fe  divin;  enfoixante  parties  égales  qu'on 
appelle  minutes;  chaque  minute  fe  divife  en  foixante 
parties  égales ,  qu'on  appelé  fécondes;  &  chaque  féconder 
en  foixante  tierces,  &  ainfi  de  fuite  à  l'infini-;  enforte  que- 
par  degré  il  ne  faut  pas  entendre  une  grandeur  abfblue  » 
mais  feulement  ta  trois  cent  fcixantieoie  partie  de  quel* 
que  circonférence  que  ce  fait ,  grande  ou  petite  1  ainfi». 
h  plus  petite  circonférence  a  autant  de  dégrés  que 
la  plus  grande  :  mais  elle  îes  a  plus  petits  à  propor- 
tion ;  de  même  que  chaque  grandeur  telle  qu'elle  ibit  » 
grande  ou  petite  >  a  deux  moitiés  proportionnées  à 
feur  tout. 

17.  Si  du  même  centre  on  décrit  pîufieurs  circonfé- 
rences ,  elles  font  appelées  concentriques ,  auffi  bien 
que  îes  cercles  qu'elles  renferment  :  comme  dans  la 
figure  9- 

1 8.  Tous  tes  rayons  d'un  cercle  font  égaux,  c'eft  une 
fuite  de  ce  que  le  centre  eft  également  diftant  de  tous- 
les  points  de  fa  circonférence. 

19.  Tous  les  diamètres  d'un  cercle  font  égaux ,  car 
chaque  diamètre  eft  compofé  de  deux  rayons ,  &  par 
conséquent  puifque  tous  les  rayons  font  égaux ,  tous 
les  diamètres  te  font  auffi. 

20.  Dans  deux  cercles  égaux  ,  les  rayons  &  tes  diar 
mètres  de  l'un  font  égaux  aux  rayons  &  aux  diamètres 
de  l'autre. 

as.  Tous  tes  diamètres  di vifent  te  cercle  &  là  circon- 
férence en  deux  parties  égales  :  car  tous  les  points  de 
ta  circonférence  étant  également  diftans  du  centre ,  la 
courbure  de  cette  circonférence  eft  uniforme ,  c'eft-à- 

Ai* 


$tp  qu'elle  eft  par-tout  égale  ;  &  par  conféquent  de 
quelque  manière  que  foit  fitué  le  diamètre  ,  il  partage 
toujours  le  cercle  &  la  circonférence  en  deux  parties 
égales, 

.22.  Dans  le  cercle  les  cordes  égales  foutiennent  des 
arcs  égaux  *  &  réciproquement  les  arcs  égaux  font  fou- 
tenus  par  des  cordes  égales  :  par  exemple ,  fi  les  cordes 
Figt  5-  EF  &  (5ft  font  égaler ,  il  faut  que  les  arcs  EIF  & 
ÇfXhH  qu'elles  fqutiennent  »  foient  égaux  ;  &  fi  ces  arcs 
font  égaux  ,  il  faut  que  les  cordes  £F  &  GH  foient 
çgales  ;  car  puifque  la  courbure  de  la  circonférence  eft 
uniforme  ou  égale  dans  toutes  fes  parties ,  il  eft  nécef- 
faire  que  les  cordes  égales  Soutiennent  des  arcs  égaux  , 
$  que  les  arcs  égaux  foient  {obtenus  par  des  cordes 
égales, 

23.  On  peut  dire  pareillement  que  dans  deux  cercles 
.     fe4MX  les  cordes  égales  fautiennent  des  arcs  égaux ,  & 

que  les  arcs  égaux  font  foutenus  par  des  cordes  égales  a 
par  exemple ,  fi  les  cordes  EF  &  e  f  font  égales,  û  faut 
que  leurs  arcs  foient  égaux  ;  &  fi  ces  arcs  font  égaux  ; 
}es  cordes  font  égales.  Cela  paroîtra  clairement  fi  Pou 
conçoit  que  la  première  circonférence  foit  pofée  fur  la 
féconde  ,  çnforre  que  la  corde  EF  foit  appliquée  fur 
j'(iutre  corde  e  f  :  car  il  çft  évident  que  les  arcs  feront 
pofés  exactement  l'un  fur  l'autre ,  &  qu'ils  font  par  corn 
féqueqt  égaux  ,  auffi-bien  que  les  cordes. 

24.  Remarquez  que  quand  on  parle  d'un  arc  foutenu 
par  une  corde ,  il  faut  toujours  entendre  celui  qui  eft 
le  plus  petit  :  par  exemple ,  fi  l'on  parle  de  l'arc  foutenu 
p$r  la  corde  EF ,  il  faut  entendre  l'arc  EIF ,  &  non  pas 
l'arc  ELtF ,  à  moins  qu'on  ne  marque  expreflement  ce 
dernier. 

24.,  B.  Le  diamètre  eft  la  plus  longue  de  toutes  les  cor* 
des  :  par  exemple ,  le  diamètre  AB  eft  plus  long  que  là 
porde  EF  :  car  foient  tirés  les  deux  rayons  CE ,  CF }  le 
ëi^WÇtf ç  eft  égal  4  ces  deux  rayons  pris  epfemhlc  (ip)* 
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&r  ces  deux  rayons  font  plus  grands  que  la  corde  EF 

(S)  3U* e^  une  ^Sne  ^ro^e  ù^e  du  point  £  au  point  F; 
De  plus ,  il  eft  évident  que  deux  cordes  inégales  comme 
EF  ,  &  OP  ,  la  plus  longue  foutient  un  plus  grand  arc 
que  l'autre ,  foit  dans  le  même  cercle ,  foit  dans  des  r 
cercles  égaux,  Réciproquement  fi  deux  arcs  font  iné- 
gaux »  la  corde  qui  foutient  le  plus  grand  arc  eft  plus 
longue  que  celle  qui  foutient  le  plus  petit.  Cela  eft  éga-r  *  ; 
jement  vrai  de  deux  arcs  inégaux  pris  du  même  cercle 
ou  des  cercles  égaux. 

a  y.  Dans  un  cercle  les  cordes  égales  font  également 
éloignée?  du  centre,  &  réciproquement  les  cordes  éga* 
lement  éloignées  du  centre  font  égales.  C'eft  encore 
une  fuite  évidente  de  la  parfaite  uniformité  de  la  cir- 
conférence, 

2$.  Pareillement  dans  deux  cercles  égaux ,  les  cordes 
égales  fopt  également  éloignées  des  centrés  ,  &  réciprot- 
quêment  les  cordes  également  éloignées  des  cemrek 
font  égales,  ■  : 

Après  avoir  donné  les  notions  des  lignes  tant  droites 
que  circulaires ,  &  avoir  expofé  plufîeurs  propositions 
évidentes  >  fondées  fur  la  nature  ^même  de  ces  lignes  ', 
il  eft  à  propos  de  réfoudre  plusieurs  4|robléjnes  fus 
cette  matière, 

Problème    I.  > 

27.  D*un  point  donné*  comme  C>pour  centre ,  &*  d'un  Fig.  5, 
intervalle  aujfi  donné ,  comme  ÇA,  décrue  une  circonfé* 

Ttnce.  . 

Ouvrez  le  compas  de  l'intervalle  donné  CA ,  mette* 
une  de  fes  pointes  fur  le  point  donné  C ,  faites  enfuite 
tourner  l'autre  pointe  en  tenant  toujours  la  première 
immobile  fur  le  point  Ç  ;  la  ligne  courbe  que  la  féconde 
pointe  décrira  par  ce  mouven^ept ,  fera  h*  circonférence 
cherchée* 
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If  eft  évident  par  cette  opération  que  du  même  centré 
le  du  même  intervalle  on  ne  peut  décrire  qu'un  cercle  » 
te  que  tous  les  cercles  qui  (ont  décrits  du  même  intecr 
mile  font  égaux» 
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Fig.  £  â&.  Trouver  une  ligne  droite  qui  ait  toujours  fis  points 
également  aidons  de  deux  outra  points  donnés  comme 
A&  B. 

Des  deux  points  donnés  À  &  B,  &d'un  même  inter- 
valle pris  à  aifcrétioo ,  décrivez  des  arcs  qjû  fis  coupent 
en  un  point  que  nous  appellerons  C.  Décrivez  aufli  des 
mêmes  points  donnés  À  &  B ,  &  de  kt  même  ouverture- 
du  compas ,  deux  autres  arcs  qui  fe  coupent  au  défions  ea 
D  >  tirez  la  ligne  CD ,  chacun  de  (es  points  fera  égale- 
ment éloigné  des  deux  points  A  &  B  ;  car  ayant  tiré  les 
lignes  AC  &  BC ,  elles  feront  rayons  de  cercles  égaux  » 
puifque  G  eft  le  point  d'interfeâion  de  deux  arcs  qui 
ont  pour  centres  tes  points  A  &  B ,  &  qui  ont  été  dé- 
crits de  la  même  ouverture  du  compas  :  donc  ces  ligner 
font  égalés  ;  par  conféquent  le  point  G  eft  également 
éloigné  de  ASKc  de  B.  Par  la  même  raifon  te  point  D  eft 
également  éloigné  de  A  &  de  B  ;  ainfï  la  ligne  CD  a 
deux  points  ,  fçayoir  C  &  D  également  diftans  de  A  & 
de  B  :  donc  tous  les  autres  points  de  la  ligne  CD  font 
aufli  (8)  également  diftans  de  A  &  de  B. 

29.  Quand  nous  avons  dit  qu'il  faltoit  décrire  Tes  deux 
derniers  arcs  d'une  même  ouverture  de  compas ,  nous 
n'avons  pas  prétendu  dire  qu'ils  fuflent  décrits  de  la» 
même  ouverture  que  les  deux  premiers  ;  mais  feulement 
que  les  deux  derniers  arcs  dévoient  être  décrits  l'un  Si 
l'autre  d'une  même  ouverture  du  compas ,  hiquelle  peur 
être  égale  à  celle  dont  on  s'eft  fervî  pour  les  deux  pre- 
miers arcs ,  ou  différente. 

On  peut  ob&rver  ici  que  tes  lignes  ponâuées  font 
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celles  que  l'on  tire  feulement  pour  la  démonftration  :  pjgt  £ 
telles  font  les  lignes  AC  &  BC ,  ou  bien  pour  l'exécu- 
tion d'un  problême  ;  tels  font  les  arcs  qui.  ont  été  dé- 
crus  des  points  A  &  B. 

Problème    III. 

30.  Couper  une  ligne  droite,  comme  AB,  en  deux 
parties  égales. 

Trouvez  dans  le  problème  précédent  »  la  ligne  CD 
qui  ait  tous  fes  points  également  diftans  des  deux  extré- 
mités A  &  B  de  la  ligne  donnée  AB  ;  le  point  d'interfeo 
tion  M  coupera  la  ligne  donnée  en  deux  parties  égales: 
car  ce  point  M  étant  un  des  points  de  la  ligne  CD ,  il 
doit  être  également  éloigné  de  A  &  de  B. 

3 1.  Il  faut  faire  la  même  chofe  pour  couper  un  arc  ,  Fi*  ?1 
comme  AB ,  en  deux  parties  égales. 

-  On  enfeignera  dans  le  problême  IV ,  fur  les  lignes 
proportionnelles ,  la  méthode  de  couper  une  ligne  droit© 
en  plufieurs  parties  égales* 

Problème    IV. 

32.  Faire  pafferàne  circonférence  par  trois  points  don-  Kg.  8» 
nés  tels  que  A ,  B ,  C. 

.  •  Tirez  la  ligne  droite  EF ,  dont  les  points  foient  éga- 
lement diftans  des  deux  points  A  &  B  (28)  ;  enfuite  tirez 
la  ligne  droite  GH  »  dont  tous  les  points  foient  égale* 
ment  diftans  des  deux  points  B  &  C  ;  le  point  K  dans 
lequel  les  deux  lignes  fe  couperont ,  fera  le  centre  du 
cercle.;  enforte  que  fi  du  point  K  &  de  l'intervalle  K  A 
on  décrit  une  circonférence ,  elle  paflera  par  les  trois 
points  A ,  B ,  C. 

Pour  le  démontrer ,  il  n'y  a  qu'à  faire  voir  que  le 
point  K  eft  également  éloigné  des  trois  points  A ,  B ,  C  ; 
oe  qui  eft  très-facile  :  car  premièrement  ce  point  K  en 
tant  qu'il  appartient  à  la  ligne  EF  ,  eft  également  élon 
gué  de  A  &  de  B ,  puifque  par  la  conftpiâion ,  c'eft-à-. 


ta  Litkï    premier; 

>  .  k  dire ,  par  la  manière  dont  on  a  fuppofé  que  la  ligne  EF 
a  été  tirée,  tous  les  points  de  cette  ligne  fent  également 
diftans  de  A  &  de  B  :  fecondement ,  en  tant  que  le  point 

Fif .  8.  K  appartient  à  la  ligne  GH ,  il  eft  également  éloigné  de 
B  &  de  C  ,  parce  que  tous  les  points  de  GH  font  auffi 
par  la  conftruâion  également  diftans  de  B  &  de  C  ;  par 
çonféquent  le  point  K  eft  également  éloigné  des  trois 
points  par  une  circonférence. 

33-  Remarque*  que  fi  les  trois  points  donnés  étoîent 
difpofcs  en  ligne  droite ,  le  Problême  feroit  impoffible, 
parce  qu'une  ligne  droite  ne  peut  être  coupée  qu  en  deux 
points  par  une  circonférence. 

Problème     V. 

•t  34*  Trouver  le  centre  d'une  circonférenct  ou  £un  arc 

donné* 

Prenez  les  trois  points  A ,  B  »  C  dans  cette  circonfé- 
rence ,  ou  dans  cet  arc  donné:  cherchez  par  le  problème 
précédent  le  centre  d'un  cercle  qui  pafle  par  ces  trois 
points  A,  B ,  C  y  ce  fera  celui  de  l'arc  propofé* 

.    Des  différentes  pofiticns  des  Lignes*  . 

3  j\  Nous  avons  d'abord  qpnfidéré  les  lignes  droite* 
en  elles-mêmes ,  (ans-  les  regarder  les  unes  par  rapport 
aux  autres  :  préfentement  nous  allons  les  comparer  en-' 
fèmble.  Lorfqu'on  compare  deux  lignes  droites  l'une 
avec  l'autre  ;  ou  bien  elles  font  tellement  difpoftes 
qu'elles  ferencontrent ,  ou  du  moins  qu'elles  fe  rencon? 
treroient  fi  elles  étoient  prolongées  ;  ou  bien  elles  font 
difpofées  de  manière  qu'elles  ne  fe  rencontreraient  ja- 
mais ,  quand  même  elles  feroient  prolongées  à  l'infini  ; 
auquel  cas  on  lés  appelle  parallèle* .  Lorfqu'elles  fe  ren- 
contrent ,  cela  peut  encore  arriver  en  deux  maniérés  : 
premièrement  ,  enforte  que  l'une  ne  penche  ni  d?un 
coté  ni  d'autre  de  celle  qu'elle  rencontre,  &powrlors- 
on  les  appelle  perpendiculaires.  ;  fecopdenxent ,  onfortç 
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que  l'une  penche  du  côté  de  celle  qu'elle  rencontre ,  SC 
alors  on  les  appelle  obliques. 

Les  lignes  perpendiculaires  &  les  obliques  forment 
par  leur  rencontre  des  angles  dont  nous  parlerons  d'a- 
bord ,  après  quoi  nous  traiterons  des  perpendiculaires 
&  des  obliques ,  &  enfuite  des  parallèles* 

DES     AN  G  L  E  S*  .  < 

3  6.  Un  angle  eft  l'ouverture  que  forment  entr'elîes  Fîg.  g« 
deux  lignes  qui  fe  rencontrent  en  un  point  qu'on  appelle  v 
le  fommet  ou  la  pointe  de  l'angle  :  telle  eft  l'ouverture 
que  font  les  deux  lignes  CA  &  CB.  Cette  ouverture  eft 
l'efpace  que  laiflent  entr'elles  les  deux  lignes ,  lequel  eft 
indéterminé  vers  le  côté  oppofé  au  fommet  de  l'angle , 
parce  que  >  comme  nous  le  remarquerons  bientôt ,  la 
grandeur  d'un  angle  ne  dépend  pas  de  la  longueur  de? 
deux  lignes  qui  le  contiennent. 

37.  Les  deux  lignes  qui ,  par  leur  rencontre ,  forment 
l'angle ,  s'appellent  côtés  de  l'angle  :  telles  font  les,  lignes 
CA  &  CB. 

Un  angle  peut  fe  marquer  par  une  feule  lettre  qui  eft 
au  fommet;  mais  on  le  marque  plus  ordinairement  pa£ 
trois  lettres ,  &  pour  lors  on  met  toujours  celle  qui  défi- 
gne  le  fommet  à  la  féconde  place  ;  ainfi ,  pour  défignec 
l'angle  de  la  Figure  9  ,  on  dira  l'angle  ACB  ou  l'angle 
BCA ,  en  mettant  à  la  féconde  place  la  lettre  C  qui  eft 
au  fommet  :  cela  s'obferve  ,  foit  que  l'on  parle ,  (bit  que 
l'on  écrive.  Ce  même  angle  peut  être  défigné  par  la 
feule  lettre  C  qui  eft  au  fommet. 

On  peut  divifer  l'angle  en  le  confîdérant  par  rapport 
à  fes  cotés ,  ou  par  rapport  à  fa  grandeur.  L'angle  con- 
:fidéré  félon  fes  côtés  le  divife  en  re&iligne  >  curviligne 
le  mixtiligne. 

38.  L'angle  reâiligne  eft  celui  dont  les  deux  côtés 
Jbnt  des  lignes  droites. 
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39.  L'angle  curviligne  eft  celui  donc  les  deux  côtéf 
font  des  lignes  courbes. 

•    40.  L'angle  mixtiligne  eft  celui  dont  un  des  côtés  eft 
une  ligne  droite ,  &  l'autre  une  ligne  courbe. 

Nous  ne  parlerons  ici  que  des  angles  reâilignes  ,  qui 
font  les  feuls  dont  la  connoiflance  foit  néceflaire  dans 
les  Elémens  de  Géométrie. 
Fig.  9.  41.  Remarquez  que  la  grandeur  d'un  angle  ne  dé* 
pend  point  de  la  longueur  des  côtés ,  mais  feulement 
de  l'ouverture  ou  de  l'inclinaifon  de  ces  côtés  :  c'eft 
pourquoi  l'angle  aCb  eft  égal  à  l'angle  ACB ,  ou  plutôt 
c'eft  le  même  angle ,  quoique  les  deux  côtés  Qa  &  Qb 
foient  plus  courts  que  les  côtés  CA  &  CB. 

42.  Un  angle  »  comme  CBÀ ,  qui  a  fon  fommet  au 
«centre  du  cercle  >  a  pour  mefure  l'arc  AB  compris  entre 
fes  côtés  ;  car  il  eft  évident  que  cet  arc  devient  plus 
grand  ou  plus  petit  à  proportion  que  l'ouverture  des 
côtés  eft  plus  grande  ou  plus  petite.  Or ,  nous  venons 
-de  dire  que  c'eft  de  la  feule  ouverture  des  côtés  que  dé- 
pend la  grandeur  de  l'angle.  On  voit  .donc  que  la  me- 
fure d'un  angle  eft  l'arc  compris  entre  fes  côtés ,  qui  a 
pour  centre  le  fommet  de  l'angle. 

Il  eft  indifférent  que  l'arc  qui  doit  fervir  de  mefure  à 
un  angle  ,  foit  décrit  à  une  plus  grande  ou  à  une  moin- 
dre diftance  du  fommet  :  car ,  foit  que  la  circonférence 
qui  a  pour  centre  le  fommet  de  l'angle  foit  grande  ou 
petite ,  l'arc  compris  entre  les  côtés  de  l'angle,  eft  tou- 
jours de  la  même  grandeur  relative  »  c'eft- à- dire ,  que  cet 
arc  contient  le  même  nombre  de  dégrés  ;  par  exemple , 
l'arc  ah  contieht  autant  de  dégrés  que  l'arc  AB ,  puiique 
fi  l'un  eft  la  huitième  partie  de  fa  circonférence  ,  il  eft 
clair  que  l'autre  eft  la  huitième  partie  de  la  fienne. 

43 •  Ces  arcs  de  difFérens  cercles  qui  contiennent  un 
égal  nombre  de  dégrés  s  font  appelles  proportionnels  ou 
femblables. 

44.  Il  fuit  de  ce  que  nous  venons  de  dire ,  que  lœ 
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angles  font  égaux ,  quand  ils  ont  pour  mefure  des  arcs 
égaux  du  même  cercle ,  ou  des  cercles  égaux ,  ou  des 
arcs  proportionnels  de  différens  cercles. 

Si  on  confïdcre  l'angle  par  rapport  à  fa  grandeur; 
on  en  diftingue  encore  trois  fortes ,  le  droit  ,  ï obtus  & 
Y  aigu. 

45\  L'angle  droit  eft  celui  qui  a  pour  mefure  un  arc  Fig.ig 
qui  contient  po  dégrés ,  ou  le  quart  de  la  circonférence.: 
tel  eft  l'angle  DCB.  On  verra  dans  la  fuite  que  l'angle 
droit  eft  formé  par  deux  lignes  dont  l'une  eft  perpen- 
diculaire à  l'autre* 

46.  L'angle  obtus  eft  celui  qui  a  pour  mefure  unFig.ii3 
arc  qui  contient  plus  de  £0  dégrés  :  tel  eft  l'angle 
DCA. 

47.  L'angle  aigu  eft  celui  qui  a  pour  mefure  moins 
de  90  dégrés  :  tel  eft  l'angle  DCB. 

L'angle  obtus  &  l'angle  aigu  s'appellent  l'un  &  l'au- 
tre obliques  :  c'eft  pourquoi  qn  peut  divifer  l'angle  ea 
droit  &  oblique  y  &  fubdivifer  enfuite  l'angle  oblique 
en  obtus  &  en  aigu. 

48.  On  peut  conclure  des  définitions  précédentes 
que  tous  les  angles  droits  font  égaux ,  puifqu'ils  onjt 
tous  pour  mefure  <?o  dégrés  ;  mais  tous  les  angles  otx 
tus  ne  font  pas  égaux  ;  car ,  par  exemple ,  un  angle  de 
95*  dégrés ,  &  un  angle  de  100  dégrés  font  obtus ,  parce 
que  l'un  &  l'autre  a  plus  de  po  dégrés.  Or ,  il  eft  vifiblf 
que  ces  deux  angles  ne  font  pas  égaux  :  de  même  tous 

'  les  angles  aigus  ne  font  pas  égaux  :  par  exemple  >  deux 
angles  aigus  •  dont  l'un  eft  de  30  dégrés  fit  l'autre  de 
50 ,  ne  font  pas  égaux. 

49.  Remarquez  qu'un  angle  obtus  ne  peut  avoir 
180  dégrés ,  ou  la  demi  circonférence  pour  fa  mefure  ; 
car  fi  on  vouloit  >  par  exemple  ,  augmenter  l'angle 
DCA  »  enforte  qu'il  eût  pour  mefure  la  demi-circonfé* 
rence  »  il  faudroit  appliquer  le  côté  CD  fur  le  rayon 
CB  ;  auquel  cas  il  eu  vifible  qu'il  n'y  auroit  plus  d  an? 
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gle »  puifijué  les  côtés  ÀC  &  CD  ne  feroieht  plus  $rë 
la  ligne  droite  ACB. 

A  l'occafion  des  angles  aigus  &  obtus ,  on  diftin* 
.gue  des  complémens  Se  des  fupplértienfc  d'angles  où 
<i'ares; 

tlg.ia.  50.  Le  complément  d'un  angle  aigu  eft  ce  qu'il  faut 
ajouter  à  cet  dngle  ,  afin  que  la  fomme  (bit  égale  à  un 
anglç  droit  :  par  exemple ,  le  complément  de  l'angld 
fcigu  ECB  eft  l'angle  DCE  qui ,  avec  le  premiet,  fait 
Fangle  droit  DCB  ;  l'angle  ECB  eft  àuffi  complément 
de  DCE.  Le  complément  d'un  angle  obtus  eft  ce  qu'il 

*':  faut  retrancher  de  cet  angle ,  afin  que  le  refte  ou  la  dif- 
férence foit  égale  à  un  angle  droit  ;  ainfi  le  coihpJlément 
de  l'angle  ACE  eft  l'angle  DCE.  On  peut  donc  dire  en 
général  que  le  complément  d'un  angle  eft  ce  qu'il  faut 
ajouter  à  cet  angle  s'il  eft  aigu ,  ofu  ce  qu'il  faut  en  re-* 
trancher  s'il  eft  obtus ,  afin  que  la  fomme  ou  la  diffé^ 
rence  foit  égale  à  un  angle  droit. 
-  y  I .  Lô  fupplémént  d'un  angle  eft  ce  qu'il  faut  ajou- 
ter à  cet  angle  ,  afin  que  la  fomme  foit  égale  à  deux  art- 
gles  droits  ;  par  exemple ,  l'angle  ECA  eft  le  fupplé- 
mént de  l'angle  ECB  ;  de  même  l'angle  ECB  eft  fup- 
plémént de  l'autre  ECA* 

5*2.  On  peut  dire  lai  même  chofe  dés  arcs  ;  ainfi  l'arc 
DE  eft  le  complément  de  l'arc  EB ,  Se  cet  arc  EB  eft 
auflï  complément  du  pi-etaiet  ,  parce  que  la  fomrrfe  dé 
ces  deu*  arts  eft  égale  à  ï'arc  DEB  ,  qui  eft  le  quart 
de  la  circonférence  :  l'arc  DE  eft  adffi  le  complément 
de  l'arc  AE>E ,  à  càufe  cfu'en  tetrancharit  lé  pretniçt  du 
fécond  ,  le  refte  eft  le  quart  de  la  circonférence.  Mais 
l'art  EDA  eft  le  fupplémént  de  l'arc  EB  ,  &  Parc  EB 
eft  le  fupplémént  de  l'arc  EDÂ ,  parce  que  la  fomme  de 
ee$  deux  arcs  eft  égalé  à  la  deriii-circonférence.  On  con- 
fond affez  fouvent  ces  deux  termes  de  complément  &  dé 
fupplémént  :  nous  nous  en  fervirons  fuivant  lés  nattons 
que  nous,  venons  d'en  donner,      *  '* 

S3* 


5"^.  Il  paroît  par  ces  définitions  que  le*  ûhgleS  ou  les- 
Eres,  qui  font  égaux,  ont  des  complémensou  des  fup-  Fig.ia 

} démens  égaux  :  par  exemple ,  G  les  angles  ECB  Se  ecb  &  *3* 
ont  égaux ,  leufs  complcmehs  ECD  &  ecd  font  égaux  s 
il  en  eft  de  même  des  fupplémens.  Réciproquement  fï  les 
Complémens  ou  les  fupplémens  d'angles  ou  d'arcs  font 
égaux ,  les  angles  ou  lefc  arcs  font  égaux.  Quand  il  s*agic 
de.  complémens  on  fuppofe  ici  que  les  deux  angles  fonc 
de  même  efpece ,  ou  tous  deux  aigus  ou  tous  deux  ob- 
tus :  &  fi  ce  font  des  arcs ,  on  fuppofe  qu'ils  font  tous  les 
deux  moindres  ou  tous  les  deux  plus  grands  que  le  quart 
de  la  circonférence. 

Théorêmï     I. 

5*4.  Une  ligne  droite  tombant  fur  une  autre ,  formé  deux 
angles  >  aui ,  pris  enfemble ,  font  égaux  à  deux  angles 
droits ,  ceft-à-dire,  quils  ont  pour  mefure  180  dégrés  $ 
eu  la  demi-circonférence.  On  fuppofe  dans  ce  Théorêma 
que  la  première  ligne  ne  tombe  pas  fur  l'extrémité  do 
l'autre. 

Dêmonsïkatîok. 

Soit  la  ligne  CD  qui  tombe  fur  la  ligne  AB  t  je  dis  que'  Pig,  1 1< 
-  les  deux  angles  DCA  &  DCB  qu'elle  forme ,  ont  pour 
mefure  la  demi-circonférence  :  car,  fi  du  point  C  comme 
centre ,  on  décrit  une  circonférence ,  la  ligne  AB  qui 
contient  le  centre  en  fera  diamètre  ;  &  par  conféquent  « 
elle  coupera  la  circonférence  en  deux  parties  égales  s 
ainfi ,  la  partie  ADB  eft  la  demi-circonférence*  Or  ,  l'arc 
AD  eft  la  mefure  de  l'angle  DCA  (42) ,  &  P arc  DB , 
qui  eft  le  refte  de  la  demi-circonférence ,  eft  la  mefurd 
de  l'angle  DCB  (42)  ;  donc  ces  deux  ahgles  pris  enfem- 
ble ont  pour  mefure  la  demi-circonférence  :  par  confé- . 
quent  ils  valent  deux  angles  droits  >  ce  qu'il  falloit  dé* 
montre. 

CoROttAlUi 

££•  Yuifque  les  angles  DCA  &  DCB  pris  enfefflbf*  * 
-  yalemdeux  angles  droits ,  il  sWuic  qu'ils  foflf  fuppli* 

U%  Pmit*  fi 
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mens  l'un  de  l'autre  ,  Se  que  fi  l'un  des  deux  eft  droit» 
l'autre  le  fera  auflî.  Les  deux  angles  formés  .par  une  ligne 
'  qui  tombe  fur  une  autre  peuvent  être  appelles  collaté- 
raux :  ainfi  ,  deux  angles  collatéraux  font  fupplémens 
l'un  de  l'autre. 

ytf.  Remarquez  que  fi  la  ligne ,  qui  tombe  fur  l'autre, 
n'incline  ni  d'un  côté  qi  d'autre  ,  comme  la  ligne  DC, 
Fig»  10.  elle  forme  deux  angles  égaux  entr'eux  »  dont 
chacun  eft  droit  :  mate  fi  la  ligne  penche  d'un  côté , 
comme  la  ligne  DC  ,  Fig,  1 1.  elle  forme  des  angles  iné- 
gaux ,  dont  l'un  eft  aigu  &  l'autre  obtus ,  &  qui  pris  ein 
fèmble  valent  toujours  deux  angles  droits ,  comme  on 
vient  de  le  prouver, 

J7*  On  démontreroit  comme  dans  le  Théorème  »  que 
fi  plufieurs  lignes  tombent  fur  un  même  point  d'une  au* 
tre  ligne  &  du  même  côté;  tous  les  angles  formés  pris 
ejifemble  font  égaux  à  deux  angles  droit*:  par  exem- 

Fig.  14.  pie  ,  les  angles  ÀCD>  DCE,  ECF  &  FCB  ,  for- 
més par  les  trois  lignes  DC ,  EC  &  FC  qui  tombent  fur 
le  point  C  de  la  ligne  Afi ,  ont  pour  mefure  la  demi* 
circonférence  qui  a  été  décrite  du  point  C  comme  cen- 
tre ;  par  conféquent ,  tous  ces  angles  pris  enfemble  va- 
lent deux  angles  droits* 

5  8.  Enfin ,  on  peut  faire,  voir  encore  de  la  même  ma* 
niere  que  fi  plufieurs  lignes  fe  coupent  au  même  point , 
tous  les  angles  qu'elles  forment  pris  enfemble  font  égaux 
à. quatre  angles  droits*  c'eft- à-dire ,  qu'ils  ont  pour  me- 
fure la  circonférence  entière.  Cela  paroît  par  la  figure 

Fig.  15.  iy»  dans  laquelle  on  a  décrit  .une  circonférence  qui  a 
pour  centre  le  point  Coules  lignes  fe  coupent»  &  qui 
eft  la  mefure  ae  tous  les  angles  formés  par  les  lignes 
qui  fe  rencontrent» 

Xe  feroit  la  même  chofe  fi  l'on  difoit  que  la  fom- 
me  de  tous  les  angles  qui  font  autour  d'un  point  eft 
égale  à  quatre  angles  dnpits.  Par  exemple ,  la  fomme 
dçs  angles  autour  du  point  C  vaut  quatre  angles  droits, 
cela  eft  évident»  puifqu'ils  ont  pour  mefure  la  cir- 
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Conférence  entière  ^ui  a  pour  centre  le  point  C. 

yp.  Nous  allons  établir  un  Théorème  qui  fert  à  dé- 
montrer un  grand  nombre  de  proportions  :  c'eft  fur  tes  7 
mngles  oppofés  au  fommet.  Les  angles  opprfés  au  fom- 
met ,  font  ceux  qui  font  formés  par  deux  lignes  qui  fe 
coupent;  enforte  que  l'un  de  ces  angles  eft  d'un  côté 
du  point  d'intèrfeâion  ;  &  l'autre  eft  du  côté  oppofé  :  Fi*#l^ 
tels  font  les  angles  BCE  &  ACD,  ou  les  angles  ACE 
&  BCD  :  on  les  appelle  auffi  angles  oppofés  par  la  pointe. 
Il  faut  prendre  garde  que  les  Angles  BCE  &  ACE  ne 
font  pas  oppofés ,  non  plus  que  les  angles  ACD  & 
BCD  ;  c'eft  pourquoi  il  ne  s'agit  pas  de  ces  angles  com- 
parés de  cette  manière. 

ThêorJmi    IL 

:  tfo.  Les  angles  oppofés  au  fommet  font  égaux*  BCE  ^ 
far  exemple ,  eft  égal  à  ACD» 

Démonstration. 

Du  point  d'interfe&ion  des  deux  lignes  qui  forment 
ces  angles ,  foit  décrite  une  circonférence  ,  elle  fera  cou- 
pée en  deux  parties  égales  par  les  lignes  AB  &  DE  »  qui 
en  font  des  diamètres  ;  dont  l'arc  AEB  &  l'arc  DAE  fe- 
ront chacun  une  demi  circonférence  ;  &  par  conféquent 
ils  feront  égaux  :  fi  donc  on  en  retranche  la  partie  com- 
mune AE ,  les  reftes  feront  encore  égaux.  Or ,  le  refte  „ 
de  la  première  demi  circonférence  eft  EB ,  6c  le  refte  de 
la  féconde  eft  DA  :  ainfi ,  ces  deux  arcs  EB  &  DA  font 
égaux;  mais  ces  arcs  font  lesmefures  des  angles  BCE 
&  ACD  (42)  ;  donc  ces  angles  font  égaux.  Ce  qu'il 
falloir  démontrer. 

On  peut  démontrer  de  même  que  les  deux  autres  an* 
ries  ACE  &  BCD  »  qui  font  aufïï  oppofés  au  fommet . 
font  égaux  entr'eux. 

Problème    I. 

€ ï.  Faire  far  une  ligne  donnée ,  comme  AB ,  un  angle  Fig.i7* 
égal  à  un  autre  angle  tel  que  GEF. 

Bij 
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Fifri?.  Du  fomftiet  de  l'angle  donné  GEF  décrivez  un  arf 
entre^fes  deux  côtés ,  enfuite  de  l'extrémité  A  de  la 
ligne  donnée  ,  &  de  la  même  ouverture  du  compas ,  dé- 
crivez un  arc  indéfini  tel  que  BD ,  fur  lequel  vous  pren- 
drez avec  le  compas  la  partie  BC  égale  à  l'arc  FG  :  après 
quoi  vous  tirerez  une  ligne  du  point  A  au  point  C  ,  elle 

•  formera  l'angle  CAB  égal  à  l'angle  donné  :  ce  qui  eft 
évident  >  puifque  ces  angles  ont  pour  mefure  des  arcs 
égaux. 

Problème    II. 

Fig.  1 8.      62.  Couper  un  angle ,  comme  A ,  en  deux  parties  égales. 

Du  point  A ,  comme  centre  &  d'un  intervalle  pris  à 
diferétion ,  décrivez  l'arc  BC  ;  enfuite  des  deux  point  B 
&  C  pris  pour  Centres»  décrivez  deux  arcs  de  la  mémo 
ouverture  du  compas  qui  fe  coupent  en  un  point  »  comme 
D  ;  enfin  tirez  une  ligne  droite  du  point  A  au  point  D» 
elle  coupera  l'angle  BAC  en  deux  parties  égales ,  car  la 
ligne  AD  coupant  l'arc  BC  en  deux  parties  égales  (31) 
il  faut  auflî  qu'elle  coupe  en  deux  parties  égales  l'angle 
BAC  dont  Farc  BC  eu  la  mefure. 

Nous  parlerons  dans  la  fuite  de  la  mefure  des  angle» 
qui  n'ont  pas  leur  fomnjet  au  centre  :  mais  on  va  voir 
lorfque  nous  traiterons  dés  perpendiculaires  >  des  obli- 
ques ,  &  fur  tout  des  parallèles  »  qu'il  étoit  néceflaire 
d'expoferles  proportions  précédentes  touchant  les  an- 
gles ,  avant  de  parler  de  ces  lignes. 

DES   LIGNES   PERPENDICULAIRES 

&  des  Obliques. 

Fi^.io.  '6$*  ^ne  ligne  droite  eft  perpendiculaire  à  l'égard 
d'une  autre  ligne  droite ,  lorfqu'elle  tombe  fur  cette  fé- 
conde lans  pencher  ni  d'un  côté  ni  de  l'autre  ;  telle  eft  * 
la  ligne  AC.  Il  ne  faut  pas  confondre  la  ligne  droite 
avec  la  perpendiculaire ,  puifqu'une  oblique  eft  droite 
auffi  bien  qu'une  perpendiculaire» 
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^4.  Une  ligne  eft  oblique  fur  une  autre,  lorfqù'elle  Fîg.a* 
penche  d'un  côté  :  telle  eft  la  ligne  FK. 

6f.  Puifque  la  ligne  perpendiculaire  nç  penche  ni 
d'un  côté  ni  de  l'autre ,  il  s'enfuit  félon  ce  que  nous 
avons  dit  (  f6  )  •  qu'elle  forme  deux  angles  égaux  & 
droits  :  au  contraire ,  la  ligne  oblique  étant  inclinée  d'un 
côté ,  elle  forme  deux  angles  inégaux  qui  font  fupplé- 
mens  l'un  de  l'autre.  - 

66.  On  peut  dire  suffi  réciproquement  que  fi  une 
ligne  tombant  fur  une  autreîorme  des  angles  droits  ,  & 
par  conséquent  égaux ,  elle  eft  nécefla  ire  ment  perpen- 
diculaire fur  cette  féconde  :  car  faifant  des  angles  égaux 
elle  n'incline  ni  d'un  côté  ni  de  l'autre  ;  ainfi  elle  eft 
'  perpendiculaire  fuivant  la  notion  que  nous  venons  de 
donnerade  cette  ligne  :  &  fi,  la  ligne  qui  tombe  fur  une 
autre  forme  des  angles  inégaux  ,  elle  eft  oblique  fur  là 
féconde  »  .parce  que  pour  lors  elle  incline  d'un  côté.     ; 

6j.  Remarquez-qu'ùne  Hgne  né  peut  être  perpendi- 
culaire à  une  autre ,  que  cette  féconde  ne  foit  auffi  per- 
pendiculaire à  la  première.  Car  fi  on  prolonge  ta  per- 
pendiculaire cofnme  dans  la  figure  ip  ',  la  perpendicu- 
laire prolongée  ACE  faifant  des  angles  droits  fur  la  ligne 
BD ,  cette  féconde  ligne  fait  auffi  néceflàirement  des 
angles  droits  fur  la  première  ACE  ;  &  »  par  conféqtent , 
elle  lui  eft  perpendiculaire.  De  même  ,  torfqu'une 
ligne  eft  oblique  à  une  autre ,  cette  féconde  eft  auffî 
oblique  à  la  première;  ce  qui  paroîtra  évidemment  * 
fi  on  prolonge  la  première  au  delà  du  point  de.  ren- 
contre. 

68.  Une  ligne  étant  perpendiculaire  à  une  autre,  fi Fig.ai. 
un  des  points  de  la  première  eft  également  éloigné  de 
deux  points  de  la  féconde ,  tous  les  autres  points  de 
la  perpendiculaire  font  également  éloignés  de  ces  deux 
points  :  par  exemple  ,  la  ligne  AÇ  étant  perpendicu- 
laire fui  BD ,  fi  le  point  A  eft  également  éloigbé  de  B 
&  de  D ,  tous  les  autres  points  de  la  ligne  AC  font  auffi 
également  éloignés  de  B  &  de  D  :  car  fi  le  point  £ 
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Jfig«àr.  ou  tout  autre  point  de  la  perpendiculaire  ,  n'étoit  pas 
également  éloigné  de  B  &  de  D ,  il  eft  évidept  qup  U 
ligne  À  C  feroit  inclinée  d'un  côté  ;  par  conféquent  %  elle 
ne  feroit  plus  perpendiculaire  fur  BD ,  ce  qui  eft  contre 
la  fuppofition.  Si  au  lieu  du  point  A  on  avoit  fuppofé  le 
point  G  également  éloigné  de  B  &de  D ,  on  auroit  prou- 
vé de  la  même  manière  que  le  point  B  ou  le  point  E  eft 
également  éloigné  des  deux  points  B  &  D.  Il  en  eft  de 
même  de  tous  les  autres  points  de  la  perpendiculaire» 

60.  Il  fuit  delà  que  fi  une  ligne  comme  AC ,  eft  per- 
pendiculaire à  une  autre  telle  que  BD  >  &  qu'un  de  tes 
points  foie  également  éloigné  des  deux  point»  B  8c  D 
de  cette  autre  ligne ,  la  perpendiculaire  prolongé?  pafle 
par  tous  les  points  également  éloignés  de  B  &  de  D  :  car 
on  vient  de  faire  voir  que. pour  lors  tous  le$  autres  points 
de  la  perpendiculaire  font  a  «Égale  diftance  de  B  &de  D. 
Or  cela  pofé ,  il  faut  qu'elle  pafle  par  tous  les  points  éga- 
lement élôigpés  de  B  &  deD(io). 
,     70.  Mais  k  une  ligne  comme  AC ,  n'étoit  pas  fuppo- 
ïee  perpendiculaire  fur  une  autre ,  pour  démontrer  qu'elle 
eft  effectivement  perpendiculaire ,  il  ne  fufiiroit  pas  de 
faire  voir  qu'un  de  fes  points,  comme  A,  eft  également 
éloigné  des  deux  points  B  &  D  de  la  féconde  ligne  BD  ; 
il  faudroit  démontrer  que  deux  points ,  comme  A  &  £  » 
de  la  ligne  AC  font  chacun  également  éloigné?  des  deux 
points  B  &  D  ;  auquel  cas  ta  ligne  AC  feroit  certaine- 
ment perpendiculaire  fur  la  ligne  BD ,  puifqu'ayant 
deux  de  les  points  également  éloignés  de  B  &  de  D  » 
tous  les  autres  points  feraient  également  diftans  des 
mêmes  points  B  &  D  ;  &  ainfi  elle  n'inclineroit  ni  d'un 
coté  ni  de  l'autre  ;  par  conféquent ,  elle  feroit  perpen- 
diculaire. 

71.  On  m  peut  tirer  quune  feule  perpendiculaire  £m 
mime  point  fur  uni  ligne  donnéç  >  comme  ABk 
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Démonstration, 

Le  point  duquel  on  tire  fa  perpendiculaire  eft  ou  hors  Fig.2a, 
<de  h  ligne ,  où  dans  la  ligrié  même.  Or ,  dans  l'un  & 
dans  l'autre  cas ,  on  ne  peut  tirer  qu'une  feule  perpendi- 
culaire d'un  point  fur  Une  même  ligne* 

Pkemie*  Cas.  Soit,  par  exemple ,  le  point  C  hors  dé 
la  ligne  AB ,  je  dis  que  de  ce  point  on  ne  peut  abaiffer 
que  la  feule  perpendiculaire  CD.  Pour  le  démontrer  je 
prends  dans  la  ligne  AB  deux  points  4  comme  A  &  B  , 
dont  le  point  C  foit  également  diftanr  :  cela  pofé  ,  je 
raifonne  ainfi  :  la  ligne  CD  étant  perpendiculaire  fur  AB, 
&  fon  point  C  étant  également  éloigné  de  A  &  de  B , 
tous  les  autres  points  de  la  perpendiculaire  CD  doivent 
être  aufïî  également  éloignés  de  A  &  de  B  (68)  ;  donc 
le  point  D  eft  également  éloigné  de  A  &  de  B.  Or  de 
là  il  s'enfuit  qde  nulle  autre  ligne ,  telle  que  CF ,  tirée 
du  point  C  ne  peut  être  perpendiculaire  fur  AB  :  car  fi 
CF  étoit  perpendiculaire  fur  AB ,  fon  point  C  étant  éga- 
lement diftant  de  A  fie  de  B ,  tout  autre  point  de  la  ligne 
CF  feroit  également  diftant  de  ces  deux  points  :  or  I* 
point  F  n'eft  point  également  diftant  de  ces  deux  points  » 

?rcé  due  le  point  D  étant  également  éloigné  de  A  &  de 
,  ilrfaut  que  le  point  F  qui  eft  entre  D  &  B  »  foit  plus 
près  de  B  que  île  À.  Donc  la  ligne  CF  n'eft  pas  perpen- 
diculaire fur  AB.  Il  en  eft  de  même  de  toute  autre  ligna 
tirée  du  point  C. 

Second  Cas.  Si  l'on  prend  le  point  D  dans  la  Hgne 
AB  ,  je  démontre  de  même  que  de  ce  point  on  ne  peut 
élever  que  la  feule  perpendiculaire  CD  fur  AB  ;  car  fî 
du  point  D  qui  eft  également  éloigné  de  A  &  de  B  ;  on 
éfevoit  une  autre  ligne  que  DC ,  elle  feroit  à  droite  ou 
à  gauche  de  U  perpendiculaire  DC  ;  ainfi ,  cette  perpen- 
diculaire DC  partant  par  tous  les  points  également  dif- 
tans  dç  A  &  de  B  (69)  »  les  points  de  cette  autre  ligna 
tirée  du  point  D  ne  pourraient  être  à  égale  diftance  do 
<SM  deux  points  A  &  B  y  par  eonféqueat  »  cette  autrt 
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ligne  ne  pourvoit  être  perpendiculaire  fur  AB  (6$); 

CORO  L#L  AUE. 

72.  Deux  lignes  qui  font  chacune  perpendiculaire* 
*  une  troisième ,  ne  peuvent  jamais  fe  rencontrer ,  quoi- 
que prolongées  à  l'infini  :  car  fi  ces  deux  lignes  fe*  ren- 
controient ,  il  y  auroit  deux  perpendiculaires  tirées  du 
même  point  ;  fçavoir ,  du  point  de  rencontre  fur  la  troi- 
fiéme  ligne  ;  cç  qui  vient  d'être  démontré  impoffibie» 

T  H  *  O  R  £  M  *     IL 

73,  L,a  perpendiculaire  tjlplus  courte  que  V oblique  tiret 

du  mime  point  fur  la  même  ligne* 

DEMONSTRATION. 

Wte.z2+  ^0lt  k  %ne  ^^  perpendiculaire  fur  AB ,  &  la  ligne 
CF  tirée  du  même  point  fur  la  ligne  AB.  Je  dis  que  CD 
eft  plus  courte  que  CF.  Pour  le  démontrer  il  faut  pro- 
longer CD  jufqu'au  point  H  ;  en  forte  que  HD  foie  égal» 
à  CD  »  &  tirer  l'oblique  HF  qui  eft  néceflairement  égale 
à  l'autre  oblique  CF  ;  car  la  ligne  CH  étant  perpendi- 
culaire fur  AB ,  cette  ligne  AB  eft  auffi  perpendiculaire 
fur  CH  (67).  Or,  fon  point  D  eft  également  diftanc 
*fes  deux  points  C  &  H ,  puifque  HD  eft  égale  à  CD  : 
par  conféquent ,  tout  autre  point ,  comme  F ,  de  la  per* 
.  pendiculaire  AB  (6$)  eft  également  diftant  de  C  &  d» 
H  ;  donc  HF  eft  égale  à  CF.  Cela  pofé ,  je  raifonno 
ainfi  :  la  ligne  droite  CDH  eft  plus  courte  que  la  ligne 
brifée  CFH  (  y  )  ;  donc  la  moitié  de  CDH  eft  plus 
courte  que  la  moitié  de  CFH.  Or  la  moitié  de  CDH 
eft  CD  &  la  moitié  de  CFG  eft  CF  ;  donc  >  la  perpendi- 
culaire CD  eft  plus  courte  que  l'oblique  CF*  Ce  qu'il 
f^lloit  jléwjpntrer. 

Corollaire* 

7f  ?  Fwfyuç  la  perpendiculaire  eft  la  plus  courte  tigao 
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4JTO  Ton  puifle  tirer  d'un  point  fur  une  ligne  ;  il  s'enfuit 
que  la  perpendiculaire  eu  la  mefure  de  la  diftance  d'un 
point  à  une  ligne  :  Par  exemple ,  la  perpendiculaire 
CD  eft  la  mefure  de  la  diftance  du  point  C  à  la  ligné 
AB« 

Théorème     III. 

7  j.  De  toutes  les  obliques-tirées  du  mime  point  fur  une 
ligne,  la  plus  éloignée  de  la  perpendiculaire  eft  la  plus  lon- 
gue ,  &  celles  qui/ont  également  éloignées  font  égales* 

DéldONSTKATl    ON» 

Du  point  C  foient  tirées  fur  la  ligne  AB  les  obliques  Fi  g.  a* 
CF  &  CG  du  même  côté  de  la  perpendiculaire ,  &  de 
l'autre  côté  l'oblique  CE  autant  éloignée  de  la  perpen- 
diculaire que  CF.  i°.  L'oblique  CG  eft  plus  longue  que 
l'oblique  CF.  Four  le  démontrer ,  il  faut  prolonger  la 
perpendiculaire  CD  jufqu'au  point  H ,  enforte  que  HD 
foit  égale  à  CD ,  &  du  point  H  tirer  le»  lignes  HF  Se 
HG  :  il  eft  facile  de  faire  voir  comme  dans  le  Théo»- 
rémè  précédent ,  *  que  ces  deux  lignes  font  égales  aux 
obliques  CF  &  CG  ;  ainfi  CF  eft  la  moitié  de  CFG  >  fit 
CG  eft  la  moitié  de  CGH.  Or ,  il  eft  évident  que  CGH 
eft  plus  longue  que  CFH ,  parce  qu'elle  fe  détourne  da- 
vantage de  la  voie  la  plus  courte  ,  qui  eft  CDH  (j-)  ; 
donc  l'oblique  CG  eft  auffi  plus  longue  que  l'oblique  CF; 

2.  Les  obliques  également  éloignées  CF  &  CE  font 
égales  :  car  ayàht  tiré  la  ligne  HE  ,  il  eft  évident  que 
les  deux  lignes  CFH  &  CEH  font  égales ,  puifqu'elles 
s'écartent  également  de  la  ligne  droite  CDH  ;  par  con- 
féquent ,  leurs  moitiés  CF  &  CE  font  auffi  égales.  Ce 
qu'il  falloir  démontrer.       ... 

Corollaire, 

76.  D'un  même  point ,  comme  C ,  on  ne  peut  tirer 
que  deux  lignes  égales  fur  une  autre  ligne ,  telle  quf 
AJJ  \  car  il  eft  clair  qu'on  ne  peut  tirer  que  deux  obli* 


£?  LlTRÏ      PKI1VIH, 

$ues  également  éloignées  de  la  perpendiculaire,  fça* 
.Voir ,  une  de  chaque  côté. 

77.  On  a  fuppofé  dans  le  Théorème  précédent  que 
les  lignes  obliques  ont  été  tirées  du  même  point  ou  de 
l'extrémité  de  la  même  perpendiculaire  ;  mais  il  eft  évi- 
dent que  û  les  obliques  étoient  tirées  des  extrémités  de 
perpendiculaires  égales  ,  ce  ferait  la  même  chofe  :  par 
exemple  ,  les  trois  perpendiculaires  AB ,  DE ,  GH ,  étant 
égales ,  l'oblique  GL  qui  eft  plus  éloigné  df  fa  perpen- 
diculaire que  l'oblique  DF  ne  l'eft  de  la  lîenne ,  eft  plus 
p.  longue  que  cette  autre  oblique  ;  &  les  deux  obliques 
9t%î?  AC  &  DP ,  que  Ton  fuppofe  également  éloignées  de 
leurs  perpendiculaires  ;  font  égales.  Si  on  en  vouloir 
avoir  une  démonstration  feoGble  ,  il  n'y  auroit  qu'à  con- 
cevoir que  les  perpendiculaires  égales ,  relies  que  DE 
&  GH,font  appliquées  l'une  fur  l'autre  •  enfotte  qu'elles 
ne  foient  plus  qu'une  même  ligne  ;  &  pour  lors  les  deux 
obliques  GL  &  DF  feraient  tirées  du  même  point»  &  la 

Eremiere  feroit  plus  éloignée  de  la  perpendiculaire ,  que 
t  féconde ,  ce  qui  interviendrait  au  même  cas ,  que  dans 
U  Théorème  précédent.  Pareillement  en  concevant  les 
perpendiculaires  égales  AB  &  DE  appliquées  l'une  fur 
l'autre ,  il  paraîtra  comme  dans  le  Tnéoitme  »  que  les 
obliques  AC  ft  DE  font  égales. 

78.  La  ligne  HL  comprife  entre  l'oblique  GL  &  la 
perpendiculaire  GH ,  laquelle  mefure  la  diftance  de  l'ex- 
trémité de  l'oblique  à  la  perpendiculaire ,  eft  appellée 
Eloignement  deperpendkuk.  De  même  BC  eft  l'éloigné* 
ment  de  perpendieule  par  rapport  à  l'oblique  AC  &  à 
la  perpendiculaire  AB. 

Tméoiimx     IV. 

79*  De  ces  trois  chofes ,  fçavoir ,  la  Perpendiculaire  , 
V  Oblique & l' Eloignement  de  perpendicutt  9fi deux  d*kne 
fart  font  égales  aux  deux  cêrrrfpondantes  d'une  autre  part* 
U  troijvane  d%un  ctoé  eft  égale  i  latrvifieme  dk  Vautre. 
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Démonstration. 

i°.  Si  la  perpendiculaire  AB  &  l'éloignement  de  pct- 
pendicule  BC  font  égaux  à  la  perpendiculaire  DE  &  £  Fig  a 3.' 
l'éloignement  de  perpendicule  EF ,  l'oblique  ÀC  eft 
égale  à  l'oblique  DF ,  c'eft  ce  que  nous  avons  démontré 
(77)  en  failânt  voir  que  le*  obliquas  xjoi  font  tiréps  des 
extrémités  de  perpendiculaires  égales ,  &  qui  en  foçt 
également  éloignées»  (ont  égale*. 

20.  Si  la  perpendiculaire  AB  &  l'oblique  AC  font 
égales  à  la  perpendiculaire  DE  &  à  l'oblique  DF ,  les 
éloigneras  de  perpendicule  BC  &  EF  font  égaux  :  car 
fi  un  des  éloignemens  de  perpendicule ,  par  exemple  , 
BC  »  étoit  plus  grand  que  l'autre ,  l'oblique  AÇ  feioit  aufli 
plus  grande  que  l'oblique  DF ,  puifqu'elle  feroit  plus 
éloignée  de  la  perpendiculaire  :  ainfi  les  obliques  ayant 
été  Uippofées  égales ,  il  faut  auflî  que  les  éloignâmes 
de  perpendicule  foient  égaux. 

3  °.  Si  l'éloignement  de  perpendicule  &  l'oblique  d'une. 

Eart  (onf  égaux  à  l'éloignement  de  perpendicule  &  à  l'ç- 
lique  d'une  autre  part ,  les  perpendiculaires  font  égales,:  . 
car  les  éloignemen*  df  perpendicule  peuvent  être  cour 
fidérés  comme  des  perpendiculajfpç ,  &  Jes  perpendicur 
laires  cornue  des  é)oignejmen$  de  perpendicule  :  pajr 
exemple  BC  peut  être  regardé  cofqme  la  p&pendici^ 
laire  >  &  AB  comme  l'éloignement  de  perpendicule ,  e? 
concevant  que  l'oblique  AC  eft  tirée  du  point  Ç ,  extré- 
mité de  la  perpendiculaire  »  au  point  À  :  par  confis- 
quent ,  ce  troifieme  cas  fe  rapporte  au  fecpi)d» 

80.  De  ce  que  nqus  avonç  dit  iur  les  perpen^içulai-  Fig.a* 
res,  il  fuit  qq'il  y  a  trois  marques  ppurçox^oître  fi  une 
ligne  comme  CD ,  eft  perpendiculaire  à  une  autre  ,  telle 
que  AB  :  la  première  ,  lorfqu'elle  forme  deux  angles 
droits  »  &  par  copféquent  égayx  fgr  l'autre  ligne  (66)  ; 
la  féconde ,  quand  elle  à  deux  de  fes  points  également 
éloignés  chacun  4e  deux- points  4e  la  féconde  ligna 
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(76)  ;  &  la  troifîeme ,  quand  elle  eft  la  plus  courte  que 
Ton  puifle* tirer  d'un  point  fur  une  ligne.  Les  deux  pre- 
mières marques  font  évidente?  par. la  définition  même 
de  la  perpendiculaire  >  &  la  troiiieme  eft  fondée  fur  le 
Jêcoçd  Théorème. 

FKOB  li  ME. 

81.  D'un  point  donné ,  comme  C,  tirer  une  perpendi- 
culaire fur  une  ligne. 

ïiç.2$.     Le  point  C  peut  être  hors  de  la  ligne ,  ou  dans  la  ligne 
même  :  c'eft  pourquoi  ce  Problême  a  deux  cas. 

J°.  Si  le  point  C  eft  hors  de  la  ligne,  de  ce  point  C 
comme  centre ,  décrivez  un  arc  qui  coupe  la  ligne  en 
deux  points»  tels  que  E  &  F ,  enfuite  du  point  £  &  du 
point  F ,  décrivez  deux  arcs  de  cercle  de  la  même  ou- 
verture du  compas  qui  fe  coupent  en  un  point»  Dt  enfin 
tirez  une  ligne  droite  qui  pafle  par  le  point  donné  C ,  & 
•par  le  point  d'interfeétion  des  deux  arcs ,  elle  fera  per- 
pendiculaire à  la  ligne  droite  AB. 

fjg.a(.  2.0.  Si  le  point  C  eft  dans  la  ligne  même  de  ce  point 
"comme  centre ,  décrivez  une  demi-circonférence  qui 
coupe  la  ligne  AB  en  deux  points  E  &  F ,  ou  bien  du 
point  donné  Ç  marquez  les  deux  points  E  &  F  »  def- 
xjuels  pris  pour  centres  il  faut  décrire  des  arcs,  de  la 
même  ouverture  du  compas ,  &  (aire  le  refte  comme 
dans  le  premier  cas.  Cette  ouverture  du  compas  doit 
être  plus  grande  que  la  moitié  de  la  ligne  EF;  autre- 
ment les  deux  arcs  ne  pourroient  fe  couper. 

Rg.57.  Si ,  dans  le  fécond  cas  le  point  C ,  duquel  il  &ut  tirer 
•  une  perpendiculaire  ,  étoit  à  l'extrémité  de  la  ligne  don* 
née  ,  pour  lors  il  faudroit  prolonger  cette  ligne  au- 
delà  du  point  C ,  &  décrire  oe.  ce  point  comme  centre 
une  demi-circonférence  qui  coupât  la  ligne  prolongée , 
&  le  refte  comme  ci-deflus. 

Il  eft  indifférent  que  l'on  tire  tes  deux  arcs*au-de(- 
fus  ou  au-deflbus  de  la  ligne  donnée ,  pourvu  qu'ils 
M  fe  coupent  pas  an  point  donné  C  ;  ce  qui  pourrait 
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arriver  lorfque  ce  point  cft  hoifc  de  la  ligne, 

Il  eft  évident  qu'en  obfervant  cette  méthode ,  la  ligne 
tirée  eft  perpendiculaire  à  la  ligne  donnée  ,  puifque  deux 
de  fes  points,  fçavoir,  le  point  donné  &  le  point  d'in- 
terfeâion  des  deux  arcs ,  font  également  diftans  des 
deux  points  £  &  F  de  la  ligne  donnée. 

DES  LIGNES   PARALLELES.  » 

82.  Les  lignes  parallèles  font  celles  qui  font,  par-tout 
également  éloignées  l'une  de  l'autre ,  ou ,  ce  qui  eft  la 
même  chofe ,  qui  font  tellement  difpofécs ,  que  tous  les 
points  de  Tune  font  également  élpignés  de  1  autre  :  tel* 
les  font  les  lignes  CD  &  AB.  De  cette  notion  des  parai-  -. 
leles  on  peut  conclure  plufieurs  propofitions  qui  en  font  !*'2  i 
destitues  évidentes. 

83.  i°.  Lés  parallèles  prolongées  à  l'infini  ne  peu- 
vent jamais  fe  rencontrer ,  puifqu'elles  font  par  -  tout 
également  éloignées  Tune  de  l'autre. 

8^.  20.  Deux  lignes  AB  &  CD  étant  parallèles ,  fi 
une  troifieme  ,  comme  XY ,  eft  parallèle  à  une  des 
deux,  elle  fera  auffi  parellele  à  l'autre  ;  car  cette  troifîeme 
ligne  ne  peut  être  par-tout  également  éloignée  de  l'une, 
des  deux  parallèles»  qu'elle  lie  foit  auffi  par  tout  à  même 
diftance  ae  l'autre.  Cela  eft  vrai  lorfque  XY  eft  entre 
les  deux  lignes  AB  &  CD ,  &  quand  elle  eft  hors  de 
ces  deux- lignes. 

8j\  30.  Les  lignes  comme  CA  &DB  tirées  d'une, 
parallèle  perpendiculairement  fur  l'autre  ,  font  égales  , 
puifque  ces  perpendiculaires  mefurent  la  diftance  d'une 
parallèle  à  l'autre  ,  laquelle  eft  par- tout  égale. 

$6.  4.*.  Les  obliques ,  comme  EG  &  HL ,  également  Fig.** 
inclinées  entre  parallèles ,  font  auûi  égales  entr'elles  : 
car  fi  on  tire  les  perpendiculaires  EF  &  HK ,  elles  feront 
égales  :  d'ailleurs ,  les  obliques  étant  fuppofées  égale*' 
ment  inclinées ,  les  éloignemens  de  perpendicule  FG  & 
KL  font' égaux;  par  conféquent,  les  obliques  elles- 
mêmes  feront  égales  (7p)# 
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Fig.jo»  '7«  f  #«  Si  plufieurs  lignes  parallèles  également  <Kf- 
tantes  font  coupées  par  une  ligne ,  telle  que  AE  »  les 
parties  de  cette  ligne  comprifes  entre  ces  parallèles» 
(bavoir  ,  AB ,  BC ,  CD  ,  DE  ,  font  égales  entre  elles 
Cela  parort  parce  que  ces  différentes  parties  font  autant 
de  lignes  également  inclinées  entre  des  efpaces  paralle- 

p  les  égaux  ;  ce  qui  eft  la  même  chofe  que  li  elles  étoient 
également  inclinées  dans  le  même  efpace  parallèle  :  au- 
quel cas  elles  feroient  égales. 

Fig.3 1 .  g  g.  Deux  lignes  parallèles ,  comme  IL  &  MN ,  cou- 
pées par  une  troifieme  ligne  EF  font  également  incli- 
nées vers  le  même  point  E  fur  cette  tronieitie  ;  car  fi  les 
deux  parallèles  IL  &  MN  n'étoient  pas  également  incli- 
nées lur  EF  vers  le  point  E ,  enforte  que  la  parallèle  in- 
férieure fut  plus  inclinée  vers  ce  point  que  l'autre  pa- 
rallèle ,  ces  deux  lignes  s'approcheroient  l'une  de  l'au- 
tre ;  & ,  par  conféquent ,  elles  ne  feroient  pas  parallè- 
les ;  ce  qui  eft  contre  l'hypothefe. 

Nous  appellerons /Vcanre  la  ligne  qui  coupe  les  paral- 
lèles*       \ 

89.  La  laçante  forme  avec  les  parallèles  plufieurs  an- 
gles qu'il  faut  remarquer  :  les  uns  font  entre  les  parallè- 
les; on  les  nomme  intérieurs  ou  internes;  tels  font  les 
angles  A ,  B  >  C  >  D  :  les  autres  font  hors  des  parallè- 
les; on  les  .nomme  extérieurs  ou  externes  ;  tels  (ont  les 
angles  G  &  H  au-defïus ,  &  O  &  P  au-defibus.  En  com- 
parant les  angles  foit  internes ,  foir  externes  deux  à 
deux,  il  y  en  a  qu'on  appelle  alternes;  ce  font  ceux 
dont  l'un  eft  dans  la  partie  fupérieure ,  &  l'autre  dans  la 
partie  inférieure  »  l'une  à  droite  &  l'autre  à  gauche  de 
la  fécante  :  par  exemple,  les  angles  A  &  D  iont  alter- 
nes internes ,  auflî  bien  que  le*  deux  autres  B  &  C.  Pa- 
reillement les  deux  angles  H  &  O  foht  alternes  exter- 

-     lies,  de  même  que  les  deux  autres  G  &  P, 

90.  Deux  angles  formés  par  des  parallèles ,  comme 
H  &  D,  dont  l'un  eft  extérieur  &  l'autre  intérieur  da 
même  côté  de  la  fécante»  font  égaux  :  car  la  gran~ 
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deux  des  angles  dépend  de  l'inclinaifon  des  lignes.  Or  » 
les  deux  parallèles  font  également  inclinées  fur  la  fé- 
came  £F  (88);  par  conséquent  ,  les  angles  H&  D  que 
les  parallèles  forment  fur  EF  font  égaux.  Far  la  même 
raiïon  tfangle  extérieur  P  &  l'angle  intérieur  B ,  qui  (bot 
au-deflbus  des  parallèles  du.  même  côté  de  la  fécante , 
(ont  aufli  égaux.  On  peut  faire  voir  de  la  même  ma-Fi^ii; 
niere  que  les  angles  G  &  C  de  l'autre  côté  de  la  fécante 
(ont  égaux  entre  eux  ;  comme  aufli  les  angles  O  &  A  ; 
c'eft  fur  cette  proportion  qu'eft  fondée  1^  démonftra- 
tion  du  Théorème  fiâvant.  / 

Ces  angles ,  dont  l'un  eft  extérieur  ,  &  l'autre  inté- 
rieur du  même  côté  de  la  fécante ,  nous  les  nommerons 
torrefpondans ,  parce  qu'ils  font  iîtués  de  la  même  ma- 
nière par  rapport  aux  deux  parallèles. 

T  H  É  o  r  à  m  je     I. 

91.  Si  deux  lignes  font  parallèles ,  i°.  Les  angles  al- 
ternes internes  font  égaux.  2*.  Let angles  alternes  exter- 
nes font  égaux.  3*.  Les  deux  angles  intérieurs  du  même 
côté  de  la  fécante  pris  enfemble  valent  deux  angles  droits. 
4°.  Les  deux  angles  extérieurs  du  même  câté  de  la  fécante 
pris  enftmble  valent- aufli  deux  angles  droits. 

DÉMONSTRATION. 

Soient  les  deux  parallèles  IL  &  MN ,  il  faut  prouver 
en  premier  lieu  que  les  angles  alternes  internes  A  &  D* 
font  égaux.  L'angle  A  eft  égal  à  l'angle  H,  parce  qu'ils 
font  oppofés  au  fommet  :  l'angle  D  eu  aufli  égal  à  l'an- 
gle H ,  comme  on  vient  de  le  faire  voir  ;  par  confé- 
quent  les  angles  A  &  D  font  égaux.  On  prouverait  de 
même  que  les  deux  autres  angles  alternes  internes  & 
&  C  font  égaux ,  à  caufe  que  chacun  des  deux  eft  égal 
à  l'angle  G. 

2.°.  Les  angles  alternes  externes  G  &  P  font  égaux: 
car  l'angle  G  eft  égal  à  l'angle  B  >  parce  qu'ils  font  oppo- 
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fés  au  fommet.  D'ailleurs,  l'angle  P  eft  aufli  égal  à  Pan* 
Tig.$i.  gle  B ,  puifqu'ils  font  correfpondans  :  donc  les  deux  an- 
gles G  &  P  font  égaux*  On  prouverait  de  même  que  Ieà 
deux  angles  alternes  externes  H  ôc  O  font  égaux ,  parce 
que  chacun  d'eux  eft  égal  à  l'angle  A. 

3#.  Les  deux  angles  intérieurs  B*&  D  du  même  coté 
de  la  fécante  valent  enfemble  deux  angles  droits  :  car 
les  deux  angles  collatéraux  H  &  B  pris  enfemble  valent 
deux  droits  (5*4.)  :  donc  fi',  à  la  place  de  l'angle  H,  on 
.  prend  l'angle  D  qui  lui  eft  égal ,  la  fomme  des  angles  B 
&  D  vaudra  aufli  deux  angles  droits.  On  prouverait  de 
même  que  les  deux  angles  intérieurs  A  &  C  valent  en- 
femble deux  angles  droits ,  parce  que  les  deux  angles  G 
ôc  A  valent  deux  droits. 

40.  i,es  deux  angles  extérieurs  H  &  P  du  même  côté 
de  la  fécante  valent  enfemble  deux  angles  droits  :  caries 
deux  angles  collatéraux  D  &  P  pris  enfemble  valent 
deux  angles  droits  (54)  :  donc  fi  à  la  place  de  l'angle 
intérieur  D  on  prend  l'angle  extérieur  H  qui  lui  eft  égal, 
la  fomme  des  angles  H  &  P  vaudra  auffi  deux  angles 
droits.  On  peut  prouver  de  même  que  les  deux  angles 
extérieurs  G  &  O  valent  enfemble  deux  angles  droits , 
parce  que  les  deux  angles  C  &  O  valent  deux  droits. 

Corollaire». 

Yig.i*.  92.  Les  lignes  IL  &  MN  étant  fuppofées  parallèles , 
fi  la  ligne  EF  eft  perpendiculaire  fur  une  parallèle  MN, 
#  elle  eft  aufli  perpendiculaire  à  l'autre  :  car  la  fécante  EP 
étant  perpendiculaire  fur  MN,  l'angle  EFN  eft  droit; 
par  conféquent ,  Tangle  alterne  FEI  eft  aufli  droite  d'où 
il  fuit  que  la  ligne  EF  eft  perpendiculaire  fur  IL. 

Fig.31»  ^3.  On  a  fait  voir  que  fi  deux  lignes  comme  IL  & 
MN  font  parallèles- ,  les  angles  correfpondans  H  &  D  f 
formés  fur  ces  parallèles  du  même  côté  de  la  fécante , 
font  égaux.  Mais  on  peut  dire  réciproquement  que  fi  le» 
detix  angles  H  &  D  font  égaux ,  les  deux  ligne*  IL  Se 

MN, 
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MN,  font  parallèles.  Car  fi  les  angles  font  égaux»  il  Fig.31; 
faut  que  ces  deux  lignes  foieftt  également  inclinées  vers 
le  point  £  fur  la  fécante  EF.  Or  les  deux  lignes  IL  & 
MN  ne  peuvent  être  également  inclinées  vers  le  même 
point  £  fur  la  fécante  KF ,  fans  être  parallèles  »  c'eft-à- 
dire ,  également  aidantes  l'une  de  l'autre  dans  toute  leur 
longueur;  car  ileft  évident  qu'une  de  ces  lignes». par 
exemple,  MN,  ne  peut  s'approcher  ou  s'éloigner  de  IL 
par  une  de  fes  extrémités  ,  à  inoins  qu'elle  ne  foit  plus 
ou  moins  inclinée  fur  la  fécante  que  l'autre  ligne  IL.  Par 
la  même  raifon  fi  l'angle  extérieur  P  &  l'angle  intérieur 
B  (ont  égaux ,  les  lignes  IL  &  MN  font  parallèles.  On 
peut  faire  voir  de  la  même  manière  que  fi  les  deux  an- 
gles G  &  C  font  égaux  entre  eux  ou  les  deux  autres  O 
le  A ,  les  lignes  IL  &  MN  font  parallèles. 

Cette  propofition  peut  encore  fe  prouver  par  l'art. 
50.  Car  fi  la  ligne  MN  n'étoit  pas  parallèle  à  ii» ,  quand 
les  angles  D  &  H  font  égaux ,  une  troifieme  ligne  qu'oo 
fuppoferoit  parallèle  à  IL,  &  qui  couperoit  la  fécante 
EF  au  même  point  que  MN,  feroit  avec  EF  un  angle 
qui  «e  feroit  pas  égal  à  l'angle  H  ,  puifqu*il  feroit  diffé- 
rent dé  celui  qui  forme  MN  avec  la  même  fécante.  Or 
cela  eft  contraire  à  Part,  90. 

94.  Nous  avons  djt  que  les  deux  lignes  IL  &  MN  ne 
toeovent  être  également  inclinées  &  vers  le  même  point 
£  fur  une  troifieme  EF ,  fans  être  parallèles  :  mais  deux 
lignes  peuvent  être  également  inclinées  vers  différera 
points  fur  une  troifieme  ,  fans  que  ces  deux  lignes  foie  ne 
parallèles.  Cela  paroît  par  la  Fig.  3  3  dans  laquelle  les 
deux  lignes  IL  &  MN  peuvent  être  également  inclinées 
fur  EF ,  quoiqu'elles  ne  foient  pas  parallèles ,  l'une  étant 
inclinée  vers  E  l'autre  vers  F. 

Théorème    II. 

py.  Deux  lignes  font  parallèles  9ïç .  Si  les  angles  altçr- 
nés  internes  font  égaux.  2°.  Si  les  angles  alternes  externes 
font  égaux.  3°,  Si  les  deux  intérieurs  dumîme  ckéde  U 

C 
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-  fécante  valent  enfemble  deux  angles  droits.  4°.  Si  Us, deux 
extérieurs  du  même  côté  de  la  fécante  valent  enfemble 
deux  angles  droits.  Ce  Théorème  eft  la  propofition  ùh 
verfe  ou  réciproque  du  premier* 

D  Ê  M  O  N  J  X  M  T   I  O  N. 

Soient  les  deux  lignes  IL  &  MN  coupées  par  la  fé- 
cante EF.  Il  faut  prouver  en  premier  lieu,  que  fi  les 
angles  alternes  internes  A  &  D  font  égaux  »  ces  lignes 
font  parallèles.  L'angle  H  eft  toujours  égal  à  l'angle  A» 
à  caufe  qu'ils  font  oppofés  au  Commet:  doncfi  les  an- 
gles A  &  D  font  égaux  entre  eux  ,  les  deux  angles  cor- 
refpondans H  &  D  font  aufli  égaux  ;  &  par  conféquent 
les  lignes  IL  &  MN  font  parallèles  (  93  ).  On  peut 
prouver. la  même  chofe  par  rapport  aux  autres  angles 
alternes  internes  B  &  C ,  qui  ne  peuvent  être  égaux  ,  à 
moins  que  l'angle  extérieur  G  ne  foit  égal  à  l'angle  in- 
térieur C. 

2°.  Si  les  angles  alternes  internes  G  &  P  font  égaux , 
les  lignes  IL  &  MN  font  parallèles  :  car  l'angle  B  eft 
liéceflairement  égal  à  l'angle  G  :  donc  fi  les  deux  angles 
G  &  P  font  égaux  ,  les  deux  angles  correfpondans  B  & 
P  foqt  égaux;  &  par  conféquent  les  lignes  IL  &  MN 
font  parallèles  (93).  On  peut  prouver  la  même  chofe 
par  rapport  aux  deux  angles  alternes  externes  H  &  O 
qui  ne  peuvent,  être  égaux  >  à  moins  que  l'angle  inté- 
rieur A  ne  foit  égal  à  l'angle  extérieur  O. 

3  Q.  Si  les  angles  intérieurs  B  &  D  du  même  côté  de  la 
fécante  valent  enfemble  deux  angles  droits,  les  lignes 
IL  &  MN  font  parallèles  :  car  les  angles  collatéraux  H 
&  B  pris  enfemble  valent  deux  droits  (5*4)  :  par  confé- 
quent ,  fi  les  angles  B  &  D  valent  auflî  deux  droits  ,  il 
faut  que  les  angles  correfpondans  H  &  D  foient  égaux 
entre  eux  :  ainfi  les  lignes  IL  &  MN  font  parallèles.  On 
peut  prouver  la  même  chofe  par  rapport  aux  deux  au- 
tres angles  intérieurs  A  &  C  »  qui  ne  peuvent  valoir 
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droits,  à  moins  que  l'angle  extérieur  G  ne  foit'!f>3*V 
égal  à  l'angle  intérieur  C. 

-  40.  Si  les  deux  angles  extérieurs  H  &  P  du  même 
côté  de  la  fécante  valent  enfemble  deux  angles  droits , 
les  lignes  IL  &  MN  font  parallèles  :  car  les  deux  angles 
collatéraux  D  &  P  valent  deux  droits  (5*4)  ;  donc  fi  les 
angles  H  &  P  valent  auflî  deux  droits  ,  il  faut  que  l'an- 
gle extérieur  H  (bit  égal  l'intérieur  D  ;  par  conféquent 
les  deux  lignes  IL  &  MN  font  parallèles.  On  peut  prou- 
ver la  même  chofe  par  rapport  aux  deux  angles  exté- 
rieurs G  &  O ,  qui  ne  peuvent  valoir  deux  angles  droits  » 
à  moins  que  l'angle  extérieur  G  ne  foit  égal  à  l'intérieur 
C  du  même  côté  de  la  fécante. 

On  voit  que  la  démonstration  des  quatre  cas  de  ce 
Théorème  ne  confifte  qu'à  prouver  que  dans  l'hypo- 
thefe  de  chacun  de  ces  cas ,  les  angles  correfpondans 
font  égaux  ;  &  cela  fuffit  :  car ,  quand  les  angles  corref- 
pondans  font  égaux  ,  les  lignes  font  néceflairement  pa- 
rallèles, 

COROLLIAIRE. 

£<?.  Si  la  ligne  EF  eft  perpendiculaire  aux  deux  au-  Fig.ja 
très  IL  &  MN ,  ces  deux  lignes  (ont  parallèles  ;  car  EF 
étant  perpendiculaire  fur  IL  &  fur  MN  >  les  angles  al- 
ternes internes  EFN  &  FEI  font  chacun  droits ,  & 
par  conféquent  égaux  ;  donc  les  lignes  IL  &  MN  font 
parallèles. 

Les  deux  lignes  IL ,  MN  ne  peuvent  être  toutes  deux 
perpendiculaires  fur  EF ,  fans  que  cette  ligne  EF  foit 
perpendiculaire  fur  les  deux  premières.  On  peut  donc 
dire  en  général  que  fi  les  lignes  font  perpendiculaires  fur  „ 
une  troifieme ,  elles  font  parallèles  entre  elles.  Cette  pro- 
position n'eft  pas  différente  du  Corollaire  précédent. 

• 

Théorème. 

$7.  Si  deux  lignes  parallèles ,  tilles  que  CD  &  AB  »  Fitf«3* 

C  ji 


r, 
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ïiZ+.jbnt  comprifes  entre  deux  autres  lignes  parallèles , 

AC&  BD,  les  deux  premières  font  égales ,  &les  deu* 
autres  comprifes  entre  les  premières  font  au/Ji  égala  e**- 
tre  elles  ••  £r  de  plus  les  angles  oppofês ,  comme  A  £r  D 

_  # 

D  1  M  O   K  S  T  R  A  T  I  O  N, 

I.  Partie.  Les  deux  lignes  CD  &  AB  font  égales* 
car  les  lignes  également  inclinées  entre  parallèles  font 
égales  (8(5).  Or ,  les  lignes  CD  &  AB  font  entre  elles 
parallèles  à  AC  6c  BD  ;  &  d'ailleurs  elles  font  également 
inclinées  entre  ces  parallèles  (88)  ,  puifqu'elles  font 
aralleles  elles-mêmes;  par  conféquent,  elles  font  ég* 
es.  On  démontrera  de  la  même  manière  que  les  deux 
parallèles  AC  &  BD  font  égales. 

IL  PàOTIe.  Les  angles  oppofés ,  comme -A  &  D , 
lotit  égaux  entre  eux  :  car  l'angle  A  joint*  a  l'angle  B 
Vaut  deux  angles  droits  (pi),  parce  que  te  font  deux 
angles  intérieurs  du  même  côté  de  la  fécanÇe  AB ,  entré 
les  parallèles  AC  6c  BD.  Pareillement  i-^ngle  D  joint 
à  l'angle  B  ,  vaut,  auflideux  angles  droits,  à  câufe  des 
deux  autres  parallèles  CD  8c  AB'fo  1)  5  par  cônféqtièit, 
les  deux  angles  oppofés  A  &  D  foftt  égaux  entre  eux. 
On  démonrrera  de  la  même  manière  que  les  deux  angles 
oppofés  B  &  C  font  égaux ,  en  les  joignant  chacun  avec 
l'angle  A  ou  D. 

08.  De  ce  que  nous  avons,  dit,  on  peut  conclure 
qu  il  y  a  pfufieurs  marques  p<*uç  connoître  fi  deux  lignes 
font  "parallèles. 

f°.  .Si  deux  perpendiculaires  comprifes  entre  ces 
deux  lignes  font  égales  ;  car ,  dans  ce  cas  8  y  aura  deux 
points  d'une  ligne  qui  feront  également  éloignés  de 
l'autre  lignes  par  conféquent ,  tous  les  autres  points  de 
la  première  ferort  également ,  diftans  de  la  féconde  ; 
ainfi ,  ces  deux  Kgnes  feront  parallèles. 
-  2Q.  Si  une  même  lignes  eft  perpendiculaire  à  fun*  * 
à  l'autre.. ($6)** 


* 

-•  rfr***  f?s  Wfdçs  %  tels  que  H  &  D  forains  fur  l'un?  Fig.31. 
*&  rautre  ligne  du  même  côté  (23)  par  vroe  troifiepae', 

fag|  ^£»Wf» 

.    40.  §i  l*s  angles ,  foit  altérons  iwrnes «  fpit  iltpraçs 

«terad^Tfoiu  égau*  (pç). 

.   ^*.  aï  les  angles  #  6>ic  iûtfrieurs .  fpit  extérieurs  du 

même  côté  de  la  fécante  pris  ea&mhlç ,  fo«  ç^aux  à 

deux  droits  (£/)• 

Problème. 

pp.  Ptw  un  point  àon*4  Ç,  wrw  untparàHoU  à  un*  Fi*35* 
lig»<  dpwi^c  t* IU  mit  AB. 

-  Du  point  Ç  &  (Tua  intense  Pris  *  difereppn  »  tifçe 
Faïc  indéfini  JBD  ;  enfuirc  du  point  fi  »  &  de  la  mçnje 
ouverture  du  compas  décrivez  l'autre  arc  AC ,  fie  pre- 
nez avec  le  compas  far  le  premier  $f  c  qui  efy  iudéuni >  " 
«ne  partie  BD  égaie  *  AC  ;erçfc*  >  tire?  une  ligne  droite 
qui  paffi?  jw  te  dw*  pw*ts  C  &  D  :  elle  féra  par^J- 
kle  à  ABf 

Cela  eft  évid  wr  j  car  ,  ayant  tiré  h  ligne  Ç$.t  jj  pp- 

wît  que  lies  <u)g|$$  alternes  ABC  fie  BCÏ>  &n^âux  » 

.puisqu'ils  oot  pour  mefures  fos  ar^s  ç'gau*  AC  &  BD  : 

#,  p*r  çoafçqwm*  te  dfW  lflgi^  AB  fie  ÇP:  (09c 

parallèle*  (p  j%  '     i        ' 

Nous  3Yon?  çpafîdéré  JufquHgl  les  liguas  droite*  > 
ou  en  ellesrraémes .  pu  les  unes  par  rapport . aux  $H~ 
très  ,  (bit  qy'*Ues  W  rcncçptFfVt*  foit  qu'îles  ae  fe 
rencontrent  jamais.  Nous  aljoi)?  les  considérer  daps  )a 
fuite ,  en  tant  qu'elles  ont  rapport  à  la  circonférence 
d'un  cercle. 

J)S$    LIGNES    DROITES 
goqfidéréts  poc  rapport  m  tercU* 

Les  limes  droites  qui  oat  rapport  au  cercle ,  (ont  ti- 
rées ou  crun  point  hors  du  cercle  &  de  h  circonférence» 

iJ  ii| 
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ou  d'un  point  en  dedans  du  cercle ,  ou  d'un  point  de  \â 
circonférence  même. 

100.  Dans  le  premier  cas,  lorfqu'une  ligne  eft  tirée 
d'un  point  hors  du  cercle ,  fi  elle  coupe  la  circonfé- 
rence ,  elle  eft  appellée  fécante  extérieure  ;  mais  fi  elfe 
louche  la  circonférence  fans  la  couper ,  quoiqu'elle  foie 
prolongée  ,  on  l'appelle  tangente. 

Les  Uçnes  AB  &  AD  de  la  figure*37  font  des  fécaii- 
tes  extérieures  :  &  la  ligne  ABD  ,  figure  4.3  ,  eft  une 
tangente. 

1 01.  Dans  le  fécond  cas,,  lorfque  la  ligne  droite  eft 
tirée  d*tfn  point  en  dedans  du  cercle ,  elle  eft  appellfe 
fécante  intérieure  ,  telles ,  foflt  les  lignes  AB  &  AD  de  ta 
figure  39  :  mais  fi  là  ligne :  eft  '  tirée  du  centre  rnêmç, 
jufqu'à  la  circonférence ,  elle  prend  le  nom  de  rayon , 
comme  nous  avons  dit. 

102.  Dans  le  troifiemë  cas,  c'eft-à-dire,  lorfque  la 
ligne  droite  eft  tirée  d'un  point  de  la  circonférence,  & 
qu'elle  eft  auffi  terminée  par  la  circonférence  ,  on  la 
nomme  ende  ;8c  fi  la  corde  pafle  par  le  centre,  elle  prend 

'  le  nom*  de  diamètre  :  c'eft  ce  <jue  nous  avons  déjà  dit. 
Il  eft  à  propos  d'obfervçr  ici  que  tout  arc  eft  concave 

*  tf  un  côté ,  fçavoir  ve.p  le  centre  ,  &  convexe  de  l'au- 
tre :  c'eft  pourquoi  fi  on  prend  un  point  hors  du  cer- 
cle, U  eft  viiïblç.que.  l^partiq  de  la  circonférence  la 

>  plus  proche  de  ce  point ,  eft  convexe  à  fon  égard ,  & 
que  la  plus  éloignée  eft  concave  :  par  exemple ,  dans  la 
figure  37  l'arc  FH  eft  convexe  par  rapport  au  point  A, 
&  l'arc  BE  eft  concave, 

TjIÉORBM*       I  h  ' 

103.  Une  ligne  qui  coupe  une  corde  peut  avoir  trûiseon* 

iitions  :  lp.  Pafferpar  le  centre  :  2°  .Couper  la  corde  en 

deux  parties  égales  :  30.  Etre  perpendiculaire  à  la  corde. 

Or  deux  de  ces  conditions  étant  pofées ,  Utroifiemt  tm+ 

Jm  néçejfaîrçment%        ..*..-.-* 


J.^  J 


CONSIDEREES  PAR  RAPPORT  AU  CERCLE.        ff£ 
DEMONSTRATION. 

I.  Cas.  Sî  une  ligne*,  comme  EF ,  pafle  par  le  centre  *  Flg.36» 
te  qu'elle  coupe  la  corde  AB  en  deux  parties  égales  » 

elle  eft  perpendiculaire  à  cette  corde  :  car  fi  elle  pafle 
par  le  centre ,  (on  point  C  qui  eft  le  centre  même  ,  eft 
également  éloigné  des  deux  points  de  la  circonférence 
A.&  B  >  qui  font  les  extrémités  de  la  corde  :  d'ailleurs , 

Suifque  par  l'hypothefe  la  ligne  EF  coupe  la  corde  en 
eux  parties  égales,  le  point  d'interfeâion  D  eft  encore 
également  diftant  des  deux  extrémités  A  &  B  :  il  y  a 
donc  deux  points  dans  la  ligne  EF  également  diftans 
des  deux  extrémités  de  la  corde  ;  & ,  par  conféquent  » 
cette  ligne  eft  perpendiculaire  à  la  corde  (70). 

II.  Cas.  Si  la  ligne  EF  pafle  par  le  centre ,  &  qu'elle 
foit  perpendiculaire  à.  la  corde ,  elle  coupe  la  corde  eij 
deux  parties  égales  :  car ,  puifque  la  ligne  EF  pafle  pa* 
kA centre ,  fon  point  C  eu  également  éloigné  des  deux 
points  A  &  B  de  la  circonférence  ;  ainfi  ,  cette  ligne 
étant  fuppofée  perpendiculaire  >  tous  fes  autres  points 
doivent  être  également  éloignés  des  deux  mêmes  points 
<68)  ;  par  conféquent,  fon  point  d'interfeâion  IX  eft r  . 
aufli  également  éloigné  des  deux  extrémités  A  &  B  de. 
la  corde  »  c'eftà-dire ,  que  la  corde  eft:  coupée  en  deux 
parties  égales. 

III.  Cas.  Enfin ,  fi  la  ligne  EF  coupe  la  corde  en  deux 
parties  égales ,  &  qu'elle  foit  perpendiculaire  à  la  cor- 
de, elle  pafle  par  le  centre  :  car  la  ligne  EF  coupant  1^ 
corde  en  deux  parties  égales ,  le  point  d'interfeâion  Dj 
eft  également  diftant  des  deux  extrémités  A  &  B  de  la 
corde  :  mais ,  d'ailleurs  cette  ligne  eft  fuppofée  perpen- 
diculaire à  la  corde  ;  donc  étant  prolongée ,  eue  pafle 

.  par  tous  les  points  du  même  plan  également  diftans  de 
A  &  B  (dp).  Or ,  le  centre  eft  également  éloigné  de* 
deux  points  A  &  B  qui  font  dans  la  circonférence  ;  pas 
conféquent ,  la  perpendiculaire  EF  paflè  par  le  mous* 
Çç  qu  il  falloit  déraonerqu 
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Kg. 36.  104.  Remarquez  que  dans  ces  trois  cas  >  la  ligne  EF 
coupe  le  grand  arc  AEB ,  &  le  petit  arc  AFB.  chacun 
par  le  milieu  :  car»  dans  tous  ces  cas  la  ligne  EF  a  deux 
points ,  fçavoir  C  &  D ,  également  éloignés  des  deux 
points  À  &  B  $  ainfi ,  tous  fes  autres  points  font  auflî 
également  diftans  des  deux  mêmes  points  À  &  B  ;  par 
conféquent ,  le  point  E  eft  également  diftant  de  À  &  de 
B  ;  les  cordes  EA  &  EB  font  donc  égales  ;  ainfi  les  arcs 
EA  &  EB  qu'elles  foutiennent ,  font  aùffi  égaux  ;  donc  # 
le  grand  arc  A  &  B  eft  coupé  par  le  milieu  :  pareillement 
le  point  F  eft  également  diftant  de  A  &  de  B  ;  par  coo- 
féquent ,  le  petit  arc  AFB  eft  auffi  coupé  par  le  milieu. 

CORO    LLAIRBè 

ioy*  Il  fuit  4e  ce  Théorème  &  de  la  remarque,  que 
tout  rayon  ,  comme CF,  perpendiculaire  aune  corde, 
coupe  cette  corde  &  fon  arc ,  chacun  en  deux  parties 
égales.  Il  fuit  auffi  que  le  rayon  qui  coupe  la  corde  en 
deux  parties  égales ,  eft  perpendiculaire  a  cette  cordte* 

Théorème     II. 

Fig.37,      106.  Si  on  tire  d'un  même  point  A  plufieurs  ligna  ; 

ÎS&39.  tomme  AB  »  AD ,  AE ,  terminées  à  U  circonférence ,  U 
plus  longue  eft  telle  quipajfepar  le  centre ,  ër  la  plus  courte 
eft  celle  oui  eft  terminée  à  un  point  plus  éloigné  de  B ,  ex* 
trtmité  ae  la  ligne  qui  paffe  par  le  centre. 

Le  point  A  Jpeut  être  ou  hors  du  cercle ,  (  fig.  37)  ou 
dans  la  circonférence  (fig.  38  )  ,  ou  au  dedans  du  cer- 
cle ( %*35>  )•  H &ut  prouver  dans  ces  trois  cas  que  la 
ligne  AB  qui  pafle  pat  le  centre ,  eft  la  plus  longue  de 
toutes,  &  que  la  ligne  AE  eft  la  plus  courte.  Pour  cela 
il  faut  tirer  des  rayons  au  point  D  de  au  point  E  :  un» 
feule  démonftration  fuffira  pour  les  trois  figures. 

AVERTISSEMENT,  Lorfqtfune  démonftratioâ 
s'applique  à  plufieurs  figures ,  il  eft  bon ,  en  la  lifant , 
de  n'en  regarder  d'abord  qu'une  ;  & ,  après  avoir  bien 
conçu  la  démonftration  >  on  l'applique  enfuite  aux  au- 
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très  figures  :ainfi»  en  lifent  la  démonftration  fuivante*        T 
il  eft  à  propos  de  ne  regarder  d'abord  que  la  figure  37; 

Dix   OKSTIATIOM< 

I.  Partie»  Il  faut  prouver  que  la  ligne  AB  eft  la  plue 
longue.  La  ligne  brilée  ÀCD  eft  plus  longue  que  AD 
(y) ,  qui  eft  une  ligne  droite  tirée  entre  les  deux  points 
A&D.  Or,  la  ligne  AB  qui  pafle  par  le  centre  ,  eft 
égale  à  la  ligne  ACD ,  parce  qu'elles  ont  la  partie  com- 
mune AC  ,  &  des  reftes  égaux  ;  fçavoir»  les  rayons  CB 
&CD  :  donc,  AB  eft  plus  longue  que  AD.  On  peut 
prouver  pareillement  que  AB  eft  la  plus  longue  de  tou- 
tes les  lignes  tirées  du  point  A  à  la  circonférence. 

II.  Partie,  Il  Faut  taire  voir  que  la  ligne  AE  eft  la 
plus  courte  >  ou  ce  qui  eft  la  même  chofe ,  que  les 
autres  lignes ,  comme  AD  »  font  plus  loâgueè  que  AB. 
La  ligne  brifée  CGD  eft  plus  longue  que  le  rayon  CD 
($-);  donc  elle  eft  aufli  plus  longue  que  l'autre  rayon 
CE  ;  par  conféquent  >  fi  on  ôte  CG ,  qui  feft  tftte  partie 
commune  à  la  ligne  CGD ,  &  au  rayon  CE ,  le  refte  GD 
fera  plus  grand  que  GE  :  donc»  fi  à  ces  deux  ttOkts  ofc 
ajoute  AG ,  la  route  AGD  fera  plus  grande  que  l'aïf* 
tre  toute  AGE.  Or ,  cette  dernière  ligne  brifée  AG£ 
eft  plus  longue  que  la  droite  AE  (y);  par  eomfequentv 
la  ligne  AGD  eft  aufli  plus  longue  q*ie  AB.  Ce  qu'à 
falloir  démontrer. 

107.  Remarquez  que  quand  le  point  À  eft  hors  duFig-4e£ 
cercle ,  le  Théorème  eft  toujours  vrai ,  quoique  les  H-  . 
goes  AD  &  AE  (oient  terminées  à  U  partie  convexe  cfe 
la  circonférence ,  comme  dans  la  figure  4.0  ;  ainfi  AE 
eft  plus  courte  que  AD  ,  parce  que  ta  première  eft  ter- 
minée à  un  point  plus  éloigné  de  B  que  la  féconde; 
afin  de  le  prouver ,  il  fout  tirer  les  deux  rayons  CD  fc 
C£ ,  &  prolonger  la  ligne  AE  jusqu'au  point  G  ,  où 
eHe  rencontre  le  rayon  CD.  Cela  pofé  >  je  rationne 
ainfi  :  La  ligne  frôfée  ADG  eft  plus  longue  que  la  droit* 
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_  .  „  G(f);  donc  en  ajoutant  CG  de  part  &  d'autre  »  Il 
Xoute  ADC  fera  plus  longue  que  la  toute  ÀGC.  Pareil- 
lement la  ligne  brife'e  CGE  eft  plus  longue  que  la  droite 
CE  (y)  :  donc  en  ajoutant  AE  de  part  &  d'autre ,  la 
coûte  AGC  fera  plus  longue  que  la  toute  AEC.  JTai 
tlonc  prouvé  que  ADC  eft  plus  longue  que  AGC  ;  & 
que  AGC  eft  plus  longue  que  AEC  ;  par  conféquent , 
AD  eft  plus  grande  que  AEC  :  donc  ,  fi  on  retranche 
Jes  rayons  CD  &  CE  ,  le  refte  AD  fera  plus  grand  que 
le  refte  AE. 

Corollaire  I. 

io8.  Dans  la  fig.  38  ,  la  ligne  AB  eft  un  diamètre» 

&  le*  lignes  AD  &  AE  font  des  cordes.  Il  fuit  donc  de 

ce  Théorème  que  le  diamètre  eft  plus  grand  qu'aucune 

des  cordes.  De  plus ,  il  eft  évident  que  la  corde  AD 

fondent  un  plus  grand  arc  que  la  corde  AE.  Il  fuit  donc 

aufli  que  dans  un  même  cercle  ,  ou  dans-  des  cercles 

/égaux ,  les  .  plus  grandes  cordes  foutiennent  de  plus 

grands  ar/cs  :  réciproquement  l'arc  AED  étant  plus  grand 

tjue  l'arc  &E ,  il  faut  que  la  corde  AD  foit  plu*  grande 

que  la  corde  AE ,  puifque  le  premier  de  ces  arcs  étant 

plus  grand  qye  le  fécond  >  lç  point  D  eft  plus  proche  du 

point  B  que  du  point  E  :  par  conféquent,  dans  le  même 

'  cercle  pu ,  dans  des  cercles  égaux ,  les  plus  grands  arcs 

font  foutpnus  par  des  cordes  plus  grandes. 

„~     -   .  Corollaire    II. 

109.  Les  lignes  tirées  du  point  A  à  la  circonférence 
font  des  fécantes  intérieures  dans  la  fig.  37;  &  ce  font 
des  fécantes  intérieures  dans  la  fig.  39,  Il  fuit  donc  de 
ce  Théorème  que.  de  toutes  Içs  fécantes  extérieures  ti- 
:rées  du  même  point,  la  plus  longue  eft  celle  qui  paflè 
par  le  centre ,  &  qui  eft  terminée  à  la  partie  concave 
.de  la  circonférence  :  il  fuit  pareillement  que  de  toutes 
les  fécantes  intérieures  tirées  du  même  point,  1*  plus 
loague  eft  auffi  celle  qui  p^fle  par  le  centre* 
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X  xo«  De  toutes  lesfécantes  extérieures  tirées  du  néniê 
point  à  la  circonférence  celle  qui  prolongée  pafferoit  par  h 
centre ,  eft  la  plus  courte.  Pareillement' de  toutes  les  fêcad* 
tes  intérieures  tirées  du  mime  point  à  la  cbréonférence^ 
celle  qui  prolongée  pafferoit  par  le  centre,  eft  La  plus  courta 

Ce  Théorème  auroit  pu  être  déduit  du  précédent 
comme. un  Corollaire.  En  voici  une  démonftration  par- 
ticulière. -- 

Démonstration, 

:-  I,  Partie.  Il  faut  prouver  que  de  deux  fécante*  ex- Fi*  41» 
tentures  AF  &  AE ,  la  première ,  qui  eft  celle  qui.  pafr 
feroit  par  le  centre,  eft  la  plus  courte.  Que  l'on  pro- 
longe la  fécante  AF  jufqu  au  centre  C ,  &  qu'on  tire 
de  ce  centre  le  rayon  CE ,  on  aura  la  ligne  droite  AFC  :  .  i 
plus  courte  que  la  ligné  brifée  AEC  (0  ;  donc  en  re- 
tranchant de  l'une  &de  l'autre  des  parties  égales  ,Jçft- 
yoir  ,  les  rayons  CF  &  CE  ,  les  reftes  feront  encqre 
inégaux.  Or  le  refte,  de  la  première  eft  la  fécante  AF  Se 
le  refte  de  la  féconde  eft  AE;  donc  la  fécante  AF  eft 
plus  courte  que  l'autre. 

II.  Partie.  Les  fécantes  intérieures  AF  &  AE  font  Figeai 
tirées  du  même  poiht  :  je  dis  que  la  fécante  AF ,  .qui 
prolongée  paflèrok  par  le  centre  G  >  eft  plus  courte  que 
la  fécante  AE  :  car  n  on  prolonge  AF  jùfqu'au  centre  C 
&  qu'on  tire  le  rayon  CE ,  on  aura  tes  deux  rayons  CF 
&  CE  égaux.  Or  CE ,  qui  eft  une  ligne  droite  tirée  du 
point  C  au  point  E  éft"  plus  courte  que  CAE ,  dont  l'air 
tre  rayon  CFèft-auffi  plus  court  que  la  ligne  brifée  CAE, 
dont  fi  on  retranche  CA ,  ce  qui  eft  une  partie  commune 
au  ïqyon  CF  &  à  la  ligne  CAE  >  le  jette  AF  fera  plus 
court  que  le  refte  AE.  Ce  qu'il  falloir  démontrer.  *.     > 

1 10.  B.  Il  eft  évident  que  deux  fécantes  extérieures 
tirées  du  même  point,  tune  à  droite,  l'autre  à  gauche 
de  celle  qui  paflè  par  le  centre  ou  qui  y  pafferoit  étant 
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prolongée ,  &  qui  font  également  éloignées  dé  cette  G6* 
cante ,  font  égales ,  pourvu  qu'elles  (oient  toutes  les 
datai  terminée!  à  la  partie  concave  de  la  circonférence 
éuitoutcf  deux  à  la  partie  convexe.  U  en  eft  de  meggf 
de  dçux  fécantes  intérieures*  II. paraît auifi  qu'il  nepeu£ 
jr avoir  que  deux  fécantes  tirées  du  même  point  diffé- 
rent du  centre ,  qui  foient  égales  entre  elles.  D'où  il  fui): 
que  fi  on  peut  tirer  trois  Céçantes  intérieures  d'an  même 
■pwm  à  la  circonférence  qui  jfoieRt  égaler  >  ce  point  eft 
le  centre  du  cercle. 

,  Tpip?  àM.n  IV. 

.  .    "  -  <iii.  Une  ligne  pwpendicuUirt  à  Vtxtrtmiié  {un 
raypn  tu  fucht  U  tifcpnfdrtnu  que.iuu  unfeul  point. 

Démonstration. 

*  ■  .  * 

?«43"  Sok  la  ligne  ABB  perpendiculaire  à  l'extrémité  de 
rayon  ;  je  dis  qu'elle  ne  touche  le  cercle  qu'au  feul  point 
-Bccar  G  on  urelepcbux  lignes  CE  &  CF  ;  elles  feront 
obliques  fur  la  ligne  ÀBD  (71)  parce  qu'elles  fqnt  ti- 
rées du  même  pointeur  le  rayon  perpendiculaire  CB  : 
éonc  ces  obliques  feront  plus  longues  que  le  rayon.per- 
pendiculaire  ;  par  conféquent  elles  ont  leurs  extrémités 
"JE  6c  F  au-delà  du  cercle  &  de  la  circonférence  :  donc 
ofs  points  E  &  F  ne  touchent  pas  la  circonférence  :  On 
W*  dire  la  même  chef*  de  txnit  aurre  point  diftingué  de 
jB  ,  fc  par  conféquent  1«  ligue  ABD  ne  touche  le  ç&rcb 
qu'an  feul  point  B. 

Ç  O  R  O   L  L  À  i  B  i 

lia. Toute  ligne  perpendiculaire  à  l'extrémité  dp 
rayon  eft  dose  une  tangente ,  pirifque  ne  touchant  fe 
cercle  que  dans  un  feul  point ,  elle  lie  peut  cwp*r  1* 
circonfén 


T»i'oilMï    V. 
#nt<  *fiperp€itdiadam  «  t 


N> 
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\  $  point  de  contingentée  Ce  Théorème  «ft  la  propO&Uui 
.  afeerfe  ou  réciproque  Un  Corollaire  précèdent. 

.  iT -:r  .3       î)ÉMONSTRATtON. 

i  fiait  la*  tangente  ABD  qui  touche  le  cercle  nu  point 
Btoquel'OQ'a  tiré"  le  rayon  CB  :  il  faut  démontrer  que 
la  tangente  «eft  perpendiculaire  au  rayon. 
*'*  Putiqu&la  tangente  ne  coupe  pas  ia  circonférence  / 
elle  ri  cm e  pas  !daos  le  cercle  ,-  &  par  coisféquent  il  eft 
Tmpoflîble  de  tirer  du  centre,  à  la  tangente  une  ligne 
plus  courte  que  te  rayon  CB  :  donc  ce  rayon  eft  perpen- 
diculaire: a  la  tangente  (73)  ;  &  réciproquement  la  tan* 
genre  eft  perpendiculaire  au  rayon  »  •  Fig.^gj 

Corollaire        I. 

114.  La  tangente  ne  touche  le  cercle  qu'en  un  feui 
point  :  car  le  rayon  CB  étant  perpendiculaire ,  toute 
autre  ligne  tirée  du  centre  C  fur  la  tangente  eft  oblique»  - 
k  par  conféquent  plus  longue  que  ce  rayon  :  ainfi  elle 
aura  fon  extrémité  hors  de  la  circonférence  :  donc  le 
point  de  la  tangente  auquel  elle  aboutira  ,  ne  touchera 
pas  la  circonférence.  On  peut  démontrer  la  même  chofe 
de  tout  autre  point  différent  du  point  B  :  donc  la  un- 
genre  ne  touche  la  circonférence  qu'en  ce  point; 

COROLLAIRX      I J. 

11  y.  De  ces  trois  conditions,  Ravoir,  paflèr  parle 
«entre ,  aboutir  au  point  de  contingente ,  être  perpen- 
diculaire à  la  tangente  ,  deux  étant  pçfées ,  la  troiheote 
s'enfuit  néceflairement.  i°.  Il  parole  par  (a  démonftr^- 
tion  du  Théorème ,  que  tout  rayon  tiré  au  point  de  con- 
tingence ,  ou  ce  qui  revient  au  même ,  toute  ligne  qçi 
pafle  par  le  centre ,  &  qui  aboutit  au  point  de  contin- 
gence .  eft  perpendiculaire. à  le  tangente» 

i°.  Il  fuit  de-là  que  fi  une  ligne  paflfe  par  le  centre ,  $ 
qu'elle  foit  perpendiculaire  à  la  tangente ,  U  faut  qu'elle 
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abeutifle  au  point  de  contingence  :  car  cette  féconde 
ligne  ne  peut  être  différente  de  la  première  :  autrement 
,  On  pourrait  tirer  du  centre  deux  perpendiculaires  fur  la 
tangente.  30.  Il  fuit  aufli  que  fi  une  ligne  aboutit  au 
point  de  contingence ,  &  qu'elle  foit  perpendiculaire  a 
la  tangente ,  il  faut  qu'elle  paflè  par  le  centre  :  car  cette 
troisième  ligne  ne  peut  être  différente  de  la  première  ou 
de  la  féconde  ;  autrement  on  pourrait  tirer  du  point  de 
contingence  deux  perpendiculaires  fur  la  tangente. 

CoROti  AI   R  S       IIL 

ii(»On  ne  peut  mener  qu'une  tangente  au  mcmc 
,  .  point  de  la  circonférence  :  car  toute  tangente  eft  per- 
pendiculaire à  l'extrémité  du  rayon  tiré  au  point  de  con- 
tingence. Or  il  ne  peut  y  avoir  qu'une  perpendiculaire 
fur  l'extrémité  (71)  d'une  ligne  :  par  conféqûent  il  eft 
impoffible  de  mener  deux  tangentes  au  même  point  de 
la  circonférence. 

T  h  *  o  »  i  M  s     IV. 

117.  On  ne  peut  tirer  au  point  de  contingence  aucune 
ligne  droite  qui  pajfe  entre  la  circonférence  &  la  tangen- 
te ••  mais  onypeutfairepaffer  une  infinité  de  lignes  cireur 
laires. 

DÉMONSTRATION. 

Fig .43*     I.  Partie.  Que  l'on  tire  la  ligne  droite  GB  au  point 

de  contingence  :  il  faut  démontrer  qu'elle  ne  peut  paffer 

*"      entre  la  circonférence  &  la  tangente  ABD.  . 

Cette  tangente  étant  perpendiculaire  à  l'extrémité  du 

rayon  CB ,  il  eft  néceflàire  que  la  ligne  GB  foit  oblique 

(71)  au  même  rayon  ;  par  conféqûent  ce  rayon  eft  auffi 

oblique  fur  la  ligne  GB  :donc  fi  du  centre  C  on  tire  la 

perpendiculaire  CH  fur  cette  ligne ,  elle  fera  plus  courte 

que  le  rayon  CB  qui  eft  oblique  :  donc  fon  extrémité  H 

fera  au  dedans  du  cercle  :  donc  la  ligne  GHB  coupe  le  I 

:cercle ,  &  ainfi  elle  ne  paflè  pas  entre  la  circonférence  &  ' 

-'la  tangente. 
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*     On  peut  concevoir  que  la  ligne  Gfi  s'approche  de  le  ? 

tangente,  en  faifant  defeendre  le  point  G  y  mais  la  même 
•démonftration  fubfiftera  toujours  jufqu'à  ce  que  la  ligne 
GB  foit  appliquée  fur  la  tangente  ,  &  qu'elle  ne  fade 
plus  qu'une  même  ligne  avec  elle  :  ce  qui  fait  voir  que 
quand  on  tireroit  au  point  de  contingence  une  ligne 
droite  qui  feroit  plus  proche  de  la  tangente , !  elle  cou- 
peroit  toujours  le  cercle. 

IL  Partie.  On  peut  faire  palier  une  infinité  deFi£-44* 
lignes  circulaires  par  le  point  de  contingence  >  entre 
la  tangente  ABD  &  la  petite  circonférence  dont  le 
rayon  eft  CB  car  foit  prolongé  le  rayon  CB  jyfqu'au 
point  G,  &  que  de  ce  point,  comme  centre  *&  de  l'in- 
tervalle GB  on  décrive  la  grande  circonférence  ;  il  faut 
démontrer  qu'elle  pafle  entre  la  tangente  &  la  petite 
circonférence  :  enforte  qu'elle  ne  coupe  ni  la  tangente  * 
ni  la  petite  circonférence. 

i°.  La  grande  circonférence  ne  coupe  pas  la  tan- 
gente du  petit  cercle  ;  car  foa  rayon  GB  eft  terminé 
au  même  point  B  que  le  rayon  du  petit  cerclé  :  ainfi , 
la  ligne  ABD  n'eft  pas  coupée  par  la  grande  cirçonfé  • 
rence  ;  mais  elle  eft  tangente  par  rapport  au  grand  te 
au  petit  cercle. 

2°.  La  grande  circonférence  ne  coupe  pas  la  petite  : 
pour  le  faire  voir,  il  n'y  a  qu'à  démontrer  que  les  deux 
circonférences  n'ont  pas  d'autre  point  commun  que  le 
point  B.  Or  il  eft  aifé  de  démontrer  que  tout-autre  point 
de  la  grande  circonférence  différent  du  point  B  ,  par 
exemple ,  le  point  F ,  n'eft  pas  commun  à  la  petite  :  car 
foit  tirée  la  ligne  CF ,  cette  ligne  CF  eft  la  fécante  inté- 
rieure par  rapport  au  grand  cercle ,  laquelle  ne  pafleroit 
pas  par  le  centre ,  &  la  ligne  CB  eft  aufli  une  fécante  in* 
térteure  du  même  cercle ,  qui  prolongée  pafleroit  par  le 
centre  :  donc  la  ligne  CF  eft  plus  longue  que  CB  (1 10). 
Or  les  deux  lignes  CB  &  CE  ,  qui  font  rayons  du  petit 
cercle  font  égales  :par  conféquent  CF  étant  plus  lon- 
gue que  CB  »'  elle  eft  aufli  plus  lortgue  qu^  C£  :  donc  le 
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Tig.44.  point  F  n'eft  pas  le  même  que  le  point  £  qui  appartient 
a  la  petite  circonférence.  On  démontrera  la  même  chofe 
de  tout  autre  point  de  la  grande  circonférence  par  rap- 
port à  tous  ceux  de  la  petite ,  excepté  le  point  B  :  par  con- 
séquent les  deux  circonférences  n'ont  d  autre  point  com- 
mun que  le  point  B  :  donc  la  grande  ne  coupe  pas  la  pe- 
tite t  d'ailleurs  elle  ne  coupe  pas  la  tangente  ;  elle  pafle 
donc  par  le  point  de  contingence  entre  la  petite  ciicon- 

♦  ' .       férence  &  la  tangente.  Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

Si  on  prolongeoit  le  rayon  GB  au-delà  de  G  v  on  pour- 
roit  décrire  de  nouvelles  circonférences  qui  pafleroient 
toutes  entre  la  tangente  &  la  petite  circonférence  qui  a 
pour  rayon  CB. 

118.  Il  parole  d'abord  furprenant  que  l'on  puifle  faire 
pafler  une  ligne  circulaire  entre  la  tangente  &  une  moin- 
dre circonférence ,  quoiqu'on  ne  puifle  pas  (aire  pafler 
une  ligne  droite  ,  puifque  celle-ci  n'a  pas  plus  de  lar- 
geur que  la  ligne  circulaire  ,  ou  plutôt  on  les  regarde 
l'une  &  l'autre  comme  n'en  ayant  aucune  :  mais  ce  qui 
fait  U  différence  entre  l'une  &  l'autre  ligne ,  c'eft  que 
la  droite  va  toujours  félon  la  même  direâion  ;  &  de-là 
vient  qu'elle  ne  peut  parvenir  jufqu'au  point  de  contin- 
gence (ans  couper  la  circonférence  ;  au  contraire ,  la 
ligne  circulaire  fe  détourne  ,  Se  renferme  la  moindre 
circonférence  :  c'eft  ce  qui  tait  qu'elle  arrive  au  point  de 
contingence  fane  la  couper. 

119.  On  peut  encore  remarquer  fur  ce  Théorème  que 
Fetpace  compris  entre  la  circonférence  &  la  tangente  à 
côté  du  point  de  contingence ,  peut  être  divifé  en  une 
infinité  de  parties  ,:  puifqu'on  peut  décrire  une  infinité 
de  circonférences  qui  pafler  ont  toutes  par  différera 
points  de  cet  efpace ,  &  qui  n'auront  d'autre  point  com- 
mun que  le  point  de  contingence ,  comme  on  vient  de 
fe  démontrer  ;  d'où  il  faut  conclure  que  la  matière  eft 
divifible  à  l'infini  ,  &  qu'elle  n'eft  pas  compofée  de 
points  inétendus. 

Nous  donnerons  les  problêmes  fur  les  tangente* 

après 
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après  avoir  parlé  de  la  mefure  des  angles ,  d'où  dépend 
la  méthode  dont  nous  nous  fervirons  pour  tirer  une 
tangente  d'un  point  donné  hors  de  la  circonférence  du 
cercle. 

DE    LA    MESURE    DES    ANGLES 

qui  ri  ont  pas  leur  fommet  au  centre  du  Cercle.  \ 

Nous  avons  dit  qu'un  angle  dont  le  fommet  eft  au 
centre ,  a  pour  mefure  l'arc  compris  entre  fes  côtés  : 
mais  il  y  a  des  angles  dont  le  fommet  eft  à  la  circon- 
férence ;  il  y  en  a  d  autres  qui  ont  leur  fommet  hors  du 
cercle  :  enfin  il  y  en  a  dont  le  fommet  eft  dans  le  cer- 
cle, entre  le  cercle  &  la  circonférence. 

.  120.  Ceux  qui  ont  leur  fommet  à  la  circonférence  ; 
&  qui  font  formés  par  des  cordes  ,  font  appelles  angles 
inferits  :  tel  eft  l'angle  B  AD ,  Fig.  47  :  ceux  qui  ont  auffi 
leur  fommet  à  la  circonférence ,  &  qui  font  formés  par 
une  corde  &  par  une  tangente  >  comme  BAD  ,  G  AD , 
font  appelles  angle  du  fegment.  Fig.**; 

121.  On  entend  par  fegment  la  partie  du  cercle  termi- 
née par  une  corde  &  par  l'arc  foutenu  par  cette  corde  : 
tel  eft  Pefpace  ADF  contenu  entre  la  corde  AD  &  l'arc 
AFD.  Or,  toute  corde  qui  ne  pafle  pas  par  le  centre  , 
divifele  cercle  en  deux  fegments' inégaux  ,  dont  l'un  eft 
nomme  le  petit  fegment ,  comme  ADF»  &  l'autre  le  grand 
fegment ,  comme  ADE  ;  c'eft  pour  cela  que  l'angle  BAD 
eu  appelle  V angle  du  petit  fegment  ;  Se  l'autre  G  AD  , 
qui  eft  fupplément  du  premier,  eft  appelle  l'angle  du 
grand  fgmenet* 

121.  B.  L'angle  qu'on  nomme  inferit  >  comme  BAD  » 
Fig.  47.  eft  auffi  appelle  angle  dans  le  fegment,  parce 
que  fi  on  conçoit  une  corde  BD ,  qui  joigne  les  extré- 
mités des  deux  côtés  de  l'angle  inferit ,  elle  partagera 
le  cercle  en  deux  fegments ,  dans  l'un  defquels  eft  renfer- 
mé l'angle  inferit. 

Nous  déterminerons  dans  cet  abrégé  la  mefure  de 
ces  angles  fans  parler  de  celle  des  autres  qui  ont  leur 
IL  Partie.  D 
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fommet  en  dehors  ou  en  dedans  de  la  circonférerfce* 
Mais  avant  il  faut  établir  la  vérité  du  Lemme  fuivanc 
dont  nous  nous  fervirons  dans  la  démonftration  des  pro- 
portions fur  cette  matière. 

LEMME. 

123.  Lorfque  deux  parallèles  coupent  ou  touchent  une 
circonférence  ,  les  arcs  compris  de  part  &  d'autre  font 
égaux. 

Il  peut  arriver  trois  cas.  i°.  Que  les  deux  parallèles 
coupent  la  circonférence*  2°.  Qu'une  des  parallèles  cou- 
pe la  circonférence ,  &  que  l'autre  la  touche.  30.  Que 
les  deux  parallèles  touchent  la  circonférence  fans  la  cou- 
per. Or  dans  ces  trois  cas  les  arcs  compris  de  part  & 
d'autre  entre  les  deux  parallèles  font  égaux. 

Démonstration. 

Fig.45:  r°'  ^  *cs  deux  parallèles,  comme  GH  &  IK  coupent 
le  cercle  ,  les  arcs  GI  &  HIC  font  égaux  :  car  tirant  la 
ligne  EF  qui  pafle  par  le  centre  O ,  &  qui  foit  perpendi- 
culaire aux  deux  cordes  parallèles ,  le  grand  arc  IÊKeft 
coupé  en  deux  parties  égales  El  &  EK  (104.)  par  la 
même  raifon  l'arc  GEH  eft  coupé  en  deux  parties  éga- 
les EG  &  EH  ;  par  conféquent  fi  on  ôte  ces  deux  der- 
nières parties  des  deux  premières ,  fçavoir  ,  EG  de  El  » 
&  EH  de  EK. ,  les  relies  GI  &  HK  feront  égaux.  Ce  qu'il 
falloit  démontrer. 

?°.  Si  une  des  parallèles ,  comme  CD ,  touche  le 
cercle ,  &  que  l'autre ,  IK ,  le  coupe ,  les  deux  arcs  FI 
&  FK  compris  entre  ces  parallèles  font  égaux  :  car  li  la* 
ligne  EF  pafïè  par  le  centre,  &  qu'elle  foit  tirée  au 
point  de  contingence  F  ,  elle  fera  nécefTairement  (1 1  y) 
perpendiculaire  à  la  tangente:  par  conféquent  cette  li- 
gne EF  fera  auffi  perpendiculaire  à  l'autre  parallèle  IK 
(5^2)5  donc  cette  parallèle  IK  étant  une  corde,  l'arc 
IFK  qu'elle  foutient  eft  coupé  (104.;  en  deux  parties 


^ 
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agates,  <Jui  font  les  arcs  FI  &  FK  compris  entre  les  pa-Rg-45* 
ralleles. 

3°>  Si  les  deux  parallèles ,  comme  AB  &  CD  *  tou- 
chent le  cercle ,  les  deux  arcs  EG1F  &  EHKF  font  aufli 
égaux.  Pour  le  démontrer  >  je  tire  la  ligne  EF  qui  pafle 
par  le  centre ,  &  qui  foit  perpendiculaire  à  la  tangente 
CD  >  elle  fera  auffi  perpendiculaire  à  l'autre  tangente 
parallèle  AB(£a).  Or  la  ligne  EF  paflànt  pat  le  cen-> 
tre  ,  &  de  plus  étant  perpendiculaire  aux  tangentes 
AB  &  CD  il  faut  qu'elle  vienne  aboutir  aux  points  de 
contingence  E  &  F  de  ces  tangentes  (iij).  :  ainfi  la 
ligne  EF  qui  pafle  par  le  centre  %  &  qui  par  conféquenc 
eft  un  diamètre ,  aboutit  de  part  &  d'autre  au  point  de 
contingence  ;  donc  les  deux  arcs  compris  de  part  & 
d'autre  entre  les  parallèles  font  des  demi-circonféren- 
ces; donc  ces  arxs  font  égaux*  Ce  qu'il  fallait  dé- 
montrer. 

TfcioRBtofe  t  tt  Fondamental. 

1 24.  L'&ngle  înferit ,  ceft-à-dit* ,  quiafonfotnmet  à  U 
tirconférentt ,  £r  qui  eft  pris  par  deux  cordes ,  «  pour  tntfuri 
la  moitié  de  Varc  compris  entre  fis  côtés. 

Ce  Théorème  a  trois  cas  %  parce  qu'il  peut  .arriver 
ou  qu'un  des  côtés  pafle  par  le  centre  :  tel  eft  l'angle 
BAD ,  Fig»  46 ,  ou  que  le  centre  fe  trouve .  entre  les 
deux  côtés, comme  dansfe  Fig.47  *  Du  cn^n  ^ue  '* 
centre  foit  hors  de  l'angle  &  des  aeux  côtés ,  comme 
dans  la  Figè  48.  Il  faut  faire  voir  que  dans  ces  trois 
cas  l'angle  a  pour  mefure  la  moitié  de  l'arc  BD  fur  le* 
quel  il  eft  appuyé, 

DÉMOK*TRATîON. 

I.  Cas,  Si  le  côté  AB  de  l'angle  ABD  pafle  par  le  Rg.4& 
centre  C ,  tirez  par  ce  centre  la  ligne  EF  parallèle  à  l'aur 
tre  côté  AD ,  vous  aurez  les  deux  angles  BCF  &  BAD 
égaux  (90)  parce  que  les  lignes  EF  &  AD  font  paral- 
lèles* &  que  ces  deux  angles  font  du  même  côté  de  la 
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Fig.4&  fécante  AB ,  le  premier  extérieur  &  l'autre  intérieur. 
Or  l'angle  BCF  ayant  fon  fommet  au  centre ,  a  pouf 
mefure  Tare  BF  (42)  compris  entre  fes  côtés  :  donc 
l'angle  BAD ,  qui  lui  eft  égal ,  a  auffi  pour  fa  mefure  le 
même  arc  BF.  Il  refte  à  faire  voir  que  cet  arc  BF  eft  la 
moitié  de  BFD  ,en  voici  la  démonftration  :  Parc  BF  eft 
égal  à  l'arc  AE ,  parce  que  ces  deux  arcs  font  mefures 
d'angles  égaux  ,  (60) ,  fçavoir ,  BCF  &  ACE  qui  font 
oppofés  au  fommet.  Pareillement  l'arc  DF  eft  égal  au 
même  arc  AE  ,  puifqu'ils  font  compris  entre  parallèles  : 
donc  les  deux  arcs  BF  &  DF  font  égaux ,  donc  ils  font 
chacun  la  moitié  de  l'arc  entier  BFD.  Or  on  vient  de 
démontrer  que  l'arc  BF  eft  la  mefure  de  l'angle  BAD  ; 
ainfi  cet  angle  a  pour  mefure  la  moitié  de  l'arc  fur  le- 
quel il  eft  appuyé. 

Fig.47.  II.  Cas.  Si  le  centre  eft  entre  les  deux  côtés  de  fan* 
gle  BAD ,  il  faut  tirer  une  ligne  du  fommet  A  qui  paf- 
fe  par  le  centre  ;  elle  divifera  l'angle  BAD  en  deux  au- 
tres ;  fçavoir,  BAF  &  F  AD.  Or  le  premier  de  ces  an- 
gles a  pour  mefure  la  moicié  de  l'arc  BF ,  à  caufe  de  fou 
côté  ÂF  qui  pafle  par  le  centre  :  par  la  même  raifon 
l'autre  angle  FAD  a  pour  mefure  la  moitié  de  l'arc  FD  ; 
donc  l'angle  total  BAD  a  pour  mefure  la  moitié  de  BF 
&  la  moitié  de  FD  ;  c'eft-à-dire  la  moitié  de  l'arc  BD 
compris  entre  fes  côtés. 

Fig.48,     1  jj§  QASt  3^  je  centre  eft  hors  de  l'angle  &  des  deux 

côtés  ,  il  faut  tirer  du  fommet  une  ligne  telle  que  AF 

Îui  pafle  par  le  centre;  cette  ligne  formera  l'angle 
)  AF  qui  a  pour  fa  mefure  la  moitié  de  l'arc  FD  ,  ou  , 
ce  qui  eft  la  même  chofe ,  la  moitié  de  l'arc  FB ,  plus  la 
moitié  de  l'arc  BD.  Or  l'angle  F  AB ,  qui  eft  une  partie 
de  l'angle  total  DAF  ,  a  pour  mefure  la  moitié  de  l'arc 
FB ,  à  caufe  du  côté  AF  qui  pafle  par  le  centre  ;  par 
conséquent  l'angle  BAD  ,  qui  eft  l'autre  partie  de  l'an* 
/  gle  total ,  a  pour  mefure  la  moitié  de  BD  ;  autrement 

l'angle  total  DAF  n'auroit  pas  pour  mefure  la  moitié 
de  FB  plus  la  moitié  de  BD. 


M  la  Mesure  des  Angle?. 

Corollaire       I. 

12  f.  Tous  les  angles  infcrits,  comme  BAD ,  BED ]  Fig.49» 
BFD ,  appuyés  fur  le  même  arc  BD ,  font  égaux  ,  parce 
qu'ils  ont  tous  pour  mefure  la  moitié  de  cet  arc  fur  le- 
quel ils  font  appuyés. 

Corollaire     IL 

1  a6.  Un  angle ,  comme  BCD ,  qui  a  fon  fommet  au  Fig.5<* 
centre  &  qui  eft  appuyé  fur  le  même  arc  que  l'angle  in- 
fcrit  BAD ,  eft  le  double  de  cet  angle  infcrit  :  cela  pa- 
roit  évidemment ,  parce  que  l'angle  qui  a  fon  fommet 
au  centre ,  a  pour  mefure  l'arc  entier  BD  fur  lequel  il  eft 
appuyé;  au  lieu  que  l'angle  infcrit  n'a  pour  mefure  que 
la  moitié  du  même  arc.    * 

On  ne  doit  pas  être  furpris  fi  l'angle  BCD  eft  plus 
grand  que  l'angle  BAD ,  quoiqu'ils  foient  tous  les  deux 
appuyés  fur  le  même  arc  :  car  la  grandeur  d'un  angle 
dépend  de  l'ouverture  de  fes  côtés  (41).  Or  il  eft  vi- 
fible  que  l'ouverture  qui  eft  entre  les  côtés  du  premier 
angle  eft  plus  grande  que  celle  qui  eft  entre  les  côtés. 
du  fécond. 

Corollaire    III. 

127,  Un  angle  infcrit,  comme  BAD,  qui  eft  ap-Fig-jt. 
payé  fur  le  diamètre  BD ,  eft  droit  :  car  l'angle  ne  peut 

être  appuyé  fur  le  diamètre  BD ,  qu'il  ne  le  Toit  auflî  fur 
la  demi-circonférence.  Or  tout  angle  infcrit ,  appuyé 
fur  la  demi-circonférence ,  eft  droit ,  parce  qu'il  a  pour 
mefure  la  moitié  de  la  demi-circonférence  t  ou  la  quart 
de  la  circonférence 

Coeollaire    IV. 

1 28.  L'angle  infcrit  BAE ,  appuyé  fur  un  arc  pîus 
grand  que  la  demi- circonférence ,  eft  obtus  :  &  au  con- 
traire l'angle  BAF  appuyé  fur  un  arc  moindre'  que  hk 
demi-circonférence  a  eft  aigu  :  cela  eft  évident» 

D4 
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Th4orJj«k    IL 
Tif  .5*.      j  2p#  j^  ^fe  iu  figment ,  cmne  BÀD ,  a  pour  me- 
/ar*  la  moitié  de  l'arc  AFD  foutcnu  par  la  corde  AD. 

Démonstration. 

Soit  tirée  la  ligne  DE  parallèle  à  la  tangente  GAB  » 
les  deux  angles  alternes  BAD  &  ADE  font  égaux.  Or 
l'angle  infcrit  ADE  a  pour  mefure  ta  moitié  de  l'are  AE 
(1 24)  ;  donc  l'angle  BAD  a  aufli  pour  mefure  la  moitié 
du  même  arc  AE.  Or  les  deux  arcs  AFD  &  AE  font 
égaux  (1 23)  ;  à  caufe  des  parallèles  GAB  8c  DE  :  donc 
l'angle  BAD  a  pour  mefure  la  moitié  de  Tare  AFD. 

L'angle  du  grand  fegmentGAD,  qui  eft  fupplément 
du  premier ,  a  aufli  pour  mefure  la  moitié  de  l'arc  AED, 
foutenu  de  l'autre  côté  par  la  corde  AD  :  car  ces  deux 
aifgles  pris  enfemble  étant  égaux  à  deux  angles  droits 
(5-4.)  ont  pour  mefure  la  moitié  de  la  circonférence.  Or 
la  mefure  du  premier  angle  BAD  eft  la  moitié  de  Parc 
AFD  :  par  conféquent  l'autre  angle  GAD  a  pour  me- 
fure la  moitié  du  refte  de  la  circonférence ,  c'eft-à  dire» 
lu  moitié  dç  l^rç  AEDf 

Th£oa£me     III. 

Fig.jj.  130.  Un  angle,  comme  BAD  ,  formé  par  la  corde  AD 
&par  le  côté  AB  qui  eft  la  partie  de  la  corde  EA  prolongée 
hors  du  cercle ,  a  poux  mefure  la  moitié  de  lafommedes  ara 
AD  Qr  AJL  foutenus  par  les  cordes. 

D  i  M  O  N  S  T  U  T  I  O  N, 

L'angle  infcrit  EAD  Se  l'angle  BAD  pris  enfembU 
font  égaux  a  deux  angles  droits  (5*4.)  ;  par  conféquent 
ils  ont  pour  mefure  la  moitié  de  la  circonférence.  Or 
l'angle  infcrit  EAD  a  pour  mefure  la  moitié  de  l'arc  ED 
(124);  donc  le  fupplément  BAD  a  pour  mefure  la 
moitié  du  refte  de  la  circonférence ,  c'ou-à-dirc  »  la  moi* 
tié  de  la  Comme  des  arcs  AD  &  AÉ% 
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Problème    I. 

133.  D'un  point  donné,  comme  B ,  dans  la  circonférence,  Fig.6<x 
fircr  une  tangente.  • 

Tirez  un  rayon  au  point  B  ;  cnfuite  élevez  fur  l'ex- 
trémité de  ce  rayon^  la  perpendiculaire  AB ,  elle  fera.         # 
tangente  au  point  B  (1 12). 

ProblIme    IL 

134  D'un  point  donné ,  comme  A  ,  hors  dï  ladrconf^ 
rcnce  tirer  une  tangente. 

Tirez  une  ligne  du  point  A  au  centre  du  cercle  ;  cou- 
pez cette  ligne  par  te  milieu  »,  que  je  fuppofe  ,ëtre  le 
point  O  ;  après  quoi  du  point  O  comme  centre.,  &  do 
l'intervalle  OA  décrivez  une  circonférence ,  elle  cou* 
pcra  la  première  en  deux  points  :  â  du  point  A  on  tire 
une  ligne  à  un  des  points  d'interfeâion  .telle  que  la  ligne 
AB ,  elle  fera  tangente  au  cercle  donné, 

La  raifort  en  eft ,  que  fi  on  tire  le  rayon  CB  au  point 
tfinterfeâîon ,  on  aura  l'angle  ABC  appuyé  fur  le  dia- 
mètre du  cercle  qu'on  vient  de  décrire  ;  par  conféquent 
cet  angle  eft  droit  :  donc  la  ligne  AB  eft  perpendicu- 
laire far  l'extrémité  du  rayon  ;  donc  elle  eft  tangent» 
(112). 

DES  LIGNES  PROPORTIONNELLES. 

Il  ne  fera  peut-être  pas  inutile  de  répéter  quelque  cho- 
fe  de  ce  que  nous  avons  dit  dans  te  Traité  des  Raifons 
&  des  Proportions ,  afin  d'entendre  plus  facilement  les 
propofitions  fuivantes  fur  les  lignes  proportionnelles. 

135.  Une  raifon  ou  un  rapport  [il  s'agit  ici  de  la  rai* 
fon  géométrique  ]  eft  la  manière  dont  une  grandeur  en 
contient  une  autre  ;  par  exemple ,  la  railbn  d'une  ligne 
de  1 2  pieds  à  une  ligne  de  4.  pieds  eft  exprimée  par  3  » 
parce  que  la  première  ligne  contient  trois  fois  la  fé- 
conde, 

1 3  6.  Il  eft  évident  que  plus  l'antécédent  d'une  raifoa 
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eft  grand ,  le  conféquent  demeurant  le  même  ,  plus 
auffi  la  raifon  eft  grande  :  par  exemple ,  la  raifon  d'une 
ligne  de  douze  pieds  à  une  ligne  de  4  pieds  eft  plus 
grande  que  la  raifon  d'une  ligne  de  8  pieds  à  la  même 
ligne  de  4  pieds ,  parce  que  1 2  contient  plus  de  fois  4 , 
que  8  ne  contient  la  même  grandeur  4  :  au  contraire 
l'antécédent  demeurant  le  même  ,  la  raifon  eft  d'autant 
plus  petite  que  le  conféquent  eft  graqd  :  par  exemple  , 
la  raifon  de  1  y  à  5  eft  moindre  que  la  raifon  de  1  y  à 
3  ,  parce  que  1  j  contient  moins  de  fois  y  qu'il  ne  coq* 
tient  3. 

1 37.  Lia  raifon  de  deux  grandeurs  eft  égale  à  celle  de 
leurs  parties  femblables ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même , 
la  raifon  des  parties  femblables  eft  égale  à  celle  des  gran- 
deurs entières  :  par  exemple  >  la  raifon  de  2 y  à  20  eft 
égale  à  celle  de  100  à  80.  C'eft  ce  que  nous  avons  éta- 
bli dans  le  fîxieme  principe  fur  les  raifons* 

138.  Lorfque  deux  raifons  font  égales ,  elles  forment 
une  proportion  :  par  exemple ,  la  raifon  de  1 2  à  4  &ç 
celle  de  1  y  à  y  forment  une  proportion ,  parce  que  ces 
deux  raifons  font  égales.  Or  nous  avons  dit  qu'il  y  avoit 
trois  cas  où  les  raifons  font  égales  :  le  premier ,  quand 
chacun  des  antécédents  contient  fon  conféquent  exaâe- 
ment  ou  fans  refte  ,  &  le  même  nombre  de  fois ,  corn* 
me  dans  l'exemple  qu'on  vient  de  rapporter  :  le  fécond  » 
quand  chacun  des  antécédents  contient  l'aliquote  pa- 
reille de  fon  conféquent  fans  refte ,  &  le  même  nombre  de 
fois  :  par  exemple ,  la,  raifon  de  1 8  à  24  eft  égale  à  celle 
de  9  a  1 2  ,  parce  que  1 8  contient  autant  de  fois  6  .  que 
9  contient  3 .  Qr  6  &  3  font  des  aliquotes  pareilles  des 
conféquents  24  &  1 3  :  le  troifieme ,  quand  chacun  des 
$ntécédçnts  contient  également  l'aliauctte  pareille  de  fon 
conféquent ,  &  qu'il  y  a  des  reftes  des  antécédents  qui 
font  entr'eux  comme  les  aliquotes  pareilles  :  par  exem- 
ple ,  la  raifon  de  20  à  24  eft  égale  ^  celle  de  ia  à  îx , 
pa^ce  que  90  contient  autant  de  fois  6  ,  que  10  con- 
tient 3  *  &  d'ailleurs  les  refteç  dçs  antécédents ,  favqiç 
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? ,  &  I  ,  font  entPeux  comme  les  aliquotes  pareilles 

13 9.  Lorfqu'on  dit  que  plufieurs  grandeurs,  comme 
A ,  B ,  C ,  D ,  font  proportionnelles  à  autant  d'autres , 
telles  que  a ,  b ,  c ,  d ,  cela  fignifie  que  les  premières  font 
les  antécédents ,  &  les  autres  les  conféquents  de  raifon? 
égales  ,  enforte  que  A.a::B.b::C.c::D, d. 

S'il  n'y  a  que  deux  grandeurs  de  part  &  d'autre  , 
comme  A  &  B  d'un  côté >  a  &  b  de  l'autre ,  &  qu'on  di- 
fe  que  les  deujç  premières  font  proportionnelles  aux 
deux  fécondes  ,  on  entend  que  la  raiion  des  deux  pre- 
mières eft  égale  à  celle  des  deux  fécondes ,  c'eft-à-dire  ; 
ue  A  •  B  :  :  a  •  b  :  ou  que  les  deux  premières  grandeurs 
ont  les  antécédents  ;  enforte  que  A .  a  :  :  B .  b.  Cette  fé- 
conde proportion  n'eft  que  l'alterne  de  la  première. 

140.  Il  faut  encore  fe  fouvenir  que  deux  lignes  font 
réciproques  à  deux  autres ,  lorfque  les  deux  premières 
font  les  extrêmes  d'une  proportion  dont  les  deux  autres 
font  les  moyens. 

141.  Une  ligne  eft  divifée  en  moyenne  &  extrême 
raifon  lorfqu'elie  eft  partagée  en  deux  parties  inégales 
dont  la  plus  grande  eft  moyenne  proportionnelle  entre* 
la  ligne  entière  &  la  plus  petite  partie  ;  ainfi  BA  Fig. 

4  eft  divifée  en  moyenne  &  extrême  raifon  au  point  £  , 
ila  ligne  entière  BA  eft  à  la  grande  partie  EA ,  comme 
cette  grande  partie  EA  eft  à  la  petite  BE ,  enforte  qu'on 
a  la  proportion  BA.  E A  :  :  EA.  BE. 

142.  Une  ligne  eft  multipliée  Bar  une  autre  ,  lorfque 
l'on  prend  la  première  autant  de  fois  qu'il  y  a  de  points 
dans  l'autre  :  par  exemple ,  pour  multiplier  AC  par  CD 
F  Liv.  II ,  Fig.  20  ]  ,  il  faut  prendre  la  ligne  AC  autant 
de  fois  qu'il  y  a  de  points  dans  la  ligne  CE  ;  c'eft-à-dire  , 
que  pour  avoir  le  produit  de  AC  par  CD  ,  il  faut  con- 
cevoir qu'à  chaque  point  de  la  ligne  CD  >  on  a  élevé 
des  lignes  égales  &  parallèles  à  AC  ;  ce  qui  rempliroic 
fefpace  ACDB  ;  c'eft  pourquoi  le  produit  d'une  ligue 
Par  HM  autre ,  forme  un  reâangiç  ;   fiç  fi  ççs  dçu* 
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lignes  font  égales ,  le  rectangle  eft  un  quatre  »  comme 
dans  U  Fie.  21 ,  Liv.  II ,  où  le  côté  AB  eft  égal  à  la  bafe 
BC.  On  donnera  dans  le  fécond  Livre  les  définitions  de 
reâangle  &  de  quarré. 

143.  Remarquez  que  quand  on  conçoit  qu'une  ligne 
eft  multipliée  par  une  autre ,  on  fuppofe  que  la  pre- 
mière eft  perpendiculaire  à  la  féconde. 
fig.61.  144,  II  faut  obferver  pour  le  Théorème  fuivant  que 
fi  deux  lignes  ,  comme  EF  8c  GH  ,  comprîtes  dans  un 
efpace  parallèle  ,  font  coupées  par  des  parallèles ,  il  eft 
.  évident  qu'une  de  ces  lignes  fera  divifée  en  autant  de 
parties  que  l'autre  ;  Se  (Tune  des  lignes  eft  divifée  en 
parties  égales  entr'elles ,  l'autre  fera  aufli  divifée  en  au- 
tant de  parties  égales  entr'elles:  par  exemple ,  fi  EF  eft 
divifée  en  quatre  parties  égales  qu'on  peut  nommer  F , 
l'autre  ,  fçavoir  GH  ,  fera  pareillement  coupée  en  quatre 
punies  égales  entr'elles ,  qu'on  pent  uommer  S  ;  ainfî 
dans  cette  hypothefe  EF=<iF ,  Se  GH=4S.  De  même 
les  deux  lignes  AB  &  CD  étant  renfermées  dans  une 
«fpace  parallèle  ,  ri  AB  eft  coupée  par  des  parallèles  en 
trois  parties  égales ,  l'autre  ligne  CD  fera  aniE  coupée 
en  trois  parties  égales  entr'elles, 

TnàoKÎaK  I.   et  Fondamental. 

145".  Lorfque  deux  lignes  etmprifes  dans  une  efpace  pa- 
rallèle ,  font  autant  inclinées  que  deux  autres  lignes  enfer- 
mées dans  une  efpace  parallèle  ,  les  deux  premières  fou 
Branortionnelles  aux  deux  autres. 

ioient  les  deux  lignes  AB  &  GD  autant  inclinées  dans 
■  efpace  parallèle  que  les  deux  lignes  EF  &  GH  dans 
îur  ;  enforte  que  AB  Se  EF  foient  également  indi- 
s ,  &  que  CD  &  GH  foient  auffi  également  inclinées  : 
ut  prouver  que  AB.  EF:  :  CD.  GH  ,  ou  alternant, 
.CD::EF.  GH. 

D   é   M    ON*   T  RATION. 

iî  on  prend  fur  EF  la  partie  El  égale  à  AB ,  &  qu'or 
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tire  la  parallèle  IL,  l'efpace  parallèle  compris  entre  ÉGpig.^; 
&  IL  fera  égal  à  celui  qui  eft  entre  AC  &  BD  ;  par  con- 
féqjjent  on  aura  la  partie  GL  égale  à  laiigne  CD  ,  puif 
que  ces  deux  lignes  font  également  inclinée»  dans  ces 
efpaces.  Or  il  eft  clair  que  El  &  GL  font  des  parties 
femblables  des  lignes  EF  &  GH ,  c'eft-à-dire  ,  que  fi  £1 
eft ,  par  exemple ,  la  moitié  ou  les  trois  quarts  de  la  li- 
gne EF ,  GL  fera  auffi  la  moitié  ou  les  trois  quarts  de  la 
ligne  GH  :  car  la  ligne  IL  étant  parallèle  aux  autres  EG 
&  FH  ,  il  faut  qu'elle  divife  femblablement  EF  &  HG. 
Mais  d'ailleurs  les  parties  femblables  font  proportion- 
nelles aux  grandeurs  entières  (237).  Far  conféquent 
FI  •  GL  :  :  EF .  GH.  Donc  fi  à  la  place  des  parties  El  & 
GL ,  on  prend  les  lignes  AB  &  CD  qui  leur  font  égales  , 
on  aura  AB  *  CD  :  :  EF .  GH ,  oualternando,AB .  EF  :  : 
CD  •  GH  ;  ce  qu'il  falloit  démontrer. 

Voici  une  autre  démonftration ,  qui  paroîtra  peut* 
être  plus  rigoureufe  ,  mais  qui  eft  auffi  plus  difficile. 

Autre  Démonstration* 

Qu'on  fuppofe  la  ligne  EF  divifée  en  parties  égales  ; 
par  exemple  ,  en  quatre  dont  chacune  foit  nommée  P  : 
enfuite  qu'on  tire  des  parallèles  par  les  points  de  divi- 
iîon  ;  elles  couperont  la  ligne  GH  en  autant  de  parties 
-égales  entr'elles  (87),  quoiqu'inégales  aux  parties  de 
la  ligne  EF  :  chacune  des  parties  de  GH  foit  nommé© 
S  ;  ainfi  de  même  que  la  ligne  EF  fera  égale  à  quatre  P  , 
la  ligne  GH  fera  auffi  égale  à  quatre  S. 

Enfin  qu'on  prenne  une  des  Parties  P  du  conféquent 
EF ,  &  qu'on  voie  combien  de  fois  elle  eft  contenue 
dans  l'antécédent  entier  AB  ;  alors  on  connoîtra  qu'elle 
y  eft  contenue  exactement  un  certain  nombre  de  fois 
lans  refte ,  ou  bien  il  y  aura  quelque  refte. 

Suppofons  io;  qu'elle  y  eft  contenue  exactement ,  par 
exemple ,  trois  fois  fans  refte  ;  alors  tirant  des  parallèles 
par  les  points  de  divifîon  de  AB ,  la  ligne  CD  fera  pa- 
reillement diviféç  en  parties  égales  entr'elles,  &  aux 
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tif.6 1;  parties  de  la  ligne  GH ,  puifque  comme  AB  &  EF  font 
également  inclinées  ;  de  même  ces  deux  lignes  CD  Se 
GH  font  fuppofées  également  inclinées  ;  donc  la  ligne 
AB  fera  égale  à  trois  P ,  &  la  ligne  CD  égale  à  3  S  :  ainfi 
911  lieu  des  quatre  lignes  AB  »  EF  ,  CD  >  GH ,  Qn  aura 
3  P.  4P,  3  S ,  4s.  Or  il  eft  évident  que  la  proportion  3  P. 

3P: :38.4s.  eft  vraie,  puifque  les  aliquotes  pareilles 
es  conféquents ,  fçavoir  P  &  S  font  contenues  trois 
fois  chacune  dans  leur  antécédent  ;  ainfi  dans  ce  pre- 
mier cas ,  AB.  EF  ::  CD.  GH. 

2°.  Si  P  aliquote  de  EF  ,  quelque  petit  qu'il  foit , 

n'eft  pas  contenue  exactement  dans  l'antécédent  AB ,  & 

.     que  par  conféquent  S  aliquote  pareille  de  GH ,  ne  foie 

J)as  contenue  exactement  dans  l'antécédent  CD  ;  il  ne 
aide  pas  d'y  avoir  proportion ,  comme  dans  le  premier 
cas  ;  enforte  que  la  raifon  de  AB  à  EF  eft  égale  à  la  raifon 
de  CD  à  GH  :  car  fi  la  première  raifon  n'étoit  pas  égale 
*f   "       J       "    '     r    '         *  '      ;ra  J     ~ 

P« 
idre  que  celle  de  CD  à  GH  :  car  fi  elle  étoit  moindre ,  en 
ajoutant  quelque  chofe  à  l'antécédent  AB  (  ce  qui  aug- 


EF  plus  grande  que  celle  de  GD  à  GH.  Suppofons  que 
la  partie  ajoutée  que  je  nomme  X ,  foit  égale  ou  plus 
grande  que  la  centième  partie  P  de  EF  ;  je  dis  que  la 
raifon  de  AB  -h  X  à  EF  eft  plus  grande  que  celle  de 
CD  à  GH  :  car  l'aliquote  P  fera  contenue  un  certain , 
nombre  de  fois  dans  AB ,  par  exemple»  7 y  fois  avec  un 
petit  refte  moindre  que  P ,  &  l'aliquote  pareille  S  fera 
auflï  contenue  77  fois  dans  CD  avec. un  petit  refte 
moindre  que  S  :  mais  comme  on  a  ajouté  la  partie  X  éga^ 
le  à  P  ou  plus  grande  ;  cette  aliquote  P  de  EF  fera  conte- 
nue au  moins  7  6  {bis  dans  l'antécédent  AB  -H  X ,  au 
lieu  que  l'aliquote  pareille  S  de  GH  n'eft  pas  contenus 
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^f6  fois  dans  l'autre  antécédent  CD  ;  ainfi  laraifon  deFig.tfij 
AB-+-  X  à  EF  eft  plus  grande  que  celle  de  CD  à  GH* 
Donc  on  ne  peut  ajouter  à  AB  la  centième  partie  de 
EF  ou  une  autre  partie  plus  grande  que  cette  aliquote  » 
fans  rendre  la  railon  de  AB  à  EF  plus  grande  que  celle 
de  CD  à  GH.  Il  eft  évident  qu'on  peut  dire  la  mêmq 
chofe  de  la  millième  ,  de  la  millionième ,  de  la  cent- 
millionième  partie  de  EF ,  ainfi  de  fuite  à  l'infini.  On  ne 
peut  donc  augmenter  la  première  raifon  fans  la  rendre 
plus  grande  que  la  féconde  ;  &  par  conféquent  elle  n'eft 
pas  moindre  que  la  féconde. 

On  démontrera  de  la  même  manière  qu'on  ne  peut 
ôter  aucune  partie  de  AB ,  fans  rendre  raifon  de  AB 
à  EF  moindre  que  celle  de  CD  à  GH  ;  donc  la  première 
raifon  n'eft  pas  plus  grande  que  la  féconde  :  d'ailleurs 
elle  n'eft  pas  moindre ,  comme  on  vient  de  le  prouver  ; 
par  conféquent  elle  lui  eft  égale  :  ainfi  on  a  la  propor- 
tion comme  dans  le  premier  cas  »  AB .  EF  :  :  CD.  GH , 
ou  alternando  ,  AB.  CD  :  :  EF»  GH.  Ce  qu'il  falloit  dé- 
montrer. 

Remarquez  que  cette  démonftration  a  lieu ,  foit  que 
les  lignes  AB  &  EF  foient  perpendiculaires  dans  leurs 
efpaces ,  ou  qu'elles  foient  obliques  ,  pourvu  qu'elles 
le  foient  également. 

On  pourra  encore  voir  un  autre  démonftration  que 
nous  avons  renvoyée  à  la  fin,  dans  un  fupplément.  Elle 
fuppofe  deux  Théorèmes  que  nous  démontrerons  dans 
le  fécond  Livre. 

CoAOL   LAIRE* 

146.  Il  fuit  de  ce  Théorème  que  le  produit  des  li- 
gnes AB  &  GH  eft  égal  au  produit  des  deux  autres  EF. 
&  CD ,  parce  que  les  deux  premières  font  les  extrêmes , 
&  les  autres  font  les  moyens  d'une  proportion.  Ce  n'eft 
qu'une  application  du  Théorème  fondamental  de  l'éga- 
lité du  produit  des  extrêmes  au  produit  des  moyens  , 
qui  a  toujours  lieu  toutes  les  fois  que  quatre  lignes  font 
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proportionnelles.  Il  fuffîra  d'en  avoir  averti  ici,  Gui 
qu'il  foit  nécéflaire  de  le  répéter  ailleurs* 

Corollaire    II. 

*  •  147.  Si  deux  lignes ,  comme  AB  &  CD ,  comprifef 
entre  deux  lignes  parallèles ,  font  coupées  toutes  deux 
par  une  troifieme  parallèle  EF  ,  elles  feront  divifées  en 
parties  proportionnelles,  c'eft-à-dire,  que  AE.  EB:: 
CF.  FD.  Car  l'efpace  parallèle  total  eft  divifé  en  deux 
autres  par  là  ligne  EF.  Or  la  ligne  AE  eft  autant  incli- 
née dans  l'efpace  fupérieur ,  que  la  ligne  BE  l'eft  dans 
l'inférieur ,  parce  que  c'eft  la  même  ligne  prolongée.  . 
Par  la  même  raifon  les  deux  parties  CF  &  FD  font  auffi 
également  inclinées  chacune  dans  leur  efpace  ;  par  con- 
séquent, félon  le  Théorème  précédent,  AE.  EB:  :  CF. 
FD ,  ou  alternando  y  AE.  CF  :  :  ÉB.  FD. 

148.  On  pourroit  auûi  dire  que  les  deux  lignes  en- 
tières AB&  CD  font  proportionnelles  aux  parties  fu- 
périeures  AE  &  CF  ,  &  aux  parties  inférieures  EB  & 
FD.  Cela  fuit  évidemment  du  Théorème  ,  puifque  les 
deux  lignes  entières  AB  &  CD  font  autant  inclinées 
dans  leur  efpace ,  que  les  deux  parties ,  foit.  fupérieures  # 
foit  inférieures  ,  le  font  dans  le  leur.  On  a  donc  les  pro- 
portions AB.  AE  :  :  CD.  CF ,  &  AB.  EB  :  :  CD.  FD ,  ou 
bien  leurs  alternes. 

148.  B.  Afin  de  ne  fe  pas  tromper  dans  les  proportions 
que  1  on  déduit  dans  ce  Théorème  &  fes  Corollaires ,  ou 
dans  d'autres  proportions  qui   en   dépendent ,  il  faut 
toujours  comparer  deux  lignes  également  inclinées  , 
l'une  avec  l'autre  ;  enforte  que  l'une  foit  l'antécédent . 
&  l'autre  le  conféquent  de  là  première  raifon  ,  &  que 
deux  autres  lignes  qui  font  aulfi  également  inclinées 
(oient  l'antécédent  &  le  conféquent  de  la  féconde  rai- 
fon ;  par  exemple  dans  ce  fecoud  Corollaire  on  a  pris 
AE  &  EB  pour  les  deux  termes  de  la  première  raifon  , 
parce  que  la  première  de  ces  deux  lignes  eft  autant  in- 
clinée que  l'autre  :  enfuite  on  a  pris  CF  &  FD  pour  les 
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deux  termes  de  la  fcconde  raifon ,  parce  que  ces  deux  p.   g 
lignes  font  auflï  également  inclinées  :  on  peut  cependant 
prendre  les  proportions  alternas. 

Lorfque  l'on  choiCt  pour  les  deux  termes  d'une  rai* 
fon  des  lignes  également  inclinées  ,  il  faut  encore  pren- 
dre garde  que  l'antécédent  de  la  féconde  raifon  foit  tiré 
du  même  efpace  parallèle  que  celui  de  la  première  ; 
ainfi  on  ne  pourroit  pas  dire  que  dans  la  Figure  62  , 
AE.  EB  :  :  FD.  CF  ,  parce  que  FD  n'eft  pas  dans  le  mê- 
me efpace  parallèle  que  le  premier  antécédent  AE.  Il 
faut  pareillement  que  les  deux  conféquents  foient  dans 
le  même  efpace. 

C'OROUAIKE       II  I# 

149.  Si  deux  lignes  telles  que-FD  &  EB ,  compri-  -Fig.6^ 
fes  dans  un  efpace  parallèle  ,  fe  coupent ,  les  parties  de 
l'une  feront  proportionnelles  aux  parties  de  l'autre  ;  en- 
forte  qu'on  aura  la  proportion  AF.  AD  :  :  AE,  AB.  Car 
ayant  tiré  la  ligne  A  parallèle  aux  deux  autres  FE  & 
BÛ  ,  on  aura  deux  efpaces  parallèles  l'un  fupérieur , 
&  l'autre  inférieur.  Qr  la  ligne  AF  eft  autant  inclinée 
dans  fon  efpace  ,  que  AD  dans  le  fien  >  puifque  ce  font 
les  deux  parties  d'une  même  ligne.  Par  la  même  raifon 
les  deux  lignes  AE  &  AB  font  auflî  également  inclinées 
dans  les  mêmes  efpaces.  Par  conféquent  les  deux  pre- 
mières lignes  AF  &  AD  font  proportionnelles  aux  deux 
autres  AE&AB. 

1  jo.  On  peut  dire  auflï  que  les  deux  lignes  entietes 
FD  &  EB  font  proportionnelles  aux  parties  fupérieures 
AF  &  AE ,  &  aux  parties  inférieures  AD  &  AB.  Cela 
Tient  de  ce  que  chaque  ligne  entière  eft  autant  inclinée 
dans  l'efpace  total ,  que  la  partie  ,  foit  fuperieure ,  foit 
inférieure ,  l'eft  dans  le  fien. 

Corollaire     IV. 

1  yi.  Si  les  deux  côtés  d'un  angle  ,  comme  BAD.Fig.53. 
font  coupés  par  une  ligne ,  telle  que  EF  parallèle  à  la 


^4  E  t  V  B  I      HB    MTElt,  • 

baie  »  cfeft-  à-dire  ,  à  la  ligne  BD  tirée  d'un  côté  à  ï'ath 
«.  6  tre  >  les  deux  parties  d'un  côté  font  proportionnelles  aux 
*  *"  parties  de  l'autre  ;  enforte  que  ÀE.  EB  :  :  AF.  BD  :  car 
ayant  mené  par  le  point  A  une  parallèle  à  la  bafe  BD  > 
il  eft  clair  que  les  deux  lignes  AE  &  AF  font  autant  in- 
clinées dans  leur  efpace ,  que  EB  &  FD  le  font  dans 
le  leur  :  d'où  s'enfuit  la  proport.  AE  EB  :  :  Aï.  FD 
ou  alternando  %  AE.  AF  :  :  EB.  FD* 

IJ2.  On  peut  auffi,  comme  dans  le  fécond  Corol- 
laire ,  faire  voir  que  les  deux  côtés  AB  &  AD  t  font  pro- 
portionnels aux  parties  AE  &  AF ,  &  aux  parties  EB  & 
FD  ;  enforte  qu  on  a  les  proportions ,  AB.  AE  i  :  AD, 
AF ,  &  AB.  EB  :  2  AD.  FD ,  &  leurs  alternes* 

Corollaire     V» 

Kg.65.  x  JT5»  Si  deux  lignes ,  comme  AB  &  AC  ,  tirées  du 
même  point  A ,  font  autant  inclinées  fur  la  bafe  BC  , 
que  deux  autres  lignes  DE  &  DF  tirées  du  point  D  le 
font  fur  la  bafe  EF  ,  les  deux  premières  feront  propor- 
tionnelles aux  deux  autres  ,  enforte  qu'on  aura  la  pro- 
portion ,  AB.  DE  :  :  AC.  DF.  Car  fi  on  conçoit  par  les 
points  A  &  D  des  lignes  tirées  parallèlement  aux  bafes , 
on  aura  deux  efpaces  parallèles  ;  &  les  deux  lignes  AB 
&  AC  feront  autant  inclinées  dans  le  premier  efpace  » 
que  les  deux  lignes  DE  &  DF  le  font  dans  le  fécond  ;  8c 
par  conféquent  ces  quatre  lignes  feront  proportionnel- 
les. C'eft  par  ce  Corollaire  qu'on  démontrera  dans  la 
fuite  que  quand  les  angles  d'un  triangle  font  égaux  aux 
angles  d'un  autre  >  les  côtés  du  premier  triangle  font 

Proportionnels  aux  côtés  du  fécond.  C'eft  un  des  plus 
eaux  Théorèmes  de  toute  la  Géométrie. 

Corollaire     VI. 

■ 

Fig.66.  1  y^#  Si  un  angle ,  comme  BAC ,  a  deux  baies  pa- 
rallèles BC ,  EF ,  elles  feront  proportionnelles  aux 
côtés  correfpondants  relatifs  à  ces  baies ,  fçavoir  AB  & 

AE  ;  enforte  qu'on  aura  la  proportion ,  BC.EF:  :  AB.  AE. 

Pour 
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Pour  le  démontrer  il  n'y  a  qd'à  concevoir  des  lignes  ti-  Fig-6& 
rées  par  le  point  fi  &  par  le  point  £  qui  foient  parallèles 
au  côté  ÀC  ;  ces  lignes  formeront  deux  efpaces  paral- 
lèles, un  grand  &  un  petit;  le  grand  compris  encre  AC 
&  la  ligne  ponduée  B  ,  renferme  les  lignes  AB  &  BC  t 
&  le  petit  compris  entse  AC  &  la  ligne  ponéhxée  £ , 
renferme  les  lignes  AE  &  EF.  Or  la  bafe  BC  eft  autant 
inclinée  dans  le  grand  efpace  que  EF  dans  le  petit ,  puis- 
que ces  deux  bafes  font  parallèles  :  de  même  AB  eft 
autant  inclinée  dans  le  premier  efpace  que  AE*  dans  le 
fécond  ;  parce  que  ç'eft  la  même  ligne  prolongée,  d'où 
fuit  la  proportion ,  BC.  EF  :  :  ÀB.  AE ,  pu  bien  eo  corn* 
mençant  par  les  côtés  A3  &  AE ,  AB.  AE::  BC.  EF  , 
&  invcrtendo ,  AE.  AB  :  :  EF.  BC. 

x  y  y.  On  démontreroit  de  la  même  manière  que  les 
bafes  font  proportionnelles  aux  côtés  AC  &  AF  ,  en 
concevant  des  parallèles  au  côté  AC  tirées  pat  le  point 
C  &  par  le  poirit  Fw 

i  $6.  On  truovè  les  mêmes  proportions  dans,  la  6g.  Fig.6?. 
6j  qui  n'eft  différente  de  la  précédante  ,  qu'en  ce  que 
les  deux  bafes  parallèles  ne  font  pas  du  même  côté  du 
point  A;  l'une  étant  au-deffus  &  l'autre  au-deflbui  de 
c*  point. 

Corollaire    VII. 

if7.  Si  un  artgtfe  comme  BAD ,  a  deux  bafes  parai-  Fig.tfs. 
leles  BD  &  EG  ,  &:  que  du  fommet  de  l'angle  on  tire 
une  ligne  qui  coupe  les  deux  bafes  >  lès  parties  de  l'une 
feront  proportionnelles»  aux  parties.de  l'autre;  c'eft-àr 
dire ,  qu'on  aura  la  proportion  BC.  EF  :  :  CD.  FG.  Car 
par  le  Corollaire  précédent  v  BC.  EF  :  :  AC.  AF.  &  de 
même ,  CD.  FG  :  :  AC.  AF,  Voilà  donc  deux  raifons  5 
fçavoir  celle  de  BC  à  EF ,  &  celle  de  CD  à  FG  ,  qui 
font  égales  chacune  à  la  raifon  de  AC  à  AF  ;  don* 
ces  deux  raifons  font  égales  entr*elles  :  ce  qui  fait  la 
proportion ,  BC^  EF  :  :  CD;„  FG  ,  &  a\tttiwi&o  , 
JBC.  CD  ::  ES.  FG.  d'où. il  fuit  que   fi  une  ..bafe 

IL  Partie.  E 
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eft  coupée  en  partiel  égales ♦  l'autre  Feft  pareillement. 
Fig.ty.  1  j8.  Ce  que  nous  avons  dit  fur  la  fig.  69  ,  peut  être 
appliqué  à  la  fig.  69.  ,  qui  ne  ditfere  de  la  précédente 
qu  en  ce  que  les  deux  bafe*  parallèles  ne  (ont  pas  du 
même  coté  du  point  A. 

1 5*9.  Si  du,  fommet  de  l'angle  qui  a  deux  bafes  parai* 
leles ,  on  tirait  plusieurs  lignes  qui  coupaflent  (es  bafes , 
toutes  les  parties  de  Vunm  fer  oient  proportionnelles  aux 

Earties  correfpondantes  de  l'autre  >  par  exemple ,  dans 
1  fig,  77.  CE  eft  à  ag  »  comme  EF  eft  à  gh ,  &  comme 
FD  eft  à  hb. 

160.  Remarques  que  fi  deux  angles  qui  font  fur  une 
hafe  font  égaux  à  deux  angles  qui  font  fur  une  autre 
bafe  chacun  à  chacun  »  les  cotés  de  la  première  be(e  fe- 
ront autant  incliné*  fur  eUe  que  le*  deux  autres  cotés  le 
Fig. 65.  font  fur  la  féconde  bafe  ;  par  exemple»  dans  la  fig,  6$  • 
fi  les  angles  B  &  C  formes  fur  la  bafe  BC  fout  égaux 
aux  deux  angles  £  &  F  formés  fur  la  bafe  £F ,  chacun  à 
chacun ,  c'eft  àrdire ,  l'angle  B  égal  à  l'angle  E  ;  Oc  l'an- 
gle C  égal  à  l'angle  F ,  pour  lors  les  côtés  ÀB  &  AC  fe- 
ront autant  inclinés  fur  la  bafe  BC  »  quoits  ligues  J>E  Se 
DF  le  (ont  fur  b  bafe  EF.  Cela  vient  de  c&qoe  la  gran- 
deur des  angles  dépend  de  ffnclinaifon  des  lignes.  Cette 
remarque  fera  d? ufege  dans,  U  fuite. 

Cor  o  l  l  a  i  r  s    VIII- 

Fig.70.  I<^1,  Si  un  ans'c  comme  BAD  ,  eft  divifé  en  deux 
parties  égales  par  la  ligne  AC ,  elle  coupera  la  bafe  BD 
ert  deux  parties  proportionnelles  aux  càxés  de  l'angle; 
enforte  qu'on  aura  la  proportion  BC.  DC  :  :  B  A*  DA  : 
car  fi  on  conçoit  les  lignes  tirées  par  Je  point  B  (fc  par 
le  point  D  parallèles  à  là  ligne  AC ,  on  aura  deux  efpeces 
parallèles ,  dans  un  desquels  font  renfermées  les  lignes 
BC&BA,  &  dansPautre  DC&  DA.  Or  la  ligne  BC 
eft  autant  inclinée  dans  fon  efpace,  que  la  ligne  DC 
dan* -le  fien,  puisque  ç'éft  Ja  même  ligna  continuée; 


pareillement  la  ligne  BAcft  autant  inclinée  <foAs  le  pre-  ftg.?Ck 
micr  eipace  >  que  la  ligne  DA  dans  ld  fecojtfl  >'  parce 
que  l'angle  BAC  eft  épi  pur  l*hy  porhefe  à  iWle  PAC } 
on  aura  donc  par  le  Théorpme  fondamental  u  propor- 
tion BC  DC  ;  ;  B  A.  DA  *  ou  eft  commptiçant  la  pfopois 
Ûon  par  les  cotés  BA.  DA  :  :  BC.  DÇ. 

i^2«  Remarquez  que  fi  les  deux  côtés  BÀ,  t).A*  de 
l'angle  BAD  font  égaux ,  les  deux  parties  de  ta  bàfe  cou 
pée  par  la  ligne  AC  font  égales.  Cela  (kit  de  la  propor- 
tion >  BA.  DA:  :  BC.  DC ,  qu'on  vient  de  prouver  dan* 
ce  Corollaire. En  général  lorfque  les  deux  premiers  ter» 
mes  d'une  proportion  font  égaux ,  les  deux  derniers  (ont 
auflî  égaux  enti'eux.  Pareillement  fi  les  deux  antécédent 
(ont  égaux ,  les  conféquens  font  égaux  entr'ei$  ;  récipro  * 

Juement  fi  les  deux  con&quens  (ont  égaux ,  les  amécé* 
eus  le  font  auflî  :  car  fans  cela  le  premier  terme  ne  fe- 
roit  pas  au  fécond  comme  le  troifieme  eft  au  quatrième; 
ainfi  il  n'y  aurott  pas  de  proportion.  On  peut  appliquer 
cette  remarque  au  fécond ,  ttoîfieme ,  quatrième ,  cin- 
quième >  fixieme  Ht  feptieme  Corollaire* 

Th^orUi     II. 

16 3 ..Lorfque  deux  cordes  £un  cercle  fe  tpupent ,  tes  ffojf 
parties  ie  Vuneftmt  réciproques  aux  parties  de  fttutte. 

Soient  les  dieux  cordes  AF  &  DE  qui  fç  coupent  au 
point  B  :  les  deux  parties'B A  &  BF  de  la  première  font 
réciproques  aux  parties  :BE  &  BD  de  U  fçcQfrie  ;  c^ft* 
attire,  que  BA.B£;xBjXBF. 

DéHOkltRAttOKê 

Si  Ton  tire  les  deux  lignes  AD  Se  JtF ,  les, angles  DAP 
te  DEF  feront  égaux»»  parce  qu'ils  fon;  appuyés  fur  la 
grêmcrctcDF  :  de  même  les  angles  ADE  &  AFE  font  auflî 
égaux ,  étant  appuyés  for  le  même  arc  AE  ;  ainfi  en  nom* 
mant  les  angles  par  une  feule  lettre ,  les  deuft  angles  A 
&  D  qui  font  fur  la  bafe  AD  font  égai*x  aux  deux  autres 
£  &  F  qui  font  fur  la  bafe  EF  chacun  à  chacun .  Or  la  graa* 

£  ij 


Fig.?*' 
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deur  desangles  dépend  de  Pinclinaifon  des  lignes  (ï6oJt 
pa*  conféquent  les  deux  lignes  BA  &  BD  tirées  du  point 
B  >  font  autant  inclinées  fiir  la  bafe  AD,  que  les  deiùc' 
lignes  :flE  &  BF  tirées  du  même  point,  le  font  fur  la 
bafe  E#  :  on  aura  donc ,  fuïvant  le  cinquième  Corollaire 
(*J3)  >  k  proportion ,  BA.'  BE  :  :  BD.  BF.  Ce  qu'il  feU 

loit  démontrer  ' 

.   ■. .  •  •  •. 

C  O  .R  O  L   L   A  I   *  K       I. 

I  £4.  Si  une  des  cordes  comme  AF,  étoit  diamètre ,  & 
qu'elle  fut  perpendiculaire  à  l'autre  corde,  la  partie  BE' 
Ou  BD  de  cette  féconde  corde" ferbit  moyenne  propor- 
tionnelle entre  les  parties  B  A  &  BP  du  diamètre  :  car j>ar 
leThéôrêrrie';  BA.  BE  :  :  BD.  BF.  Or  par  Phypothefe  la 
ligne  AF  baffe  par  le  centre ,  8ç  de  plus  èfle  eft  péjpenf 
dic;ulaire  à  la  corde  DE;  par  conféquçnt  dette  corde  eft 
coupée  efrt  dféux parties  égales,  (103)  fçavoir,  BE  &7BD;! 
donc  on  peutc;rfiettre  BE  à  la  place  de  BD  dàn^'  la  pro- 
portion précédente  ,&  on  aura  BA.  BE  :  :  BE.BF*  ainfi 
lorfqu'un  diamètre  eft  perpendiculaire  à  une  cordé ,  où 
ce  qui  revient  aîi  même ,  lorfqu'une  corde  eft  perpendi* 
culaire  auxliarpetre  r  la  moitié  de  cette  corde  eft  moyen* 
ne  proportionnelle  entre  les  deux  parties  du  diamètre*. 

,C  O  R  O    JL  L  A  I  R  E      IL 

îifyi  Oh -peut  conclure  de-là,  que  fitPun  point  de 
la  circonférence  d'un  cercle  on  tire  une  perpendiculaire  » 
comme  EB  fur,le,diametre}AF,  elle  fera  moyenne  pro- 
portionnelle entre  les  deux  parties  BA  BF  du  diamètre: 
car  cette  perpendiculaire  eu  la  moitié  d'une  cdrde  per- 
pendiculaire au  diamètre  ;  par  confisquent  elle  eft  moyen* 
ne  proportionnelle  entre  les  deux  parties  du  diamètre* 
C'eft  une  propriété  remarquable  du  cercle. 

Théorème    III. 

i56.  Deux  fécantes' extérieures  étant  tirées  dumimt 


des  Lignes  tboportionnelms.  6f 

point  &  prolongées  jufquà  la  partie  concave  de  la  rixcon- 
fértnce,  une  fécante  entière  &* fa  partie  hors  du  cercle  font 
réciproques  à  Vautre  fécante  entière  &  à  fa  partie  hors  du 
*crcU* 

Soient  les  fécantes  extérieures  BA  &  BD  tirées  du  F'S-73« 
même  point  B  ,  &  prolongées  ju (qu'en  A  &  D  :  il  faut 
prouver  que  la  fécante  BA  &  fa  partie  extérieure  BE  font 
réciproques  à  l'autre  fécante  BD  &  à  fa  partie  extérieure 
BF  ;  c'eft- à-dire ,  que  BA.  BD  :  :  BF.  BE.  On  peut  auffî 
«xprinjer  cette  proportion ,  en  difant  que  les  deux  fé- 
K€*ntes.extérbeunsfont  entr  elles  réciproquement  comme  leurs 
ftrties  hors  du  cercle. 

Démonstration1. 

Ayant  mené  les  cordes  AF  &  DE ,  les  angles  p  &  o  ou 

"AFÔ  &  AED  font  égaux  ,  parce  qu'ils  (ont  appuyés  fur 

le  même  arc  AD  ;  il  faut  donc  que  leurs  fupplémens  s 

&  r  ou  BFA  &BED  foient  auûi  égaux.  Pareillement  les 

angles  A  &  D  font  égaux ,  puifqu'its  font  appuyés  fur 

le  même  arc  EF;ainii  les  angles  A  &  s  formés  fur  la  bafe 

\AF  font  égaux  aux  angles  D  r  formés  fur  Ta  bafe  DE  ; 

.donc  Us  lignes  BA  &  BF  tirées  du  paint/B  i  font  aur 

"tant  inclinées  fiir  la  bafé  ÀF ,  que  les  lignes  BD  &  BE 

tirées  du  même  point  le  font  fur  la  bafe  DE  (ï  60)  ;  donc 

par  le  cinquième  CotoWaire  Mu  pretftier  Théorème  » 

oji  cura  la  proportion ,  BA,  BDr^Bp.  BJE.  Ccfu'il 

Jalloit  démontrer,  > 

1  .    '  ''     '  C  O  ROL.LÀ  1  RK      î. 

i  6j.  Sî  une  tangente  %  comme  BD  ,.&c  la  fécante  BA  Fig.7$- 
font  tirées  du  même  point  -B<>  La  tangente  fera  moyenne 
}>roportiQDnelle' entrera  fécante  BA  &  fa  partie  exté- 
j-ieijre  -BE."  Pour  entendre  la  raifoa  de  ce  Corollaire ,  il 
Faut  recourir  à  la  figure  du  Théorème,  &  concevoir 
que  la  ligne  JBA  demeurant  immobile  ,  on  en  éloigne  le 
côté  BD ,  en  le  faifant  tourner  autour  du  point  B  :  il 
t^,.&çU.e:.d,ipp.erçwoir.  que. dans  cette,  hypothefe  le& 

E  Ui 
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Fif  •?*.  points  D  &  F  s'approchent  l'un  de  l'autre ,  la  propor* 
tion  du  Théorème  demeurant  toujours  vraie.  Or  dan» 
l'inftant  que  la  ligne  BD  devient  tangente,  le  point  D 
&  le  point  F  fe  confondent ,  &  la  ligne  BF  devient 
égale  a  BD;  on  4  donc  pour  lors  cette  proportion  BA. 
BD  :  2  BF  ou  BD,  BË. 

Voici  une  féconde  démonftration  plus  géométrique 
9c  toute  femblable  à  celle  du  Théorème. 

Ayant  tiré  les  cordes  ÀF  &  DE,  Panglé  du  grand  fer- 
ment BDA  ou  BFA  a  pour  mefure  la  moitié  de  Parc 
DE  A  foutenu  par  la  cowe  AD  (129).  Or  £*£gfe  BED 
a  auflï  pour  fa  mefure  la  moitié  du  mémeârc  DEA(ï30)» 
ainfî  les  deux  angles  BFA  &  BED  font  égaux  entr'eux. 
Pareillement  l'angle  A  &  l'angle  du  petit  tegment  HDE 
font  égaux  parce  qu'ils  ont  pour  mefure  la  moitié  de  Tare 
DE  Ou  FE  ;  ainfi ,  comme  dans  la  démonftration  dû 
.Théorème ,  lés  deux  angles  A  &  BFA  formé*  fur  la  bafe 
AF  font  éjraux  aux  angles  BED  &  BDE  formés  fur  la 
bafe  DE  ;  donc  fes  lignes  B  A  &  BF  ou  BD  font  autant 
Inclinées  fur  la  bafe  AF ,  que  les  lignes  BD  &  BE  le 
font  fur  la  bafe  DE  ;  par  conféquent  on  aura  la  pro- 
portion ,  BA.  BD  :  :  BF  ou  BD.  BE.  Ce  qu'U  fcllofc 
«montrer. 

CôlOLlAlU    IL 

ï£8.  Si  la  partie  intérieure  EA  de  la  fécante  BA  eft 
égale  à  la  tangente ,  cette  fécante  fera  divifée  en  moyen- 
ne &  extrême  *aifon  au  point  E,  c*eft-à-dire  qu'on 
.  jura  la  proportion ,  BA,  EA  :  :  EA  BE  î  car  par  Iq 
Corollaire  précédent  on  a ,  BA.  BD  :  5  BD.  BE  ;  donc 
mettant  EA  à  la  place  de  BD  qui  lui  eft  fuppofée  égale , 
h*  proportion  fera  BA.  EA::  EA.  BË;donc  la  fé- 
cante fer*  diyifçç  çq  «xoyennQ  &  extrêmç  r^ifoo  *u 
point  E,  *  ' 

ï£p%  EA  étant  toujours  ûappoféç  égaie  k  h  t**gentm 
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BD ,  fi  on  prend  BG  égale  à  la  partie  BE  de  la  fé-  Fl*7* 
cante  »  la  tangente  fera  divifée  en  moyenne  &  extrê- 
me raifon  an  point  G  :  eaibrte  qu'on  aura  la  propor* 
non  BD#  BG  :  :  BG»  GD  *  car  puifque  la  partie  inté- 
rieure EA  de  la  fécante  eft  égale  à  la  tafcgente,  l'on  4 
déjà  BA.  EA  :  :  EA.  BE.  Donc  dividende ,  B A.  -  EA. 
EA::EA— BE.BE,  Or  BA~EA=±BE;  &  par  la 
conftruâîon  BEtaBG.  Far  cofrféqueot  on  aura  BG, 
EA  :  :  EA  -  BG.  BG ,  D'ailleurs  par  rhypothefe  E  A  S 
BD.  Donc  BG.  BD  :  :  BD  —  BG.  BG.  Or  BD  —  BG=* 
GD.  Ainti  la  dernière  proportion  fe  réduit  à  celle-ci 
BG.  BD::GD*BG,  ou  bien  inverunio,  BD.  BG:t 
BG.  GD. 

Si  on  veut  retenir  cette  démonftration ,  il  faut  pren- 
dre garde  qu'elle  dépend  du  changement  appelle  divh* 
iendo  &  de  la  fubftitution  de  certaines  lignes  à  la  plaça 
d'autres  qui  (ont  égales  à  celles  que  l'on  fubftitue. 

On  peut  aufli  couper  la  tangente  BD  en  moyenne  & 
extrême  raifon  d'une'  àutîe  sttafiiere,  en  tirant  la  ligne 
Ert  parallèle  à  AD  t  car  pour  lor*  à  Cattfe  des  paral- 
lèles AD  &  EH  le  rapport  de  BH  à  HD  fera  égal 
(15-1)  à  celui  de  BE  à  fi  A.  Am(i  puifque  la  fécant* 
BA  eft  divifée  en  moyenne  &  extrême  raifon  au 
point  E,  la  tangente  BD  eft  paretHemsiit  divifét  en 
moyenne  &  extrême  raifon  au  point  H ,  enforte  qu* 
BD.  HD::HD.  BH. 

Problème    I. 

1 70.  Trois  lignes ,  comme  A ,  B ,  C ,  étant  ièmks  t  *%.?£ 
trouver  une  quatrième  proportionnelle  D« 

Tirez  deux  lignes  indéfinies  telles  que  EH  &  Et  qui 
fàfleat  tel  angle  qifîl  vous  plaira  ;  prenez  fur  une  de  ce» 
lignes  la  partie  Er  égale  à  la  ligne  donnée  A»  &  fur  Pau* 
tr e  la  partie  Eu  égale  à  fe  fetoûde  ligne  B  ;  tirez  la  fi- 
gne  FG  ;  prenez  enfuite  fuï  la  ligne  EF  prolongée  tant: 
qu'il  fera  befoin  ,  h  partie  ¥H  égale  1  h  eroUieme  fi^ 


j2  Livre     r  k  ï  m  r  e  k, 

Pi*-75-gne  C  qui  eft  donnée,  &  tirez  HK  parallèle  [à  FG ,  la 
ligne  GK  renfermée  entre  les  deux  parallèles  FG  &  HIC 
fera  la  quatrième  proportionnelle  cherchée  :  car  à  caufe 
des  parallèles  FG  >  HK. ,  on  a  la  proportion  (  iji  ) 
EF.  EG  :  :  FH.  GK,  ou  bien  A.  B  :  :  C.  D. 

1 70  fi.  Remarque.  Quand  on  opère  fur  le  terrein  & 
que  les  lignes  données  contiennent  plufïeurs  toifes ,  il 
faut  fe  fervir  de  l'arithmétique  en  faifant  la  règle  de 
trois.  Far  exemple  >  fi  les  trois  lignes  données  font  12, 
1 5*  &  20  toifes  ,  on  multipliera  les  deux  nombres  1 5*  & 
20  l'un  par  l'autre ,  &  on  divifera  le  produit  3  OQ  par 
12,  le  quotient  25*  fera  la  quatrième  ligne  cherchée. 
Avant  le  calcul  il  eft  bon  de  réduire  les  trois  nombres 
qui  expriment  les  lignes  à  une  plus  petite  efpece,  par 
exemple ,  à  des  pouces ,  fur-tout  quand  quelqu'une  (les 
trois, lignes  contient  des  pouces  outre  les  toifes*  Cette 
remarque  a  auffi  lieu  pour  le  problème  fuivant* 

P  R  O   B   l*  B   M   Kt      II. 

171,  Deux  lignes ,  tomme  A  fr  B,  étant  données , 
trouver  une  troifieme  proportionnelle  que  nous  nommerons 
encore  B  ;  enforte  quan  ait  U  proportion  A»  B  :  :  B.  P. 

CeProblêipe  fe  réfout  de  la  même  manière  que  le  pre 
mier ,  avec  cette  différence  qqe  la  troifieme  ligne  FH  d* 
la  figure  7  y ,  doit  être  égale  à  la  féconde  EG  :  &  alors 
la  ligne  GK  comprife  entre  les  deipc  parallèles  çft  la  troi- 
fieme proportionnelle  cherchée. 
Fig.7&  172.  Deux  lignes  %  wmme  A  &  C  »  étant  données  % 
trouver  une  moyenne  proportionnelle  entre  cçs  deux  ligna 
4<?nnçes< 

Problème    III. 

Tire?  uqe  ligne  indéfinie  telle  que  DF  ,  fur  laquelle 
prenez  DG  égale  à  la  ligne  donnée  A.  &  la  ligne  GF 
pgale  à  h  Ugnç  donnée  Q  ;  divifez  la  fomme  DF  en 
lieux  également  au  point  O ,  &  de  ce  même  point  com- 
jnç  centre ,  &  de  l'intervalle  QD ,  décevez  ux\  ceççfe} 


Des  Lignes  frofortîojjotixej.      ^   '  7?,  m 

C«fuite  du  point  G  élevez  la  perpendiculaire  GE  jufqu'à  Fi£-7'» 
Ta  circonférence  :  elle  fera  la  moyenne  proportionnelle.' 
cherchée  eptrç  A  &  C, 

C'eft  une  fuite  évidente  du  fççond  Corollaire  (  l6f), 
du  Théorème  fecond. 

172  B.  Remarque,  II  faut  réfoudre  ce  Problème  patj 
fArithmétique  lorfque  Ton  opère  fur  le  terrein  ,  &\que, 
les  deux  lignes  données  contiennent  pluGeur?  toïies.' 

Pour  cet  effet  on  multipliera  l'un  par  l'autre  les  deux 
pombres qui  expriment  les  toifçs,  ou  le$  pieds,  ou  le*  ' 
pouces,  &£•  des  lignes  données,  &  on  tirera  lp.  racine 
quarrée  du  produit:  cette  racine  fera  la  moyenne  pro- 
portionnelle qu'on  cherche  (  arith,  Liv.  IL  art,  42.  )  On 
peut  ai}(îî  employer  la  même  méthode  fur  le  papier  , 
pourvu  qu'on  ait  une  échelle  des  parties  égales,  ç'eft-à- 
dire ,  une  ligne  divifée  en  parties  égales  ;  il  y  a  une 
échelle  de  cette  farte  fur  le  compas  ^e  .proportion  qui  fe 
trouve  dans  les  étuis  de  Mathématiques. 

Il  eft  yr^i  que  I3  racine  qu'oq  tire  p'eft  prçfçjue  jatpais 
•xââe ,  mais  on  approche  tant  qu'on  veut  de  la  véritable  ! 
foit  par  la  méthope  de  l'approximation  des  racines,  foit  eh 
réduifant  à  de  très-  pptites  efpeces  les  toifes  ou  les  pied? 
que  contiennent  \ç$  deux  lignes  piifes  fur  le  jeijseip. 

* 

Pip.U^MB,     IV, 

•     -     •       • 

17.3.  Vivifer  \tn$  ligne  dqnnfr  en  deux  parties  /em  Jï#- Fig.77, 
frles  ou  proportionnelles  4  celles  d'une  autre  ligne  donn-e* 

Soit  la  ligne  CD  diyifçe  en  troi?  parties;,  fçavoir. 
CE,  ÊF,  FI)s  foit  suffi  donnée  la  ligne  droite  AB  qu'if 
fautdivlfer  en  parties  femblables  à  celles  de  CD.  Tire? 
la  ligfie  ab  égale  à,AB  &  parallèle  à  CD  ;  enfuitepar 
les  extrémités  dç  la  ligne  do.npée  CD ,  §c  celles  de  I3 
parallèle  ab,  tq-çfc  deux  lignes  .  le%ielle$  iront /c  reri- 
.contrer  dans  un  point  comme  |Ç ":  enfin  menez  de  ce 
point  K  des  lignes  droites  aujc  ppints  de  divifions,  de  la 
îjgnç  çfonQe'e  ÇU  \  elles  coupero^  la  par^Ilçle  cgalç  f 


ft 


£  f  V  *  S      *  ft  S  tt  1  £  R, 

en  parties  proportionnelle*  oufembtables  à  celles  de 
la  ligne  donnée  CD. 

Cette  pratique  a  été  démontrée  dans  le  feptieme  Co- 
rollaire (ifp)  du  premier  Théorème. 

174.  On  peut  par  ce  Problème  divifer  une  ligne  don- 
née en  tant  de  parties  égales  qu'on  voudra  ;  fuppofons  > 
par  exemple ,  qu'on  veuille  divifer  la  ligne  AB  en  cinq 
parties  égales ,  il  faut  tirer  une  ligne  droite  indéfinie , 
Xig  j^,  telles  que  MN ,  fur  laquelle  vous  prendrez  avec  le  com- 
pas cinq  parties  égales  de  quelle  grandeur  vous  vou- 
drez ,  telles  que  MC ,  CD ,  DE ,  EF ,  FG  ;  enfuite  vous 
tirerez  la  ligne  ab  égale  à  AB  qui  foit  parallèle  à  la  ligne 
indéfinie  MN  ;  &  faites  le  refte  comme  dans  le  Pro- 
blème, Il  eft  évident  que  la  ligne  ab  fera  partagée  en 
cinq  parties  égales. 

PlCBltME      V# 

Fîg.26*      fff.Couper  une  lignt  comme  BD  »  en  moyenne  & 
txtrtme  raifin* 

Sur  une  extrémité  de  la  ligne  donnée  BD  ,  par  exem- 
ple ,  fur  l'extrémité  D  ,  élevez  la  perpendiculaire  CD 
égale  à  la  moitié  de  la  ligne  BD  :  enfuite  du  point  C 
comme  centre  &  de  Pintejyalle  CD ,  décrivez  uùe  cir- 
conférence ;  &  puis  de  l'autre  extrémité  B  de  la  ligne 
donnée  BD  ,  tirez  la  fécante  BÀ  qui  pafle  par  le  centre 
du  cercle ,  &  coupe  la  circonférence  au  point  £  :  pre- 
nez BG  égale  à  la  partie  extérieure  BE  de  la  fécante.  Je 
lis  que  la  ligné  BD  fera  coupée  en  moyenne  &  extrême 
raifon  au  point  G  :  c'eft*  à-dire  qu'on  aura  la  proportion  ; 
BD.  BG  :  :  BG.  GD. 

Pour  démontrer  cette  proportion  il  faut  remarquer 
1°.  que  la  ligne  BD  eft  une  tangente  (112) ,  puifqu'elle 
eft  par  la  conftruétion  perpendiculaire  à  1  extrémité 
du  rayon  CD.  A?.  Que  la  fécante  B  A  paflànt  par  le  cen- 
tre» la  partie  intérieure  EA  eft  un  diamètre,  &  par 
conféquem  double  du  rayon  CD.  Or  par  la  ccmftrjac- 


1  des  Lignes  proportionnelles.         75- 

tîon  de  la  tangente  BD  eft  auffi  double  de  la  perpendica- 
laire  CD  ;  donc  la  partie  intérieure  EA  de  la  fécante  eft 
égale  à  la  tangente  BD  ;  d'où  il  faut  conclure ,  fuivant 
ce  que  ueus  avons  dit  (  Iffj>),  que  la  tangente  BD  eft 
coupée  ea  Moyenne  &  extrême  tai&n  au  point  G. 


LIVRE  SECOND. 

DES    SURFACES 

E  T    ,7D  E  S 

FIGURES       PLANES. 

(  _ 

ïjIgure  en  général  eft  un  efpace  renfermé  d« 
tous  cotés.  Il  y  en  a  deux  fortes  ;  tes  unes 
fonj  terminées  par  des*  lignes  ;  les  autres  (ont 
terminées  par  des  furface's  i  celles-ci  font  des 
foliies  dont  nous" parlerons  dansée  troifieme  Livre;  les 
autres  qui  font  terminées  par  des  lignes  font  àesfurfaces 
d»nt  nous  devons  traiter  ici.  Orpn  diftingue  trois  efpe- 
ces  de  ces  figures ,  les  planât*  les  courbes ,  Se  les  tnixtes. 

2.  Les  figures  planes  (ont  des  furfaces  unies  qui  n'ont 
ni  enfoncement,  ni  élévation,  ni  courbure:  telle  eft 
fenfiblement  la  furface  des  miroirs  ordinaires.  On  peut 
dire  aulTÎ  que  la  figure  plane  eft  celle  fur  laquelle  une 
ligne  droite  étant  appliquée  ou  couchée  de  quelque  ma- 
nière que  ce  foit ,  tous  Tes  points  touchent  la  furface 
plane.  On  fuppofe  ici  que  la  ligne  droite  n'efl  pas  pro- 
longée au  delà  de  ta  furface. 

3.  Les  figures  courbes  font  celles  dont  les  points  font 
inégalement  élevés  ou  enfoncés ,  telle  eft  la  furface  d'an» 
boule. 

4.  Les  figures  mixtes  font  celles  qui  font  «o  parti» 
planes,  &  en  pmrtie  courbes* 
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.      Des  Fiat;.***   *làn*i>  *jf 

y.  Les  figurés  planes  qui  font  les  feules  dont  nous  pail- 
lerons dans  ce  fécond  Livre  font  encore  de  trois  fortes; 
les  reôilignes.,  qui  font  terminées  par  des  lignes  droi- 
tes; les  curvilignes,  qui  font  terminées  par  des  ligpos 
courbes;  &  enfin  les  iïiixtilignes ,  qui  font  terminée! 
par  des  lignes  dont  lés  unes  font  droite'*,  &  les  autres 
courbes.  '  i  .  .    ^     '     '  ! 

6.  Remarquez  donc  qu*fl  y  a  de  la  différence  enrrçe  une 
furface  ou  fuperfiçie  courbe,  &  une  fuperficie .curvi- 
ligne ;  puifqu  une  furface  plane  peut  être  cufyiligi)$ 
quoiqu'elle  ne  puifle  être  courbe:  un  cercle  par  exem- 
ple eft  une  furface  curviligne,  quoiqu'elle  ne  fojt  pas 
courbe. 

Dans  les  figures  ïeftilignes  auxquelles  on  peut  rap- 
porter les  deux  autf  es  efp'ccès  de  figures  planes ,  il  y  a 
trois  chofes  principales  à  çonfidérer  >  les  cptés,  les  an- 
gles &  la  furface.  Nous  confidérerons  d  abord  les  figure* 
par  rapport  aux  côtés  &  aujç  angles,  qu'ils  forment ,  &  ea- 
luite  par  rapport  aux  fuïfàcçs  que  ces  côtés  renferment» 

DES    PIGU&ES     PL  À  $  H  S 


Considérées  félon  leurs  côtés  &  leurs  tn*Us< 


) 


Si  une*  figure  n'eft  terminée  que  par' des  lignes  droî* 
tes,  il  faut  qu'il  y  en  ait  au  moins  trois  îç'eft  pourquoi 
l'angle  n'eft  pas  une  figurç,     .   .      ,     "  , 
7.  Oh  a  donné  aux  figures  rè<5tiligneè  les  plus  (impies  î 
rtains  noms  qu'il  "ne  faut  pas  ignorer  :  '  w  figure  dé 


certains 


trois  côtés  s'appelle  triapgU ,  celle  de  cjuatre  s'appelle 
quadrilatère  ou  tetragont^c^jp  de  cinq, appelle  penra-*1  *:  - 
gont ,  celle  *de  fix  exagône ,  celle  de  fept  èjtagone ,  celle 
de  huit  oBogont,  celle  de  neuf  enneagon**  celle  de  dix 
décagone ,  celle  de  onze"  endecçgone  ,  celle  ,  de  douzf 
"dodecsgonè ,  celle  de  mille  ckiliogone ,  celle,  de  dixf  millf 
myriogonc ,  celle  de  plufieurs  cotes  fer  nomme*  mdéfinij 
ment  polygone.  ' 


7&  Livm   sjcoKa 

8  .  Une  ligure  eft  régulière  ou  ir régulière*  I*  régulier* 
eft  ceHe  dont  tous  les  côtés  &  les  angles  (ont  égaux» 
La  figuré  irrégùliere  eft  celle  donc  tous  les  *x%f$e$  on 
tous  les  côtés  ne  font  pas  égjtux.  Si  tous  les  côtés  d'une 
figure  font  égpux,  elle  eft  appellée  iyuilatéraU \  &( 
tous  les  angles  (Tune  figure  font  égaux  on  la  Dommr 
équlangk  :  if  pairoît  donc  que  fi  une  figure  eft  équîlaté- 
rale  &  en  même  temps  équiangle ,  pour  lors  die  eft  ré- 
gulière.   ' 

p/Ouancl  on  compare  deux  figures  eafembl* ,  C  les 
côtés  de  Fufle  font  égaux  aux  cotés  de  Taupe  refpec- 
tivement ,  c'eft-à-dire ,  chacun  à  chacun ,  on  dît  qu'elles 
font  iquildCtéralts  entr*elles  :  fi  les  angles  de  l'une  (bot 
égaux  aux  angles  de  l'autre  refpedivement ,  elles  font 
nommées  éauiangles  entr  elles  :  fi  de  plus  dans  c^  dernier 
cas  les  côtés  homologues  ou  çorrefpondans  font  pro- 
portionnels ,  on  appelle  ces  figures  femblables,  Ainfi  tou- 
tes les  figures  femblables  (ont  équiangle?  eotr'elles  ; 
mais  nous  prouverons  dans  la  fuite  ($2)  que  les  figures 
équiangtes  entr*elles  ne  font  pas  toujours  femblables.  Si 
les  cotés -cpjnparés  £>nt  égftu*  avtflWn  que  les  angles  v 
les  figures  font  appetlées  toutes  égales  >  ou  égales  en  tout , 
ou  parfaitement  égales.    . 

10.  De  toutes  tes  figures  curvilignes  »  nous  ne  con- 
fidéjrerons  ^an$  ces  Elémens  de  Géométrie  que  le  cer- 
cle j  &  des  Satires  mixtilignes ,  nous  ne  parlerons  que 
de  celtes  qui  ont  rapport  au'  cercle  ;  telle  eft  celle  qu'on 
nomme  fegment ,  dogt  nous  avons  donné  h  notion 
(  Liv.  ï.  Art.  12T.  )&  celte  qu'orç  appetts  jfeSmr  de 

cercle.  .    ^     . 

pu  I#  1 1 .  "ÇJn  feâeur  de  ceirfe  eft  une  certaine  pbntlon  de 
*  cercle  comprife  entre  de»  rayons ,  &  l'arc,  terminé  par 
ces  deux  rêvons  :  par  exemple ,  l'eipace  marqué  par  A, 
AVERTISSEMENT.  Lbrfque  dans  ce  fécond 
Ifivre  on  citent  quelque  article  du  premier ,  on  met- 
tra entre  deux  parenthefes  Liv.  I.  Art»  &  enfuite  le  nom- 
bre de  l'Article  cité  :  par  exemple  pour  citer  l'Art*  ijo. 


Pis  Tbianoifs;  7$ 

4u  premier  Livre»  on  mettra (Liv.  L Afc  i  70.  )  Mais 
quand  on  voudra  citer  un  article  4e  ce  fécond  Livre , 
on  mettra  feulement  le  nombre  de  Partiel©  cité  com- 
me on  l'a  fait  dans  le  premier  Livre.  On  obfervera  la 
même  çhofe  dans  le  troifieme  Livre ,  c*eft  à -dire ,  que 
quand  pu  voudra  citer  un  article  du  premier  ou  du  fé- 
cond Livre  ♦  on  mettra  entre  deux  parenthefes  Liv.  L 
Ajt.  oy  livre  IL  Art.  Mais  lorsqu'il  s'agira  de  citer  un 
article  du  tioifieme  Livre  >  on  marquera  feulement  le 
nombre  de  l'article  cité. 

DES     TRIANGLES. 

12.  Bans  coût  triangle  il  y  a  trois  côtés  &  trois  an- 
gjes.  On  prend  ordinairement  pour  bafe  du  triangle  le 
côté  inférieur»  mais  on  peut  prendre  pour  bafe  tout 
autre  côté  du  triangle  ;  par  exemple ,  le  côté  AC  eft  la 
bafe  du  tria  a  gle  ASC;  niais  cela  n'empêche  pas  que 

l'on  ne  puiflfe  aufli  confîdérçr  le  côté  AB  ou  le  côté  BC  jpj,  2 . 
comme  bafe, 

13.  La  ligne  perpendiculaire  qu'on  mené  de  la  pointe 
d'un  angle  îur  la  bafe  ,  fe  nomme  la  hauteur  du  triangle  : 
telle  eft  la  ligne  BtL  II  peut  arriver  que  cette  perpendi- 
culaire tombe  eft  dehors,  du.  triangle  ;  &  pour  lors  »  afin 
d'avoir  la  hauteur ,  il  faut  prolonger  la  bafe  du  côté  où 
tombe  la  perpendiculaire  :  par  exemple ,  fi  du  point  £  du 
triangle  DEr  ,  on  abaiflbit  la  perpendiculaire  EH  fur  la 

bafe  DP  ;  il  eft  clair  qu'elle  tomberoit  en  dehors  du  trian-  Fig.  3; 
gle,  &  qu'il  faudroit  prolonger  cette  bafe  au-delà  du 
point  D  »  *6n  que  la  perpendiculaire  la  rencontrât.  Gela 
arrive  quand  un  des  angles  fur  la  bafe  eft  obtus. 

14»  Le  triangle  peut  être  confidéré  ou  par  rapport  à 
fe  cotés  ou  par  rapport  à  fes  angles  :  fi  on  le  confîdere 
>par  rapport  à  fes  cotés  ,  il  y  en  a  de  trois  efpeces;  car 
^oufç?  trois  CQtôS  font  égaux,  &  on  l'appelle  équilatéral  ; 
»tçl  eft  triangle  ABÇ ,  fig.  %  \  ou  il  n'y  a  que  deux  côtés 
légaux  %  cammp  dans  Ta  fig. 4.9  &  on  l'appelle   ifoctle; 


8o  L  i  *  k  t    s  i  6  o  N  0, 

ou  bien  enfin  Tes  trois  côtés  font  inégaux,  comme  dantf 

la  fig.  J.  Se  on  Pappelle/ca/erte. 

1  y.  Lorfque  le  triangle  eft  doûfidéré  pat  rapport  aux 
angles ,  on  en  diftïhgue  ehcore  de  troié  fortes  ,  le  trias- 

fie  reftangle  qui  a  un  angle  droit  >  tel  eft  le  triangle 
1NO  fig,  j  ;  Vamblygone  dû  ôbrufàrigle  qui  a  un  angle 
obtus  ;  tel  eft  le  triangle  ÈDF  fig.  $ï8c  Yoxygoru  ou 
acutangle  qui  a  Tes  trois  angles  aigus ,  corhme  dans  la 
fig.  2  ,  ou'  dans  la  fig.  4.  Le  triangle  amblygone  &  le 
triangle  oxygone  font  auflï  appelles  oMiquangles,  parce 
que  tous  leurs  angles  font  obliques,  , 

Nous  démontrerons  dans  là  fuite ,  qu'il  eft  tmpoflïble 
qu'ily  ait  dans  un  triangle  deux. angles  qui  foientoutous 
deux  droits ,  ou  tous  deux  obtus ,  ou  Un  droit  &  Un  obtus. 
Nous  fuppofons  qu'il  fe  peut  toujours  faire ,  qu'une 
circonférence  paffe  par  les  fomihets  dès  trois  angles  de 
chaque  triangle  :  cela  fuit  évidemment  de  ce  qu'on  peut 
décrire  une  circonférence  qui  paffe  |>ar  trois  points  don- 
nés,  pourvu  qu'ils  ne  foient  pas  en  ligne  droite  (Liv. 
I.  art.  52.)  Cela  pofe,  on  démontre  facilement  le  Théo- 
rème fuivant,  qui  eft  un  des  plus  beaux  &  des  plus  uti- 
les de  toute  la  Géometricf. 

''Problème  I.  et  fondamental. 

16 •  Les  tro'u  angles  d'un  triangle  pris  enjemble  font 
igiùk  à  deux  angles  droits ,  ou ,  ce  qui  eft  la  même  chofe, 
.as  trois  angles  otttpoiirmèfufe  la  demi^circonférence. 

Démo  k  s  t  r  a  t  1  m  N. 

Par  la  fuppofitibh  qu'on  a  faite,  tout  triangle  ,  conn 
Fig.  g. me  ABC,  petit  eti e: conçu  inferit  dans  un  cercle;  alors 
l'angle  A  aura  pour  mèfure  la  moitié  de  Parc  BC  s  Fan- 
gle  B  aura  pour  mefûré  la  moitié  de  Fârc  CA,  &  Pan- 
gîc  C  aura  pour  mèfure  la  moitié  de  l'arc  AB  (Liv.  Ll 
art.  1 24.  )  Or  ces  trois  arcs  font  la  circonférence  entière  ; 
donc  lès  trois  moitiés  de  ces  tcoisarcs,  font  la  demi-! 

circonférence 
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circonférence  ,  par  conséquent  les  trois  angles  du  trian- 
gle pris  enfemble,  ont  pour  mefure  la  demi-circonfé- 
rence ;  ils  font  donc  égaux  à  deux  angles  droits.  Ce  qu'il 
falloir  démontrer. 

On  peut  encore  démontrer  ce  Théorème  de  la  ma* 
niere  fuivante. 

Tirez  par  le  point  C  une  ligne  DE  parallèle  à  la  bafe  FiS-  7« 
AB  ;  alors  les  deux  angles  alternes  a  &  A  formés  par 
l'oblique  CA ,  entre  les  parallèles  feront  égaux  :  pareille- 
ment les  deux  angles  alternes  b  &  B  formés  par  l'oblique 
CB ,  feront  auïïi  égaux.  Or  les  trois  angles  a ,  C ,  b  pris 
enfemble  font  égaux  à  deux  angles  droits  (  Liv.  I.  art. 
57):  par  conféquent ,  fi  à  la  place  des  deux  angles  a  & 
b ,  on  prend  les  deux  autres  À  &  B  qui  leur  font  égaux , 
les  trois  angles  A ,  C ,  B  pris  enfemble  valent  auffi  deux 
angles  droits. 

Ce  Théorème  eft  la  fameufe  trente-deuxième  pro- 
pofition  du  premier  Livre  d'Euclide. 

Corollaire    I. 

27.  Si  on  prolonge  un  des  côtés,  comme  AB  *  d'un  Fig.  8. 
triangle  ;  l'angle  extérieur  CBD  oug  fera  égal  aux  deux 
intérieurs  oppofés  m  &  0  pris  enfemble  :  car  l'angle  ex- 
térieur g  joint  à  l'angle  n  vaut  deux  angles  droits  (  Liv, 
I.  art.  5*4)*  De  même  les  angles  m  &  0  joints  au  même 
angle  n ,  valent  auffi  deux  angles  droits (  16).  Par  confé- 
quent l'angle  extérieur  g  eft  égal  aux  angles  intérieurs 
oppofés  m  &  0  pris  enfemble..  On  peut  prouver  de  la 
même  manière  qu'en  prolongeant  le  côtéBC,  l'angle 
extérieur  ACE  ou  h  eft  égal  aux  intérieurs  oppofés  m  èc 
n  pris  enfemble/  Pareillement  fi  on  prolonge  le  coté 
CA ,  l'angle  extérieur  BAF  ou  k  >  fera  égal  aux  deux  in- 
térieurs 0  Se  rié 

Corollaire    II. 

d  8.  Bans  chaque  triangle  ,  dès  que  l'on  connoît  deux 
II.  Partit.  F. 
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angles ,  on  peut  facilement  connoître  le  troifieme  ;  ctt 
Fig.  8.1e  troifieme  eft  toujours  le  fupplément  à  180  degrés  s 
par  exemple ,  fi  Ton  connoît  deux  angles ,  dont  l'un  foit 
de  40  degrés  »  &  l'autre  de  80 ,  on  eft  allure  que  le  troi» 
Cerne  eft  de  60  degrés  »  parce  que  les  deux  premiers  pris 
enfemble ,  valent  1 20  degrés  :  or  le  fupplément  de  1 20 
degrés  à  1 80  eft  60.  Pour  trouver  le  troifieme  angle  il 
n'y  a  qu'à  retrancher  la  fomme  des  deux  angles  connus 
de  180  degrés. 

19.  Si  dans  un  triangle  on  ne  connoît  que  la  valeur 
d'un  angle ,  on  pourra  bien  connoître  la  fomme  des  deux 
autres  angles  ;  mais  on  ne  pourra  connoître  là  valeur  de 
chacun  en  particulier  ;  ainfi  fi  l'angle  connu  étott  de 
50  degrés ,  on  fçauroit  bien  que  la  fomme  des  deux  au- 
tres eft  de  130  degrés  ;  mais  on  ne  connoîtroit  pas  de 
combien  de  degrés  feroient  l'un  &  l'autre  de  ces  deux 
angles  féparément. 

Corollaire    III. 

20.  Lorfque  deux  angles  d'un  triangle  font  égaux  à 
deux  angles  d'un  autre  triangle  chacun  à  chacun ,  ou  que 
la  fomme  des  deux  dans  le  premier  eft  égale  à  la  fomme 
des  deux  dans  le  fécond ,  pour  lors  le  troifieme  angle 
du  premier  triangle  eft  égal  au  troifieme  angle  du  fé- 
cond ;  &  fi  un  angle  du  premier  triangle  eft  égal  à  un  an- 
gle du  fécond ,  la  fomme  des  deux  autres  dans  le  premier 
eft  égale  à  la  fomme  des  deux  autres  dans  le  fécond. 
Cela  paroît  clairement ,  tant  par  le  Théorème  fonda- 
mental ,  que  par  ce  que  l'on  vient  de  dire  dans  le  fécond 
Corollaire. 

Corollaire   IV. 

il.  Chaque  triangle  ne  peut  avoir  qu'un  angle  droit  » 
ou  un  feul  obtus  ;  de  forte  que  fi  un  angle  eft  droit  ou 
obtus ,  les  deux  autres  font  néceflairemsnt  aigus  :  autre- 
ment les  trois  angles  pris  enfemble ,  feroient  plus  grands 
que  deux  angles  droits. 
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CoKOtLAIU      V. 

.  à  t  JB.  Dans  un  triangle  reâangle  les  deux  arlgleS  aigus 
font  compléments  l'un  de  l'autre,  e'eft-à-dire,  que  la 
fomme  de  ces  deux  angles  vaut  un  angle  droit  :  autre- 
ment les  trois  pris  enfemble  ne  vaudroient  pas  deux  an* 
gles  droits.  Par  conféquent  fï  uri  de  ces  angles  aigus  eft 
de  ^y  degrés  »  l'autre  vaut  auffi  4  j  degrés* 

Théorème    IL 

£2.  Lorfqùc  dans  un  triangle  il  y  a  des  côtés  égaux  ,  leê 
angles  oppofés  à  ces  côtés  font  aufjî  égaux  ,  &  réciproque- 
ment s  il  y  a  dès  angles  égaux ,  Tes  bafes  aux  côtés  oppofés 
font  égaux. 

DÉMONStRÀÎiONi 

Soit  le  triangle  ACB ,  dont  le  côté  ÀC  (bit  fuppofé  ftg  *  tii 
égal  au  côté  BC  ;  je  dis  1°.  que  l'angle  en  B  oppofé  au 
côté  AC  eft  égal  à  l'angle  en  À  oppofé  au  côté  BC  ; 
car  les  côtés  AG  &  BÇ  étant  égaux ,  les  arcs  AC  &  BG 
qui  font  foutenns  par  ces  côtés»  feront  égaux»  parce 
que  les  cordes  égales  foutiennent  des  arcs  égaux  ;  donc 
la  moitié  de  l'arc  AC ,  eft  égal  à  la  moitié  de  l'arc  ÊG  * 
or  ces  moitiés  font  les  mefures  des  angles  en  B  &  en  A 
(  Liv.  I*  art*  1 24)  ;  donc  ces  angles  font  égaux*  Ce  qu'il 
falloit  démontrer  eft  premier  lieu. 

II.  Partie.  Si  l'angle  en  B  eft  égal  à  l'angle  èri  Â< 
les  côtés  oppofés  AG  &  BC  font  égaux  :  car  G  les  deux 
angles  en  G  &  en  À  font  égaux ,  leurs  mefures ,  c'eft-à- 
dire ,  la  moitié  de  l'arc  AC ,  &  la  moitié  de  l'arc  ËG 
font  égales  ;  donc  les  aires  entiers  AC  &  BC  font  auflî 
égaux.  Or  les  arcs  égaux  font  fouteûus  par  des  corde!  m 
égales  ;  donc  les  cordes  ou  côtés  AC  &  BC  font  eg*u£« 
Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

22.  B»  Il  eft  évident  que  fi  les  trois  côtés  d'utt  triangle 
4 toieot  égaux  *  Us  trois  angles  feraient  fttoflî  égauft  3  tt 


$4  Litre* second; 

Fig.  6.  que  fi  les  trois  angles  étoient  égaux ,  les  trois  côtes  le 
feroient  auffi. 

Théorème    III. 

23.  Lorfque  dans  un  triangle  il  y  a  des  côtés  inégaux  , 
le  plus  grand  angle  cft  oppofé  au  plus  grand  côté ,  €r  le  plus 
petit  angle  efi  oppofé  au  moindre  côté. 

Démonstràti  on. 

Si  dans  le  triangle  ACB  l'angle  en  A  eft  plus  grand 
que  chacun  des  deux  autres ,  le  côté  BC  qui  lui  eft  op- 
pofé eft  le  plus  grand  de  tous  :  car  (i  l'angle  en  A  eft 
plus  grand ,  il  faut  que  l'arc  BC  dont  il  a  la  moitié  pour 
mefure  ,  foit  auffi  plus  grand  que  chacun  des  arcs  AB 
&  AC  ;  &  par  conféquent  la  corde  où  le  côté  BC  fera 
plus  grand  que  les  autres  côtés.  Ce  qu'il  falloit  démon- 
trer. 

On  prouvera  de  même,  que  fi  l'angle  en  C  eft  le 
plus  petit ,  le  côté  oppofé  AB  eft  auffi  moindre  que  cha- 
cun des  côtés  AC  &  BC. 

Théorème    IV. 

24.  Lorfquun  triangle  efi  ifocele  ou  équilatéral ,  fi  du 
fbrnmet  de  V angle  compris  entre  les  côtés  égaux  %  on  abaijje 
une  perpendiculaire  fur  la  bafe;  i°.  Cette  bafe  fera  coupée 
en  deux  parties  égales.  2°.  V angle  compris  entre  les  cotés 
égaux  fera  auffi  partagé  également. 

Fig.  9.  Soit  le  triangle  ifocele  ACB ,  &  que  du  fommec  de 
l'angle  C  on  tire  la  perpendiculaire  CD  fur  la  bafe  AB; 
»  je  dis  i°.  que  cette  perpendiculaire  coupe  la  bafe  en 
deux  parties  égales.  20.  qu'elle  partage  auffi  l'angle  C 
en  parties  égales.  Pour  le  démontrer,  il  faut  du  point  C 
comme  centre  &  de  l'intervalle  CA  ou  CB  décrire  une 
circonférence  »  &  prolonger  la  perpendiculaire  CD \  &£- 
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qu'à  la*  rencontre  de  la  circonférence  en  £  :  cela  pofë» 
le  Théorème  eft  facile  à  prouver» 

Démonstration. 

I.  P  artie.  La  bafe  AB  eft  une  corde  du  cercle  dont  Fig.  9. 
le  point  C  eft  le  centre  >  de   par  conféquent  la  ligne 

CD ,  qui  eft  fuppofée  perpendiculaire  à  la  corde ,  la 
coupe  nécefl^irement  en  deux  parties  égales  (  Liv.  I, 
art.  103.) 

II.  Partie.  La  perpendiculaire  CDE  étant  tirée  du 
centre  >  &  coupant  la  corde  AB  en  deux  parties  égales» 
coupe  auffi  (  Liv.  I .  art.  104)  Tare  AEB ,  foutenu  par  la 
corde ,  en  deux  parties  égales ,  fçavoir ,  AE  &  BÉ.  Or 
AE  eft  la  m*fure  de  l'angle ,  ACE ,  &  BE  eft  la  mefu- 
re  de  l'angle  BCE  :  donc  ces  angles  font  égaux  :  ainfi 
la  perpendiculaire  coupe  l'angle  C  en  deux  parties  éga- 
les. Ce  qu'il  falloir  démontrer.  ' 

*  »     * 

Corollaire. 

* 

27.  Si  on  tire  du  point  C  une  Kgne  qui  divife  l'an- 
gle C  en  deux  parties  égales,  il  eft  clair  qu'elle  ne  dif- 
férera pas  de  la  perpendiculaire  CD  :  par  conféquent 
li  une  ligne  divife  en  deux  parties  égales  Pangte  com- 
pris entre  les  côtés  égaux  d'un  triangle  ifocele ,  elle  fe- 
ra perpendiculaire  à  la  bafe ,  &  la  coupera  en  deux  par- 

~ i_     ti  _n_  ....  a 1 r„      1-  une 

les» 

en  deux  également. 

27.  B.  Il  paroît  donc  par  ce  Corollaire  8c  le  Théorè- 
me que  quand  une  ligne:  qui  eft  tirée  du  ibtnmetde 
l'angle  compris  entre  les  côtés  égaux  d'un  triangle  ifo- 
cele ,  a  une  de  ces  trois  conditions ,  être  perpendicu- 
laire fur  la  bafe,  couper  la Jbafe  en  deux  parties  égales» 
&  partager  en  deux  également  l'angle  compris  entra 

Fiii 
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ïes  côtés  égaux  9  elle  a  auffi  les  deux  autres*  * 

2.6.  On  peut  diftinguer  fix  chofes  eo  un  triangle  » 
fçavoir ,  trois  côtés  &  trois  angles  ;  mais  parce  que 
deux  angles  étant  donnés  &  déterminés,  le  troifieme 
l'eft  auflî  ;  il  fuffira  de  confidérer  ici  cinq  chofes  ;  fça- 
voir ,  trois  côtés  &  deux  angles.  Or  fi  dans  un  triangle  » 
trois  de  cinq  chofes  font  égales  aux  trois  correfpon- 
dantes  dans  un  autre  triangle,  les  deux  triangles  font 


égaux  en  tout. 


i 


Il  y  a  quatre  cas.  i  ° .  Ou  bien  un  des  côtés  d'un  triaa- 
le  >  &  les  deux  angles  fur  ce  côté  font  égaux  à  un  côté 
'un  autre  triangle ,  &  aux  deux  angles  fur  ce  côté.  2°. 
Ou  deux  côtés  Se  un  angle  compris  entre  ces  côtés  du 
premier  triangle ,  font  égaux  à  deux  côtés  &  à  un  angle 
compris  entre  ces  côtés  du  fécond.  $°.  Ou  bien  deux 
côtés  &  yn  angle  oppofé  à  un  de  ces  côtés  &  à  un  angle 
çppofé  à  un  de  ces  côtés  dans  le  fécond  triangle* 

4*.  Enfin  il  peut  arriver  que  les  trois  côtés  du  premier 
triangle  foient  égaux  aux  trois  côtés  d'un  autre  triangle 
refoeâivement ,  c'eft-à-dire ,  chacun  à  chacun. 

Nous  allons  démontrer  dans  les  quatre  Théorèmes 
fuivans ,  qu'en  tous  ces  cas  les  deux  triangles  font  égaux, 
en  obfervant  néanmoins  que  dans  le  troifieme  cas ,  il 
faut  encore  fuppofer  que  l'autre  angle  fur  la  bafe  du 
premier  triangle  »  eft  de  même  efpece  que  fon  correfpon* 
<lant  dans  le  fécond  triaqglç ,  comme  on  le  voit  dans  le 
fçptiçme  Théoçêoie, 

ThéorImb  V, 

Fig-ip.  *7>  Si  un  côté  comm?  bc>  <jtu  triangle  bac  eft  égal  au 
côtçBÇ  du  triangle  BAC ,  &  que  les  deux  angles  b  &  cfîr 
le  premier  cité, fuient  égaux  aux  angles  B  &  Cfur  Outre 
tfaé,  Us  dçux  triçngUs  feront  égaux  cit  tout, 

PijtONSTlATIOlT. 

Qu'on  conçoive  le  çç té  bc  appliqué  fur  te  côté  £C ,  it 
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point  b  fur  le  point  B,  le  point  c  fur  le  point  C.  Puif-  Fi5.r0. 
que  les  angles  b  &  B  font  égaux ,  le  côté  ba  fera  pofé 
fur  le  côté  BA  ;  &  de  même  le  côté  ca  fera  appliqué  fur 
le  côté  CÀ ,  parce  que  les  angles  c  &  C  font  égaux  ;  par 
conféquent  les  deux  côtés  ba  de  ca  iront  fe  réunir  au  mê- 
me point  que  les  deux  autres  côtés  BA  &  CA  ;  donc  les 
deux  triangles  conviendront  entièrement  ;  ainfi  ils  fe- 
ront parfaitement  égaux,  ou  égaux  en  tout ,  c'eft-à-dire» 
quant  aux  angles ,  aux  côtés  >  &  aux  efpaces.  Ce  qu'il 
odloit  démontrer. 

Cette  manière  de  prouver  l'égalité  de  deux  figures  en 
concevant  que  l'une  eft  appliquée  fur  l'autre»  s'appelle1 
démonftration  par  fuperpontion. 
.  Les  deux  cotés  bc  &  BC  étant  toujours  fuppofc* 
égaux ,  fi  les  deux  angles  bôca  étoient  égaux  aux  angles 
correfpondansB  &  A ,  les  triangles  feroient  parfaitement 
égaux  ;  parce  que  pour  lors  l'angle  cferoit  égal  à  Vautre 
angle  C  :  ainfi  les  deux  angles  fur  le  côté  bc  feroient 
égaux  aux  deux  angles  fur  le  côté  BC  :  ce  qui  reviendrait 
au  cinquième  Théorème. 

28 •  Remarquez  qu'il  peut  arriver  que  deux  triangles  Fig.it, 
foient  inégaux  ,-quoiqu'un  côté  du  premier  foit  égal  à 
un  côté  du  fécond ,  &  que  les  trois  angles  de  l'un  foient  ' 
égaux  aux  trois  angles  de  l'autre ,  fi  ces  angles  égaux  ne 
font  pas  correfpondans  :  par  exempte  »  dans  les  deux 
triangles ,  BAC  &  BDC ,  le  côté  BC  eft  commun  aux 
deux  triangles  ,  &  par  conféquent  il  eft  égal  de  part  & 
d'autre  :  il  en  eft  de  même  de  l'angle  C  :  d'ailleurs ,  il  f» 
peut  faire  que  Pangle  A  du  grand  triangle  foit  égal  à 
l'angle  DBC  du  petit ,  &  que  par  conféquent  l'angle 
ABC  du  grand  *  foit  égal  à  l'angle  BDC  du  petit* 

Théorème  VL 

2p.  Si  deux  côtés  comme  ab  &  ac  du  triangle  abc ,  font  Fig»i« 
égaux  aux  côtés  AB  &  AC  du  triangle  ABC  >  &  que  de 
plus  l'angle  a  compris  entre  Us  deux  premiers  ekés  ,/rift 

Fivi 
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Fig.xc.  égala  Pangle  A  compris  entrtlesdw*}  aufra  côtés  %  fa 
deux  triangles  feront  égaux  en  tovu 

Démonstration 

•  » 

Qu'on  conçoive  le  côté  ab  du  premier  ttfaogle  applk 
que  fur  le  côté  AB  de  l'autre  ;  enlorce  que  le  point  a  foit 
fur  le  point  A  :  il  faut  £  caufe  de  l'égalité  des  deux  aa-» 
gles  a&A,  que  le  côté  qc  foit  pofé  fur  je  côté  AC  :  dans 
cette  hypothefe  le  point  b  tombera  fur  Je  point  B9  8d 
le  point  c  fur  le  point  C ,  parce  que  les  deux  côtés  ab  8c 
ac  font  égaux  aux  côtés  ÂB  &  AC  ;  par  conféquentla 
bafe  bc  conviendra  avec  la  bafe  BC ,  &  les  deux  trian* 
gles  conviendront  entièrement  :  donc  ils  feront  égaux  en 
tout.  Cç  qu'il  fallpit  démontrer, 

* 

Théorbme    VIL 

« 

fig.fa.  30*  Si  les  deux  côtéab  &  ac  du  triangle  abc  font  encore 
égaux  aux  côtés  AB  Sr  AC  du  triangle  ABC,  6r  que  l'on* 
gk'b  opprfè  au  côté  ao3  foit  égal  à  V angle  B  oppoféiau 
côtés  ab  Gr  AC  ;  fi  déplus  x  Us  angles  c  €r  Ç  oppofex  aux  au* 
très  côtés  ab  &*  AB  font  de  mime  efpece,  cejl  àdirt,  0» 
tqw  deux  aigus  ou  tous  deux  obtus  »  farts  lesfuppojer  égaur, 
pgvrlfOrs  lesdçux  triangles  feront  égaux  en  twt% 

P  £  H  0  N  S  T  R  A  T  I  O  N, 


«*     «  ■ 


Qu'on  conçoive  le  côté  ht  pofé  fur  le  côté  BA,  en 
forte  que  le  point  b  foit  fur  le  point  B ,  te  le  pointa  fur 
le  point  A  ;  ppyr  lors  la  bafe  bc  fera  appliquée  fur  la  bafa 
BC,  à  caufe  de  l'égalité  des  angles  b  &c  B  3  mais  comme 
le?  bafes  n'ont  point  été  fuppofées  égalés ,  il  faut  démon- 
trer  que  lç  point  c  tombera  fur  le  point  C  :  pour  cela  il 
fa pf  tire*  du  point  A  la  perpendiculaire  AD  Air  la  ba- 
fe BC  prçlqngée  ç'il  eft  .néçeflaite.    CeU  pofé,  je  rai* 

fftPto  mh  i  lç§  ligne***?  &  AC  feront  wuœs  1«  deux 
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du  même  côté  de  la  perpendiculaire,  ou  la  première  d'un  Fig«ia# 
côté  &la  féconde  d'un  autre.  Or  ce  fécond  cas  eft  impof  * 
fible  :  car  (i  la  ligne  ac  tomboit  par  exemple ,  à  la  gau- 
i  <che  de  la  perpendiculaire ,  enforte  que  fon  extrémité  e 
!  fût  fur  le  point  E  >  tandis  que  la  ligne  AC  eft  à  la  droite , 
il  eft  vifîble  que  l'angle  acb  ou  AEB  feroit  obtus ,  & 
l'angle  ACB  aigu:  ce  qui  eft  contre  l'hypothefe,  puif- 
|  que  ces  deux  angles  font  fuppofés  de  même  efpece  ;  par 
conféquent  il  eft  rîéceflaire  que  les  deux  lignes  ac  &  AC 
foieot  du  même  côté  de  la  perpendiculaire.  Mais  d'ail- 
leurs ces  deux  lignes  font  des  obliques  égales,  aiafi  elles 
doivent  également  être  éloignées  de  la  perpendiculaire  ': 
donc  ae  tombera  fur  AC ,  &  le  point  c  fur  le  point  C  ; 
ainû  les  deux  triahgles  conviendront  parfaitement; 
par  conféquent  ils  feront  égaux  en  tout.  Ce  qu'il  fallofr 
démontrer. 

31.  Remarquez  que  (i  les  deux  angles  b  &  B ,  que 
Ton  a  fuppofés  égaux ,  étoient  droits  ou  obtus ,  pour  . , 
lors  les  deux  angles  e  &  C  feroient  aigus ,  &  par  coq-  r 
féquent  de  même  efpece  :  c'eft  pourquoi  fi  les  angles 
égaux  font  droits  ou  obtus  >  on  ira  pas  befoin  dç  mp- 
pofer  la  quatrième  condition  marquée  dans  l'énoncé  du 
Théorème ,  pour  que  deux  triangles  foient  égaux  d^ns 
le  troifieme  cas. 

3 2.  Remarquez  encore  que  (ion  cqmparé  deuxtriarf- 
gles  reftangleaf,  l'angle  droit  de  Tun  eft  néceflkiremerit 
égal  à  l'angle  droit  de  l'autre ,  &  par  conféquent  c£s 
triangles  feront  égaux,  (i  un  autre  angle  &  un  côté  du 
premier  triangle  font  égaux  à  un  angle  &  au  côté  corres- 
pondant du  fécond,  ou  fi  deux  côtés  du  premier  trian- 
gle font  égaux  à  deux  côtés  correfpondans  du  fécond. 

|  Cela  fuit  des  Théorèmes  précédens  ,  car  pour  lors  il  y 
aura  trois  chofes  dans  un  des  triangles  redangles ,  égales 
aux  trois  correpondante?  de  l'autre  ;  ttinfi  ces  triangles , 

,    feront  égaux,    .- 


fjù 
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fïf.io.  33.  Si  les  trois  cités  d'un  triangle,  comme  abc ,  font 
égaux  aux  trois  côtés  d'un  autre  triangle  ABC  »  Us  deux 
triangles  feront  parfaitement  égaux. 

Démonstration, 

Les  deux  côtés  ab>act  de  l'angle  a  étant  égaux  aux 
côtés  AB ,  AC  de  l'angle  A ,  &  la  bafe  bc  du  premier  aa- 
gle  étant  égale  à  la  bafe  BC  du  fécond  ,  il  faut  que  les  an- 
gles a  &  A  foient  égaux  :  il  y  aura  donc  deux  côtés  du 
premier  triangle  &  l'angle  compris  égaux  à  deux  côtés 
du  fécond  &  à  l'angle  compris  :  ainfi  félon  le  Théorème 
de  l'article  29 ,  les  deux  triangles  feront  égaux  eo  tout. 
Ce  qu'il  falloit  démontrer. 
Fig.14.  24.  Remarquez  que  C  deux  côtés  comme  AB  &  AC 
du  triangle  BAC  (ont  égaux  aux  deux  côtés  ab  &ûc 
d'un  autre  triangle  bac,  &  que  l'angle  en  A  (bit  plus 
grand  que  l'angle  en  a,  la  bafe  BC  du  premier  fera  plus 
grande  que  la  bafe  bc  du  fécond  :  car  l'angle  A  étant 
plus  grand  que  l'angle  a ,  l'ouverture  des  deux  premiers 
.côtés  fera  plus  grande ,  &  par  conféquent  la  bafe  fera 
plus  grande  que  l'autre  bafe.  Réciproquement  les  deux 
côtés  étant  toujours  fuppofés  égaux  de  part  &  d'autre» 
chacun  à  chacun  ,  il*  eft  évident  que  fi  la  bafe  BC  eft 
plus  grande  que  la  bafe  bc  ,  l'angle  A  fera  plus  grand 
que  1  angle  a  du  fécond  triangle. 

Problbmi  L 

Fig.15.     5  r.  Faire  un  triangle  qui  ait  m  côté  égal  à  la  ligne  i<n* 
*  **•  née  N ,  fy  les  deux  angles  fur  ce  cite  égaux  aux  angle* 
donnés  H  &  G. 
Tirez  BC  égale  à  la  ligne  donnée  N  i  enfuite  tiret 
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aux  points  B  &  C  des  lignes  qui  faflent  fur  B  &  C  des  Fig.15, 
angles  égaux  aux  angles  donnés  H  &  G  ;  ces  deux  ) ignés  &  **• 
prolongées  fe  rencontreront  en  un  point ,  comme  A ,  & 
formeront  le  triangle  BAC  avec  les  conditions  propos 
fées. 

Problème    IL 

3  6.  Faire  un  triangU  qui  ait  deux  cités  égaux  aux  li- 
gna L  &  M ,  &  V angle  compris  entre  ces  côtés  égal  à 
l&ngU  donné  K. 

Tirez  une  lime  AB  égale  à  une  des  propofées  L  ;  & 
de  l'extrémité  A  tirez  la  ligne  AC,  que  vous  prendrez 
égale  à  l'autre  propofée  m ,  te  qui  tafle  l'angle  BAC 
égal  à  l'angle  K  ;  enfuite  menez  une  ligne  du  point  B 
au  point  C  ,  elle  formera  le  triangle  cherché  ABC, 

Problème    III. 

57.  Faire  un  triangle  oui  ait  deux  cités  égaux  auxT\g.t$. 
lignes  données  L  &  M  &  V  angle  oppofé  à  Vune  de  ces  ii-  8c  17* 
gnes  M ,  égal  à  V angle  donné  H. 

Tirez  l'indéterminée  BZ  ,  puis  à  une  de  ces  extrémis- 
tes ,  comme  B  »  tirez  la  ligne  AB  qui  foit  égale  à  L ,  & 
qui  faflè  avec  BZ  un  angle  égal  à  l'angle  donné  H  ;  en- 
fuite  du  point  A  pris  pour  centre  ,  &  d'un  intervalle  égal 
à  l'autre  ligne  M  >  décrivez  un  arç  de  cercle  qui  coupera 
la  ligne  BZ  dans  un  feul  point ,  fi  la  ligne  M  eft  plus 
grande  ou  égale  à  la  première  ligne  L;  c'eft  pourquoi 
tirant  une  ligne  du  point  A  au  point  d'interfeâion  dé 
l'arc  &  de  l'indéterminée  BZ  »  on  aura  le  triangle  BAC 
fait  félon  les  conditions  propofées. 

Mais  fi  la  ligne  M  étoit  plus  petite  que  L,  comme  Fig.  15* 
on  k  fuppofe  dans  la  fig.  *8 ,  &  que  cependant  elle  fût &  l8* 
plus  grande  que  la.perpendiculaire  AD  ;  alors  l'arc  dé*- 
crit  du  point  A  &  de  l'intervalle  de  la  ligne  M ,  cou- 
perait BZ  en  deux  points  ;  c'eft  pourquoi  afin  de  déter- 
ttiiqer  le  triangle ,  U  faut  fçavoir  fi  l'angle  oppofé  au 
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Pig«i5.  côté  AB  doit  être  obtus  ou  aigu  ;  s'il  cft  obtus ,  tires 
& 1 8.  AE  ;  s'il  eft  aigu ,  tirez  AC ,  &  vous  aurez  le  triangle 
cherché  BAE  dans  le  premier  cas»  &  BAC  dans  le  fé- 
cond. 

Si  la  ligne  M  étoit  égale  à  la  perpendiculaire  »  pour 
lors  l'arc  toucheroit  BZ  feulement  au  point  D  :  ainfï  la 
ligne  qu'il  faudroit  tirer  du  point  A  pour  achever  le 
triangle ,  feroit  la  perpendiculaire  même. 

Enfin  fi  la  ligne  M  étoit  plus  courte  que  la  perpendi- 
culaire, le  Problême  feroit  impoflïble,  parce  qu'une 
ligne  cirée  du  point  A  &  égale  à  M  »  ne  rencontreront  { 
pas  l'indéterminée  BZ. 

Problême  IV» 

Fi&-i5*      38.  Faire  un  triangle  qui  ait  les  trois  cotés  égaux  aux 

&  * *•   trois  lignes  données  L ,  M ,  N. 

Tirez  une  ligne  BC  égale  à  une  des  lignes  propofées 
N;enfiaite  de  l'une  de  fes  extrémités  B  comme  centre, 
-  &  de  l'intervalle  de  la  ligne  I>,  décrivez  un  arc;  &  de 
l'autre  extrémité  C,  &  de  l'intervalle  de  k  ligne  don- 
née M  décrivez  un  fécond  arc  qui  coupe  le  premier  au 
.  point"  A  :  enfin  menez  des  lignes  des  points  B  &  C  aa 
point  d'inteUeâion  A ,  &  vous  aurez  le  triangle  cher» 
chéBAC. 

.  5  9.  Il  faut  remarquer  que  deux  des  Ugnes  données 
prifes  enfemble,  doivent  être  plus  grandes  que  la  troi- 
fieme  :  par  exemple  >  dans  la  fig.  x6  les  deux  côtés  AC  le 
BC  pris  enfemble  -  font  néceflairement  plus  grands  que  le 
troifieme  côté  ,  parce  que  AB  étant  une  ligne  droite 
tirée  du  point  À  au  point  B  »  il  faut  qu'elle  foit  plus 
courte  que  AÇB  (Liv.  I.  art.  y.) 

.  On  peut  aifément  par  la  méthode  de  ce  Problêmefaii* 
tin  triarigle  régulier  on  équilatéral  >  foit  que  le  côté  foit 
donné  ou  qu'il  ne  le  foit  pas*    • 
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ÙV  PERIMETRE    ET  DES   ANGLES 

D  U    ^U  ADK1LATERE. 

Le  quadrilatère >  comme  nous  avons  dit,  eft  une  fi* 
jure  terminée  par  quatre  lignes  droites  :  la  ligne  droite 
qui  eft  tirée  d'un  angle  du  quadrilatère  à  l'angle  op- 
poféa  comme  AD  dans  la  figure  ip ,  fe  nomme  diago* 
naît. 

40.  Si  un  quadrilatère  n'a  aucun  de  Tes  côtés  paral- 
lèles, ou  s'il  n'en  a  que  deux,  on  le  nomme  trapèze , 
tel  eft  le  quadrilatère  de  la  fig.  19.  ;  mais  lorfque  cha- 
que côté  eft  parallèle  au  côté  oppofé ,  le  quadrilatère  eft 
appelle  parallélogramme ,  comme  CABD  figx,  23.  Si 
les  angles  du  parallélogramme  font  droits ,  il  eft  appelle 
rtSangle ,  &  fi  tous  les  côtés  du  reâangle  font  égaux , 
on  le  nomme  quart é:  comme  ABCD,  fig.  21.  Mais 
lorfque  les  feuls  côtés  oppofés  du  reâangle  font  égaux 
on  l'appelle  reâangle  oblong ,  comme  dans  la  fig.  20. 
Si  les  angles  du  parallélogramme  font  obliques ,  il  s'ap- 
pelle obluju angle.  Il  y  en  a  deux  fortes  :  le  Rhombe  6c 
le  Rhomboïde.  Un  rhombe  eft  un  parallélogramme  obli- 
quangle  dont  les  quatre  côtés  font  égaux»  comme 
ABCD  fig.  22.  On  l'appelle  auffi  lofange.  Un  rhom- 
boïde eft  un  parallélogramme  obliquangle  dont  les  feuls 
cotés  oppofés  font  égaux,  tel  eft  celui  de  la  fig.  23  : 
ainfi  en  reprenant  tout  ce  qu'on  vient  de  dire ,  l'on  trou- 
vera les  divifions  fuivantes.  Le  quadrilatère  fe  divife 
d'abord  en  trapèze  &  en  parallélogramme.  Il  y  a  deux 
efpeces  de  parallélogrammes  :  le  reâangle  &  l'obliquant 
gle.  Le  reâangle  fe  fubdivife  en  quarré  &  en  reâangle 
oblong.  De  même  on  fubdivife  le  parallélogramme  obli- 
TUngle  en  rhombe  &  en  rhomboïde.Le  reâangle  oblong 
fe  nomme  fouvent  reâangle ,  fans  ajouter  oblong. 

On  peut  donc  définir,  1  Me  parallélogramme,  un 
1  Vadrilatere  dont  les  côtés  oppolés  font  parallèles.  2°. 
,  **  reâangle  un  parallélogramme  dont  les  angles  font 
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roits ,  &  par  conféquent  égaux.  Le  quarré ,  uti  teê« 
tangle  donc  les  cotés  font  égaux. 

il  fuit  des  notions  qu'on  vient  de  donner  ,  que  tout 
parallélogramme  eft  quatrilatere  ;  mais  tout  quadrila- 
tère n'eu  pas  parallélogramme  ;  de  même  tout  re&an- 
gle  eft  parallélogramme,  mais  tout  parallélogramme 
n'eft  pas  reâangle  :  enfin  tout  quarré  eft  reâangle ,  mais 
tout  reâangle  n'eft  pas  quarré.  Le  feul  mot  reBangk 
fignifie  la  même  chofe  que  parallélogramme  feSangU  i 
mais  pour  Ggnifier  un  triangle  reâangle  il  ne  fumroit 
pas  de  dire  ou  d'écrire  un  reâangle ,  il  faut  ajouter  le  mot 
de  triangle  en  difant  triangle  teSangle* 

41.  Nous  obferverons  ici  trois  chofes.  1*.  Un  qua- 
drilatère peut  être  défîgné  ou  par  quatre  lettres  placées 
au  fbmmet  des  angles  »  ou  feulement  par  deux  lettres 
qui  font  au  fommet  des  angles  oppofés  t  aictfi  le  quadri- 
latère de  la  fig.  19  peut  être  déligné  par  les  quatre  let- 
tres, A, C,  D,B*  ou  par  les  deux ,  À ,  D,  ou  enfin  par 
les  deux  autres  B ,  G.  2*.  Quand  on  dit  le  quarré  d'une 
ligne ,  on  entend  un  quarré  dont  chacun  des  côtés  eft 
égal  à  la  ligtie  :  par  exemple  ,  le  quarré  de  la  ligne  EF1 
(fig.  21  )  eft  un  quarré  comme  ABGD  ,  dont  chaque 
côté  eft  égal  à  EF.  30.  Lorfqu'on  veut  défigner  le  quarré 
d'une  ligne  tel  que  EF ,  on  écrit  êf  ;  ainfi  cette  expref- 
Fîg.19.  fion  ëf1  fignifie  le  quarré  de  la  ligne  EF. 

4,2.  Il  faut  remarquer  que  dans  tout  quadrilatère 
comme  ACDfi ,  la  fbmme  des  quatre  angles  eft  toujours 
égale  à  quatre  angles  droits  ;  car  fi  on  tire  la  diagonale 
AD  ,  elle  <iïvifera  le  quadrilatère  en  deux  triangles, 
dont  les  angles  feront  formés  des  angles  mêmes  du  qua- 
drilatère. Or,  comme  nous  avons  démontré  ci-deflus, 
les  trois  angles  du  triangle  font  égaux  à  deux  droits  3 
donc  tous  les  angles  des  deux  triangles  font  égaux  à  qua- 
tre angles  droits,  &  par  conféquent  tous  les  angles 
du  quadrilatère  pris  enfemble  valent  quatre  angles 
droits. 
Fig. 3 3*     4  5 ,  Dans  tout  parallélogramme .  comme  CABD ,  fifi 
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aj ,  les  côtés  oppofés  AB  &  CD ,  ou  AC  &  BD  font  Fig«aJ* 
égaux  entr'eux  ;  de  plus  les  deux  angles  fur  le  même  cô- 
té ,  comme  A  &  B ,  ou  A  &  C  pris  enfemble ,  font 
égaux  à  deux  angles  droits 5  enfin  les  angles  oppofés» 
comme  A  &  D ,  ou  C  &  B  font  égaux  entr'eux.  Tout 
cela  a  été  démontré  en  parlant  des  parallèles  (  Liv«  I. 
art.  57.) 

44»  De  là  il  fuit  i\  que  fi  on  tire  une  diagonale , 
comme  AD  >  dans  un  parallélogramme ,  elle  le  divifera 
en  deux  parties  égales ,  qui  font  les  triangles  ACD  & 
DBA  (3  $)j  car  les  trois  côtés  du  premier ,  fçavoir  AC 
CD  &  AD  font  égaux  aux  trois  côtés  BD ,  AB  &  AD  du 
fécond. 

2°.  Que  dans  tout  parallélogramme  un  angle,  com- 
me A ,  ne  peut  être  droit  que  tous  les  autres  angles  ne 
le  fuient  aufli  :  car  fi  l'angle  A  eft  droit ,  fon  oppofé  D 
le  fera  aufli:  de  même  l'angle  B  fera  droit,  parce  que 
les  deux  angles  A  &  B  valent  enfemble  deux  angles 
droits  :  donc  l'angle  C  oppofé  à  B  fera  aufli  droit. 

3°.  Que  C  deux  côtés ,  comme  AC  &  AB  qui  forment 
l'angle  CAD ,  font  égaux ,  les  deux  autres  côtés  font 
auffi  égaux ,  parce  que  BD  eft  égal  à  AC ,  &  CD  eft 
égalàAB. 

Problème. 

4  J.  Faire  un  parallélogramme  qui  ait  fes  cités  égaux 
aux  lignes  données  M  Gr  N,  &  un  angle  égal  à  V angle 
donné  O. 

Faites  l'angle  en  A  égal  à  l'angle  donné  O  ;  &  fur 
les  côtés  >  prenez  AB  &  AC  égaux  aux  lignes  données  M 
&  N  ;  enlurte  du  point  C  &  de  l'intervalle  AB  décri- 
vez un  arc  de  cercle ,  &  du  point  B  &  de  l'intervalle 
AC  décrivez  un  autre  arc  qui  coupe  le  précédent  en  D  ,  Fig.23. 
tirez  les  lignes  CD  &  BD  »  &  vous  aurez  le  parallélo- 
gramme propofé* 


$6  Livre  second: 

Il  eft  aifé  de  concevoir  que  le  quadrilatère  CABD 
aura  fes  côtés  égaux  aux  lignes  données  M  &  N ,  puif- 
que  les  deux  côtés  AB  &  AC  ont  été  pris  égaux  à  ces  li- 
gnes &  que  d'ailleurs  les  arcs  ont  été  décrits  de  l'inter- 
valle de  ces  mêmes  lignes  M  &  N  ;  ce  qui  fait  voir  que 
les  autres  côtés  CD  &  BD  font  égaux  aux  premiers.  Or 
les  côtés  oppofés  ne  peuvent  être  égaux  fans  qu'ils  fotent 
parallèles  :  car  que  l'on  conçoive  une  diagonale  tirée  du 
point  A  au  point  D  ,  le  quadrilatère  fera  divifé  en  deux 
triangles  parfaitement  égaux  (33)»  puifque  les  trois 
côtés  de  l'un  feront  égaux  aux  trois  côtés  de  l'autre  ; 
ainfi  f  angle  ADC  du  triangle  fupérieur  eft  égal  à  l'an- 
gle DAB  du  triangle  inférieur ,  puifque  ces  deux  angles 
font  oppofés  à  des  cotées  égaux  ;  &  par  conféquent  ces 
deux  angles  égaux  étant  alternes ,  les  deux  côtés  CD  & 
AB  font  parallèles  (  Liv.  I.  art.  9  y  ).  Par  la  même  raifon 
les  deux  côtés  AC  &  BD  font  parallèles ,  puifque  les  an- 
gles alternes  DAC  &  ADB ,  qui  (ont  des  angles  oppo* 
(es  à  des  égaux  dans  les  deux  triangles ,  font  égaux; 
donc  le  quadrilatère  CABD  eft  un  parallélogramme* 

Si  on  propofe  feulement  de  faire  un  parallélogram- 
me ,  enforte  que  l'angle  O  ne  foit  pas  donné ,  ni  les 
côtés  M  &  N ,  on  fera  l'angle  A  à  difcrétion ,  &  on 
prendra  les  côtés  AB  &  AC  de  quelle  longueur  on  vou- 
dra ;  ainli  le  Problême  en  fera  plus  facile. 

46.  On  peut  fe  fervir  de  a  même  méthode  pour  faire 
un  quarré ,  pourvu  qu'on  tire  la  ligne  AC  perpendicu- 
laire &  égale  au  côté  AB. 

Après  avoir  traité  des  triangles  &  des  quadrilatère*, 
confédérés  félon  leurs  côtés  &  leurs  angles ,  qui  font  les 
deux  efoeces  de  figures  les  plus  (impies ,  nous  allons 
parler  1*.  des  polygones  en  général..2°.  Des  polygones 
içmblables.3%  Des  polygones  réguliers. 
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DES  POLYGONES   EN  GÉNÉRAL; 

Nous  avons  donné  ci-deffus  (7  &  8)  la  définition  d'un 
polygone  en  général  &  celle  d'un  polygone  régulier» 

Théorème    I. 

47.  Tous  les  angles  d'un  polygone  quelconque ,  font  . 
égaux  à  deux  fois  autant  dH  angles  droits,  moins  quatre ,  aut 
le  polygone  a  de  cités.  Par  exemple .  fi  le  polygone  a  cinq 
cotés,  pour  connoîcre  combien  d'angles  droits  valent 
tous  les  angles  de  ce  polygone ,  il  n'y  a  qu'à  prendre  le 
double  de  cinq,  &  Ton  aura  aura  dix,  dont  il  faut  ôter  qua- 
tre,  &  il  rcfte  fïx  ;  ainfi  tous  les  angles  du  pentagone 
pris  enfemble  valent  fix  angles  droits.  De  même  fi  l'on 
veut  connoître  combien  d'angles  droits  valent  tous  les 
angles  d'un  polygone  de  1000  côtés  ,  il  n'y  a  qu'à  dou- 
bler 1000 ,  &  1  on  aura  2000 ,  dont  il  faut  ôter  quatre, 
il  refte  15)96  ;  ce  qui  marque  que  tous  les  angles  d'un 
polygone  de  1000  côtés  valent  1996  angles  droits. 

Démonstration. 

Du  point  A  fommet  d'un  des  angles  de  la  Figure  %  il 
faut  tirer  des  lignes  à  tous  les  autres  angles ,  excepté  Fig.a^ 
aux  deux  plus  proches ,  qui  font  B  &  £  :  ces  lignes  for* 
meront  autant  de  triangles ,  moins  deux  >  qu'il  y  a  de 
côtés  ou  d'angles  dans  le  polygone  ;  en  forte  que  s'il 
y  a  cinq  côtés ,  il  y  aura  cinq  triangles  moins  deux,  c'eft- 
a-dire  ,  trois  :  de  plus ,  les  angles  de  ces  triangles  ne 
font  formés  que  des  angles  du  polygone.  Cela  pofé ,  je 
raifonne  ainfi  :  s'il  y  avoit  autant  de  triangles  qu'il  y  a 
1e  côtés  dans  le  polygone  ,  comme  les  angles  de  chaque 
riangle  valent  deux  angles  droits ,  les  angles  des  trian- 
tes formés  dans  le  polygone  vaudraient  autant  de  fois 
leux  angles  droits  ,  qu'il  y  a  de  côtés  dans  le  polygone  » 
'eft-à-dire  »  que  les  angles  du  polygone  pris  enfemble 
[eroient  égaux  à  deux  fois  autant  4  angles  droits,  qu'il 
L  Partie.  Gt 


y  a  de  côtés  :  mais  il  n'y  a  pas  autant  de  triangles  qu'il  y. 
a  de  côtés**  il  s'en  faut  deux  ,  &  les  angles  de  deux  trian- 
gles valent  quatre  angles  droits  :  par  conféquent  les  an- 
gles du  polygone  valent  deux  fois  autant  d'angles  droits , 
moins  quatre  ,  qu'il  y  a  de  côtés  dans  le  polygone.  Ce 
qu'il  falloit  déraonGrer. 

On  peut  démontrer  ce  Théorème  autrement  en  cette 
manière:  Tous  les  Angles  d*uh  polygone  quelconque  yfont 
égaux  à  deux  fois  autant  £  angles  droits  que  le  polygone  * 
de  cotés ,  moins  deux  \  par  exemple  ,  le  polygone  ayant 
cinq  côtés ,  il  faut  en  ôter  deux  ;  il  en  reftera  trois  ; 
dont  le  double ,  qui  eft  fix  ,  marque  que  les  angles  du 
pentagone  valent  (ne  angles  droits. 

Corollaire  I. 

Fig.25.  4.8.  Si  on  prolonge  d'un  côté  chacune  des  lignes  qui 
font  le  périmètre  d'un  polygone  ,  tous  les  angles  exter- 
nes qui  font  ici  F  AB  ,  GBC ,  HCD ,  KDE ,  LEA  Dris 
enfemble  feront  égaux  à  quatre  angles  droits  :  car  cha- 
que angle  interne  comme  EAB ,  &  l'angle  externe  FAB, 
qui  eft  fon  fupplément ,  valent  enfemble  deux  angles 
droits  (Liv.  I.  art.  y  4.)  ;  &  par  conféquent  »  en  prenant 
conjointement  les  angles ,  tant  internes  qu'externes ,  du 
polygone ,  on  aura  autant  de  fois  la  valeur  de  deux  an- 
gles droits  qu'il  y  a  d'angles  internes  ou  de  côtés  dans 
le  polygone  ;  c  eft-à-diré ,  que  les  angles  internes  & 
externes  pris  enfemble  font  égaux  à  deux  fois  autant 
d'angles  droits  qu'il  y  a  de  côtés  dans  le  polygone.  Or» 
les  feuls  angles  internes  valent  deux  fois  autant  d'an- 
gles droits  moins  quatre,  qu'il  y  a  de  cotés;  donc  la 
lomme  de  tous  les  angles  externes  d'un  polygone  ,  ne 
vaut  que  quatre  angles  droits.  On  fuppofe  ici  qu'il  n'y  a 
point  d'angles  rentrans. 

Corollaire  1 1. 

49.  La  Tomme  des  angles  externes  d'un  polygone ,  eft 
égale  à.  la  (omae  des  angles  externes  d'un  autre  poly- 
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gdne ,  foît  que  les  polygones  eyent  le  même  nombre  de 
cotés,  foie  que  Pua  en  ait  plus  que  l'autre»  Cela  fuie 
évidemment  du  premier  Corollaire  ,  puifque  Tune  & 
l'autre  fomme  eft  égale  à  quatre  angles  droits* 

Corollaire  III. 

y o.  Lorfque  deux  polygones  réguliers  ont  chacun  le 
même  nombre  de  côtés ,  les  angles  de  l'un  font  égau* 
aux  angles  de  l'autre  :  par  exemple ,  (oient  deux  penta- 
gones réguliers  ;  je  dis  que  les  angles  de  l'un  font  égaux 
aux  angles  de  l'autre  ,  chacun  ï  chacun  :  car  les  cinq  anr 
gles  d'un  pentagone  font  égaux  à  fix  angles  droits  par 
le  Théorème.  Or  ces  cinq  angles  font  égaux  entr'eux, 
puifque  l'un  &  l'autre  pentagone  eft  régulier  ;  donc  cha- 
cun des  angles  eft  la  cinquième  partie  de  fix  angles  droits 
dans  l'un  &  l'autre  pentagone  ;  ainii  les  angles  de  l'un 
font  égaux  aux  angles  de  l'autre* 

Des  Polygones  ou  Figures  femblables. 

yi.  Nous  avons  dit  (9)  ,  que  deux  figures  font 
femblables ,  lorfque  chaque  angle  de  l'un  eft  égal  à 
chaque  angle  de  l'autre  dans  le  même  ordre ,  &  que  les 
côtes  de  la  première  font  proportionnels  aux  côtés  cor- 
refpondans  de  la  féconde.  Ces  côtés  correfpondans  ,  . 
comme**  Se  AB ,  bc  &  BC,  ci  &.CD  ,  de  &  DE,  ef&c  Fig.31 
EF,  &c.  font  appelles  homologues.  Deux  côtés  font  ho- 
mologues lorfqu'ils  font  (itués  de  la  même  manière 
dans  les  deux  Figures  par  rapport  aux  angles  &  aux  au- 
tres côtés  :  ainfi  afin  que  deux  côtés  foient  homologues 
il  faut  que  les  angles  entre  lefquels  eft  fitué  le  premier 
foient  égaux  refpeâivement  à  ceux  entre  lefquels  fe 
trouve  le  fécond.  Afin  que  »  par  exemple  »  ab  &  AB  foient 
homologues  il  faut  que  les  angles  &ôcb  foient  égaux  aux 
«nglesA&B. 

Dans  deux  triangles  femblables  *  les  côtés  homo- 
logues ou  correfpondans ,  font  oppofés  à  des  angles 
égau*»  ainfi  dus  la  Figure  2$  »  ta  côtés  homolpgue* 

Gij 
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dbdc  ÀB  font  oppofés  aux  angles  égaux  c  &  C  :  de  mê- 
me les  côtés  homologues  ac  &  AC  font  oppofés  aux  an- 
gles égaux  b  &  B  ;  il  en  eft  de  même  des  deux  autres 
côtés  tb  &  CB. 

rig.26.  j2.  Remarquez  que  les  angles  d'un  polygone  peu- 
vent être  égaux  refpeâivement  aux  angles  d'un  autre 
polygone ,  quoique  les  côtés  de  l'un  ne  foient  pas  pro- 
portionnels à  ceux  de  l'autre  s  car  foient  »  par  exemple, 
deux  exagones  femblables>lé  premief  abtitf  %  &  le  fé- 
cond ABCDEF  :  fi  vous  prolongea  deux  côtés  du  fé- 
cond comme  BC  &  ED ,  (  il  en  faut  choiîir  deux  qui 
foient  féparés  l'un  de  l'autre  par  un  troifieme ,  qui  eft 
ici  CD  ) ,  &  fi  vous  tirez  la  ligne  GH  parallèle  au  côté 
CD ,  vous  aurez  un  troifieme  exagone  ÂBGHEF  »  dont 
les  angles  font  égaux  à  ceux  du  fécond  à  caufe  des  parai* 
leles  GH  &  CD  :  par  conféquent  les  angles  de  ce  troi- 
fieme exagone  font  aufli  égaux  à  ceux  du  premier.  Ce- 
pendant les  côtés  du  troifieme  exagone  ne  (ont  pas  pro- 
portionnels à  ceux  du  premier  :  car  les  côtés  de  l'exa- 
Îoae  ABCDEF  étant  par  Phypothèfe  ,  proportionnels 
ceux  du  premier ,  il  eft:  impoifible  que  les  côtés  du  troi- 
fieme exagone  foient  aufli  proportionnels  aux  côtés  du 
premier. 

Fi*  27.  y  2.  B.  Réciproquement  les  côtés  d'un  polygone  peu- 
vent être  proportionnels  aux  côtés  d'un  autre  polygone» 
quoique  les  angles  de  l'un  ne  foient  pas  égaux  aux  an- 
gles de  l'autre  :  car  foient  encore  deux  exagones  fembla- 
bles ,  le  premier  abedef,  &  le  fécond  ABCDEF ,  tirez 
des  deux  angles  B  &  F  les  deux  lignes  BG  &  FL  égales 
aux  deux  côtés  BC  &  EF  ,  (  il  faut  choifir  deux  angles 
qui  foient  féparés  parjtrois  autres ,  qui  font  ici ,  C,  D,  E  :} 
enfuite  du  point  G  &  de  l'intervalle  CD ,  décrivez  un 
arc  vers  le  point  D.  Pareillement  du  point  L  &  de  l'in- 
tervalle ED ,  décrivez  un  autre  arc  qui  coupe  le  premier 
en  un  point,  comme  H:  enfin  tirez  les  lignes  G  H  8c 
LG  »  vous  aurez  un  troifieme  exagone  ABGHLF  dont 
les  côtés  font  égaux  parla  conftruâion  à  ceux  du  fécond» 
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8c  par  conféquent  proportionnels  à  ceux  du  premier  : 
cependant  il  eft  vifible  que  les  angles  du  troiiieme  exa- 
gone  ne  (ont  pas  égaux  aux  angles  du  fécond ,  ni  par 
conféquent  à  ceux  du  premier. 

J2  C.  Il  faut  conclure  de-là ,  qu'afin  de  pouvoir  af- 
furer  que  deux  polygones  font  femblables ,  il  eft  nécet 
faire  de  fçavoir  que  les  angles  de  l'un  font  égaux  aux 
angles  de  l'autre  ,  &  de  plus  que  les  côtés  du  premier 
font  proportionnels  à  ceux  du  fécond.  Il  faut  néanmoins 
excepter  les  triangles  de  cette  remarque,  parce  que 
nous  allons  faire  voir  dans  le  Théorème  fuivant ,  que 
quand  deux  triangles  ont  les  angles  égaux ,  c'eft-à-dire , 
que  les  angles  de  l'un  font  égaux  aux  angles  de  l'autre» 
les  côtés  font  proportionnels  :  &  réciproquement  lors- 
que les  côtés  d'un  triangle  font  proportionnels  aux  cô- 
tés de  l'autre ,  les  angles  du  premier  font  égaux  à  ceux 
jdu  fécond  ,  chacun  à  chacun  (  jp)  ;ainfi  il  fuffit  de  fça- 
voir que  deux  triangles  ont  une  de  ces  conditions ,  pour 
pouvoir  tfflurer  qu'ils  font  fembUblest 

< 
Théorème  I.  et  fondamental. 

y  3 .  Lorfque  deux  angles  d'un  triangle  font  égaux  à  deux 
angles  d'un  autre  triangles ,  chacun  à  chacun ,  les  cités  du 
premier  font  proportionnels  aux  côtés  homologues  du fécond^ 
ainfi  les  deux  triangles  font  'femblables. 

Soient  les  deux  triangles  abcôc  ABC,  enforte  que  Fig.at 
l'angle  a  du  premier  foit  égal  à  l'angle  A  du  fecood  4& 
l'angle  b  égal  à  l'angle  B ,  je  dis  que  les  côtés  de  l'un 
font  proportionnels  aux  côtés  homologues  de  l'autre  ; 
c'eft- à-dire  que  l'on  a  les  trois  proportions.  i°.  ea.  CA  :  : 
cb.  CB.  2°.  bc.  BC  :  :  ba.  B  A.  30.  ak  AB  :  :  ac.  AC.  Avant 
de  le  démontrer ,  il  faut  remarquer  que  les  angles  c  fie 
C  font  néceflairement  égaux  ,  parce  Que  deux  angle? 
d'un  triangle  ne  peuvent  être  égaux  à  deux  angles  d-uji 
autrej  triangle ,  que  lef  troifieme  angle  du  premier  ne 
foit  égal  au  troiiieme  du  fécond  (  10). 

Guj 
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DÉMONSTKÀTrOK. 

îg.a8.  i°.  ca.  CA  :  :  cb.  CB  :  car  nous  avons  démontré  (Lhr. 
I.  art.  1 5*3  ),  que  fi  deux  lignes  tirées  du  même  point 
font  autant  inclinées  fur  une  bafe ,  que  deux  autres  li- 
gnes le  font  fur  une  autre  bafe ,  alors  les  deux  premiè- 
res font  proportionnelles  aux  deux  autres.  Or  les  deux 
lignes  ca  &  cb  font  autant  inclinées  fur  la  bafe  ab ,  que 
les  deux  lignes  CA  &  CB  le  font  fur  la  bafe  AB  (Liv.  L 
art.  160)  puifque  les  deux  angles  a  Se  b  font  égaux 
aux  deux  angles  A  &  B  ;  par  conféquent  on  a  la  propor- 
tion ,  ca.  CA  :  :  cb.  CB. 

.  2°.  bc  ♦  BC  :  :  ba  •  B  A  :  car  les  deux  angles  a  &  c  étant 
égaux  aux  deux  autres  A  &  C  ,  les  deux  lignes  bc  &  h 
font  autant  inclinées  fur  la  bafe  ac ,  que  les  deux  lignes 
BC  &  BA  le  font  fur  la  bafe  AC  ;  par  conféquent  on  a 
la  proportion  bç .   BC n  ba.  BA. 

3*.  ab.  AB  :  :  ac.  AC.  Cette  proportion  petit  êtredé* 
montrée  de  la  même  manière  que  les  deux  autres  ,  en 
confidérant  les  lignes  bc  &  BC  comme  baies.  Au  lieu 
de  ces  trois  proportions  on  auroit  pu  mettre  leurs  flft» 
ternes. 

J3  B.  Lorfque  les  angles  d'un  triangle  font  égaux  aux 
angles  d'un  autre ,  chacun  à  chacun ,  ces  triangles  font 
appelles  équiangles  mtrtux.  Ainfî  les  triangles  équiao- 
gles  entr'eux  font  femblables. 

f^,  Remarquez  qu'afin  d'être  afluré  que  deux  trian- 
gles îfoceies  font  femblables ,  il  fuffir  de  fçavoir  qu'un 
angle  du  premier  triangle  eft  égal  à  l'angle  correfpon- 
aant  du  fécond  :  par  exemple  •  les  deux  côtés  ca  &  cb 
du  triangle  acb  étant  fuppofés  égaux  4  &  les  deux  côté* 
CA  &  CB  du  triangle  ACB  étant  aufli  égaux  entr'eux  ; 
fi  les  deupe  angles  c  &  C  font  chacun  de  j*o  degrés ,  il 
eft  néceflaire  que  les  deux  angles  égaux  a  &  h  du  pre- 
mier triangle  aient  chacun  6$  degrés  >  &  que  les  ceux 
angles  A  &  B  du  fççoad ,  qui  font  auffi.  égaux  entr'eux, 
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aient  pareillement  chacun  6  y  degrés  Pat  cofiféquenc 
les  deux  triangles  font  femblables. 

J4.  B.  Il  ne  faut  pas  confondre  dans  ce  Théorème  ni 
dans  les  tuivans  >  la  fignification  de  ces  termes  fembla* 
blés  y  égaux  &  proportionnels  :  le  terme  femblables  doil 
s'employer  pour  les  triangles  &  les  autres  figures  ;  le  mot 
égaux  fe  dit  des  angles ,  &  le  terme  proponionels  s*ap  - 
plique  aux  côtés  des  figures  :  ainfi  on  dit' que  deux  figu- 
res font  femblables ,  que  leurs  angles  font  égaux  »  & 
que  leurs  côtés  font  proportionnels.  Il  arrive  fouvent 
aux  commençans  de  faire  une  faufle  application  de  ces 
termes  ,  en  ai  Tint ,  par  3  3c  e  m  pie»  que  les  angles  des  fi- 
gures femblables  font  proportionnels,  ou  que  leurs  cô- 
tés font  femblables. 

Les  trois  Théorèmes  fuivans  répondant  au  fixieme  A 
feptieme  &c  huitième  (ap  ,30  &  33)  qu'on  a  démon* 
très  fur  les  triangles  égaux.  . 


.V: 
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'  y  j.  Si  lesMuti tkis  tâ&  'âc  d'uto  ttiimgU fonipYùphr  -  pjg.aj, 
tionnclsamc  cônts  AB  6f  AC  à! un  awn  triangk ,  que  Us 
angles  cèmprisâ  b  A  fotenrégaux  >  Us  Aeu*  triangles  fini 
Jïmblabku  ..'  :.  :       '-- 

DÉMONSTRATION. 

Prenez  fur  AB  la  ligne  Ai  égale  au  cpté  àb  du  petit 
triangle,  &  tirez  d/ Pa^(fk  à  ÈG.  Cela  pofé,  je  d^ 
montre  ainfi  le  Théorème  :  pufîfque  df  eft  parallèle  à 
BC,  les  angles  d  &/fp*t  égaux, aux  angles  B  &  C;  fit 
par  conséquent  les  deux  triangles idÀfÔc  BÀÛ  font  fem* 
Diables.  Il  n'y  a  donc  plus  qj?à  faire  voir  que  le  trianA 
gle  bac  eft  égal  eu  tout  au  triangle  d  A/. 

Par  l'hypothèfe  ab. ae -:  : Â£.  AC?  D'ailteursà  caufè. 
des  triangles  femblables  d A£&  BACj,  onr  a. la  propor- 
tion AÀ.  À/:  :  AB.  AC.  De  plus  fe  fecqnde  raifon  eft 
la  même-  danp  ces  deux  proportions  ;  donc  les  deux  pre* 
mierss  caifons  font  égales ,  ç'efûà-dire  y  que  ab.  ac  :  : 
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Ad,  Af  »  il  âlternando  9abfAd::ac.  Af  Or  dans  cette 
dernière  proportion  »  les  deux  termes  de  la  première  rai* 
Ton  font  égaux ,  parce  que  Ton  a  pris  Ad  égal  à  ai;  donc 
les*  deux  termes  de  la  féconde  raifon  font  auffi  égaux  ; 
ainfi  les  deux  côtés  ab  &  ac  du  triangle  bac  font  égaux 
aux  côtés  Ai  &  Af  du  triangle  dAf.  Mais  d'ailleurs  les 
angles  aêc  A  font  uippofes  égaux;  donc  les  deux  trian- 
gles bac  &  dAf  font  égaux  en  tout  (29)  ;  par  conféquenc 
le  petit  triangle  bac  eft  femblable  au  grand  triangle  BAC 
Ce  qu'il  falloir  démontrer. 

Théorème    II I. 

$6.  Si  les  deux  cités  abfr  ac  d'un  triangle  font propor- 
tionnels aux  côtés  AB  6r  AC  d'un  autre  triangle ,  &  que 
les  angles  b  £r  B  oppofés  aux  cétés  ac  ô*  AC,  foient  égaux . 
Ji  de  plus  les  angles  c  &•  Cfont  de  menu  efpece ,  pour  lort 
les  deux  triangles  font  femblables. 

Démonstration. 

Prenez  Ai  égàlhab  9  &  tirez  df  parallèle  à  BD  :  il  eft 
évident  que  les  angles  JL  &/  feront  égaux  aux  angles  B 
$  D  %  &  que  les  triangles  dAf  6c  BAC  feront  fembla- 
bles. Refte  donc  à  prouver  que  le  triangle  bac  eft  égal 
en  tout  au  triangle  d  A/. 

Par  l'hypothefe  ab.  ac  :  :  AB.  AC*  D'ailleurs  la  firoi- 
litude  des  triangles  dhffr  BAC  donne  Ai  .Af.::  AB* 
AC,  Ainfi ,  puilque  dans  ces  deux  proportions  la  fecon* 
de  raifon  eft  la  même ,  les  deux  premières  (ont  égales  » 
c'eft-à-dire ,  que  ab ,  ac\  {Ai ,  A/,  &  alternando ,  ab  • 
A4  :  :  ac.  Af.  Or  dans  cette  dernière  proportion  les 
deux  termes  de  1*  première  raifon  font  égaux  ;  donc 
ceux  dç  la  féconde  le  font  aufli  :  les  deux  côtés  ab  Stac 
du  triangle  bac  font  donc  égaux  aux  côtés  Ad  &  A/ du 
triangle  dAf  D'ailleurs  l'angle  b  étant  égal  à  l'angle  B  , 
il  eft  aufli  é*al  à  l'angle  d.  Pareillement  l'angle  c  étant 
de  même  çfpeee  que  l'angle  C ,  il  faut  qu'il  Toit  de  me- 
m  efpece  que  l'angle/,  Par  tonféquent  les  deux  triait: 
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gles  bac  Se  dAf font  égaux  en  tout  (30),  Donc  le  petit  Fjg.J$ 
triangle  bac  eft  femblable  au  grand  triangle  BAC.  Ce 
qu'il  falloit  démontrer. 

J7«  Remaquez  que  fi  les  deux  angles  égaux  b  Se  B 
étoient  droits  ou  obtus  ,  il  ne  feroit  pas  néceflaire  de 
f uppofer  que  les  deux  angles  c  &  C  lont  de  même  efpe- 
ce ,  parce  que  cela  s'enfuivroit  néceflàirement  ;  puifque 
les  deux  angles,  b  &  B  étant  droits  ou  obtus ,  il  faut  que 
les  angles  c  &  C  foient  aigus  (20). 

y8,  Remarquez  encore  que  fi  on  compare  deux 
triangles  reâaneles ,  l'angle  droit  de  l'un  eft  néceflài- 
rement égal  à  1  angle  droit  de  l'autre  ;  &  par  confé- 
quent  ces  triangles  feront  femblables  *  fi  un  autre  an- 
gle du  premier  eft  égal  à  un  autre  angle  du  fécond  » 
ou  fi  deux  côtés  du  premier  triangle  font  proportion'* 
nels  à  deux  côtés  correfpondans  du  fécond  :  car  pour 
lors  ces  deux  triangles  auront  les  conditions  marquées 
dans  les  Théorèmes  précédens  »  afin  que  deux  triangles  * 
foient  femblables. 

THftOKftMS     IV. 

'f$.  Si  les  trois  côtés  ab%ac&  be  d'un  triangle  font  pro-  Fig.sj. 
port ionnels  aux  trois  côtés  AB,  AC  &  BC  d'un  autre  triait* 
glef  les  angles  du  premier  font  égaux  aux  angles  du  fécond  f 
chacun  à  chacun  ;  ainjî  les  triangles  font  femblables.  Ce 
Théorème  eft  la  proportion  inverfe  du  Théorème  fon- 
damental* 

Démonstration. 

Prenez  fur  le  côté  AB ,  la  ligne  A4  égale  iab.Sç 
tirez  df  parallèle  à  BC.  s  il  eft  évident  que  le  triangle 
dAf  eft  femblable  au  triangle  BAC.  Il  faut  donc  dé*- 
moptrer  que  les  deux  triangles  bac  &  dAf  font  égauf 
en  tout* 

Les  côtés  du  triangle  bac  font  par  l'hypothefe  pro- 
portionnels à  ceux  du  triangle  BACOn  4  donc  les  pro- 
portion^.**::AB.AÇ,.&4M*:  :AB^^ 
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Kg.19.  leurs  la  fimilitude  des  triangles  dAf&c  BAC  donne  auffi 
les  proportions  Ai  A/:  :  AB  .  AC  &  Ad.df: :  AB. 
JïC.  Or  dans  la  première  &  la  troifïeme  proportion ,  I* 
féconde  raifpn  eft  la  même  :  par  conféquent  les  pre- 
mières raifons  font  égales,  c'eft-à-dire,  que  àb .  ac:: 
Ad.  Af,  &  alternando ,  ab  .  Ad  :  :  ac  A/.  Ainfï  puifque 
ab~Ad  ,  il  s'enfuit  que  ac^Af.  On  conclura  pareille- 
ment de  h  fécondé  &  de  la  quatrième  proportion  qât 
bc=df.  Les  trois  côtés  <Iu  triangle  bac  (ont  donc  égaux 
aux  trois  côtés  du  triangle  dAfi  par  conféquent  ces 
deux  triangles  font 'égaux  en  tout  (53).  Ainfi  le  trian* 
gle  bac  eft  fembbble  au  triangle  BAC, 

60.  On  peut  remarquer  ici  que  quand  deux  triangle* 
font  femblables,  les  qaarrés1  des  côtés  homologues 
font  proportionnel*  :  par  exemple,  dans  la  Figure  28, 

Voyez  ça .  CA  :  :  cb  .  CB  2  car  les  deux  triangles  étant  fembla* 
Alt-4I-J)lesl.onalapropomon  ca.  GÀ::  ci.  CB>&  par  con- 
féquent les  quarrës  de  ces  côtés  font  auffi  proportion* 
nels.  Cette  remarque  a  lieu  toutes  les  fois  \jue  quatre 
lignes  font  propàrtidnAelfeS ,  parce- <q  i/o  n  a  démontré 

âgns  }e  traité  des  proportions ,  que  lorlque  quatre  gran- 
eurs  font  proportionnelles  T  leurs  quarrés  te  fôîht  aùflî. 
Il  en  eft  de  même  deS  dubes  &  des  autres  puïflanceS 
femblables.       ,  . 

•(5o«OLLÀllE, 

61.  Il  paroît  évidemment  par  les  a émonft rations  des 
trois  précéder  jTitéorêçiqs  ,.  qjte  6  un  triangle  eft  fem- 
blable  à  yn  autre  ^  &  que  l'un  des  cotés  du  premier  foit 
£gal  au  côté  jiotribîoguè  du  ftcônd ,  les  autres  côtéii  du 
'premier:  font!  éfcâtix  aux  autre!  côté*  du  fécond  ;  &  pat 
cofaféiquent  M)  les  deux  triangle  font  égaux  ervtout» 
CeUattéja  &£  démontré  (i^.         r  -  ! 

Ces  quatre  Théorèmes  fervent  à  trouver  les  <ô  tés  & 
Tes  angles  tFùh  triangle  dont  on  cormoît^léja  ttrois-cto- 
fesr  fçavoif  ;.oû  dèttft  angles  &im  côté ,  ou  deux  côtés 
érun  angte~-ou  le*  trois  cotés,  Note  fierons  vdit4«4 
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ta  Trigonométrie  comment  il  faut  s'y  prendre  pour 
trouver  le  refte  d'un  triangle  dont  oh  coonoic  les  uois 
chofes  qufe  nous-  venons  de  marquer.    * 

6iJB.Ldrfqu'un  triangle eft  reûaoglerIe  côté  ôppofé 
à  l'angle  droit  eft  nommé  hypothtnufe  :  par  exemple,daris 
la  Figure  30  le  côté  •  BC  oppofé  à  l'angle  droit  eft  l'hy- 
poçhenufe  de  ce  triangle* 

Théorème. 

• 

62*  Si  dufommtt  de  V angle  droit  d'un  triangle  reSangle 
on  abaijfe  une  perpendiculaire  fur  Vhypothenufe%  le  triangle 
feradivifé  en  deux  autres  femblables  chacun  au  grand  trian- 
gle ,  £r  femblables  ait  feux  :  de  plus  on  aura  trois  moyens 
proportionnels  :ff  avoir  les  'deux  côtés  de  Kafigle  droit  &  la 
perpendiculaire;  chaque  côté  de  V angle  droit  fera  moyen 
proportionnel  entre  Phypothenufe  entière  &  fa  partie  corres- 
pondante ,  &  la  perpendiculaire  fera  moyenne  proportion- 
nelle entre  les  deux  parties  de  Vhypothenvfe* 

Sort  le  triangle  BAC  reâangle  en  A  :  je  dis  que  fi  du 
(bonnet  de  l'angle  droit  A,  on  abaifle  la  perpendiculaire 
ÀD  fur  l'hypothenufe ,  le  triangle  total  BAC  fera  dtvifé 
en  deux  triangles  ;  fçavoir,  ADB  4c  ADG,  qui  font  àhat  Fig.39, 
cun  femblables  au  grand  triangle»  &  femblables  entr'oûft 
de  plus  on  aura  trois  moyennes  proportionnelles.  r°i  La 
ligne  AB  qui  eft  un  des  cotés  de  l'angle  rdroit  >  roayemui 
entre  la  bafe  BC  &  la  partie  correspondante  '  BD.  1* 
Îa  ligop  AC  qui  eft  l'autre  côté  de  l'angle  droit,  moyen- 
ne entre  la  même  bafe  BC  &  foû  autre  partie  corres- 
pondante DC,  30.  La  perpendiculaire.  AD  moyenne  eo» 
ne  les  deux  partie?  BD  &  DC  de  la  bafe. 

Bbm.OK^THA  TIQK.  vV 

I  °.  Letriangkf  partiel  ADB  eft  femblableau  tria» 
gje  total  BAC  :  car  l'angle  m  du  triangle  partiel  eft  droit 
i  cabfe  de  ta  perpendiculaire  AD  ;  cet  àngla  eft  dont 
égal  à  l'angle  A  du  grand  triangle  qui -eft  aufli  dtùiP. 
D  ailleurs  l'angle  .^.eft  coroàmu  à  ce*  deitf  triangle** 
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Fig.30.  il  y  a  deux  angles  du  petit  triangle  égaux  à  deux  angles 
du  grand;  donc  le  troifieme  angle  o  du  petit  eft  égal  i 
l'angle  C  qui  eft  le  troifieme  du  grand  ;  &  les  triangles 
font  femblables  ;  par  conféquent  les  côtés  homologues 
font  proportionnels.  Or  BD  côté  du  petit  triangle  eft 
homologue  à  AB  côté  du  grand,  puifque  les  deux 
angles  o  &  C  oppofés  à  ces  deux  côtés  font  égaux  :  de 
même  AB  confidéré  cpmme  côté  du  petit  triangle ,  eft 
homologue  à  BC  côr.é  du  grand ,  parce  que  les  angles 
oppofés  m  &  A  font  égaux  :  ainfi  on  a  la  proportion 
BD.  AB::  AB,  BC;  ou  en  faifànt  changer  de  place 
aux  extrêmes ,  BC  •  AB  :  :  AB .  BD.  Donc  le  côté  AB 
eft  moyen  proportionnel  entre  BC,  bafe  du  grand  trian- 
gle &  fa  partie  BD. 

2°.  L'autre  triangle  partiel  ADC  eft  auflS  femblable 
-au  triangle  total  BAC  :  car  l'angle  n  du  triangle  partiel 
eft  droit  ;  &  par  conféquent  égal  à  l'angle  droit  A  du 
grand  triangle.  D'ailleurs  l'angle  C  eft  commun  ï  ces 
;deux  triangles;donc  le  troifieme  angle/?  du  petit  eft  égal 
àVàngl&B ,  qui  eft  le  troifieme  du  grand ,  &  les  deux 
triangles  font  femblables  :  par  conféquent  les  cotés  ho- 
mologués font  proportionnels.  Or  DC  côté  du  peut 
triangle  eft  homologue  à  AC  côté  du  grand ,  parce 
jque  les  angles  oppofés  p  &  B  font  égaux  :  de  même  AC 
confidéré  comme  côté  du  petit  triangle  eft  homologue  à 
BC  côté  du  grand;  parce  que  les  angles  n  &  A  qui  font 
oppofés  à  ces  côtés  font  égaux.  On  a  donc  la  proportion 
DC  *  AC  :  :  AC ,  BC  »  ou  en  faifant  changer  de  place  aux 
extrêmes,  BC .  AC  :  :  AC .  DC  :  ainfi  le  côté  AC  du 
grand  triangle  •  eu  moyen  proportionnel  entre  la  bafe  BC 
&  l'autre  partie  DC. 

30.  Les  deux  triangles  partiels  ADB  &  ADC  font 
femblablei  entr'eux.Cela  fuit  de  ce  qu'on  vient  de  prou- 
ver dan*  les  deux  premières  parties  de  cette  démon- 
ftration  ;  l'angle  o  du  premier  eft  donc  égal  à  l'angle  C 
du  fécond ,  par  conféquent  les  côtés  oppofés  à  ces  an- 
gle* s  fçavoir  >  BD  dans  le  premier»  &  AD  dans  le  fe- 
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cond  font  homologues.  Pareillement  l'angle  B  du  pre-  Fig.^o* 
mier  triangle  eft  égal  à  l'angle  p  du  fécond  ;  par  consé- 
quent les  côtés  oppofés  à  ces  angles  ;  favoir  AD  dans 
le  premier  ,  &  DC  dans  le  fécond ,  font  homologues  ; 
ainfi  on  a  la  proportion  BD .  AD  :  :  AD .  DC  ;  donc  la 
perpendiculaire  AD  eft  moyenne  proportionnelle  entre 
les  deux  parties  de  la  bafe.  Il  paroît  donc  par  ce  Théo- 
rème que  chaque  côté  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rec- 
tangle eft  moyen  proportionnel  entre  l'hvpothenufe  en- 
tière &  fa  partie  correfpondante,  &  que  la  perpendicu- 
laire eft  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  parties 
de  l'hypothenufe  coupée  par  cette  perpendiculaire» 

Corollaire, 

6$  •  Si  un  angle  infcrit ,  comme  BAC ,  eft  appuyé  fur 
un  diamètre ,  &  que  du  fommet  on  tire  une  perpendi- 
culaire AD  fur  le  diamètre ,  chacune  èts  deux  cordes 
qui  font  les  côtés  de  l'angle  eft  moyenne  proportion- 
nelle entre  le  diamètre  entier  &  fa  partie  correfpon- 
dante :  &  de  plus  la  perpendiculaire  eft  moyenne  pro- 
portionnelle entre  les  deux  parties  du  diamètre.  Tout 
cela  fuit  évidemment  du  Théorème ,  puifque  l'angle 
infcrit  BAC  eft  droit  (  Liv.  I  art.  127).  La  dernière 
partie  de  ce  Corollaire  avoic  déjà  été  démontrée  (Liv.I» 
art,itfj\) 

THéORÊMB  VI. 

66.  Lorfque  deux  figures  font  femblables ,  lewrf contours 
ou  périmètres  font  entreux  comme  les  côtes  homologues  des 
figures. 

Soient  les  deux  figures  abcdefg  &  ABCDEFG  ,  que  Fig.31, 
Ton  luppofe  femblables.  Je  dis  que  le  périmètre  de  la 
première  eft  au  périmètre  de  la  féconde ,  comme  le  cÔ* 
té  ab  de  la  première  eft  au  côté  homologue  AB  de  la  fé- 
conde. •    •      - 
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Rfrî1*  DÉMONSTRATION. 

Ces  deux  figures  étant  fuppofées  femblables ,  les  ci- 
tés de  l'une  font  proportionnels  aux  côtés  homologues 
de  l'autre  (p)  ;  c'eft-à-dire  ,  que  ab.  AB  :  :  bc  ,  BC  :  :  ci 
CD;:dc.DE  nef.  EF  nfg.  FGr.g*.  GA.  Voilà  donc 
plufîeurs  raifons  égales  s  par  conféquent  la  fomme  des 
antécédens  (  Théorème  IV.  de6  Proportions)  eft  à  la 
fomme  des  conféqueos  comme  un)  feul  antécédent  eft  à 
fon  conféquent.  Or  la  fomme  des  antécédens  eft  le  pé- 
rimètre de  la  première  figure,  c'eft- à-dire  ,  tous  (es  cô- 
tés pris  enfemble  ,  &  la  fojnme  dts  conféquens  eft 
aufli  le  périmètre  de  la  féconde  figure  ;  donc  le  péri- 
mètre de  la  première  figure  eft  au  périmètre  de  la  fé- 
conde ,  comme  ab  eft  à  AB  ,  ou  comme  bc  eft  à  BC.  Ce 
qu'il  falloit  démontrer. 

67.  On  peut  remarquer  que  dans  deux  figures  fem- 
blables ,  \f$  lignes  correfpondantes ,  telles  que  ad  &  AD 
font  proportionnelles  aux  côtés  homologues  ab  8c  AB. 
ou  bc  &c  BC  «ou  edde  CD  ,  &c.  car  ayant  tiré  les  deux 
autres  lignes  correfpondantes,  ac  &  AC,  on  a  deux  trian- 
gles abc  &  ABC  qui  font  fcmblables  (y y  ) ,  parce  que 
les  côtés  ab  &  bc  du  premier  font  proportionnels  aux 
côtés  AB  &  BC  du  fécond ,  &  que  d'ailleurs  les  angles 
eba  &  CBA  font  égaux.  Or  ces  triangles  étant  fcmbla- 
bles ,  il  s'enfuit  i°.  que  ac  ,  AC  ::ab,  AB ,  ou  bien  *e. 
AC  :  :  cd ,  CD ,  &  alternando ,  ac.  ci  :  :  AC.  CD,  2Q. 
Que  les  deux  angles  bca  &  BCA  fon  égaux  ;  &  par  con- 
féquent les  deux  autres  angles  dea  &  DCA  font  aufli 
égaux  à  caufe  que  l'angle  total  bed  eft  égal  à  l'angle  total 
BCD  ;  ainfi  les  deux  triangles  aed  &  ACD  font  fembU* 
blés  par  la  même  raifon  que  les  deux  premiers  le  (ont 
entr'eux  ;  donc  les  cotés  ad  &  AD  font  proportionnels 
aux  côtés  cd  &  CD  ,  ou  ab  &  AB.  En  continuant  de  b 
même  manière»  on  prouveroit  que  les  deux  côtés  ac  8c 
AE  font  proportionnels  aux  côtés  de  &  DE 

On  peut  le  convaincre  de  la  même  chofe  indépea* 
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damaient  des  triangles  fejnblables;  car  il  eft  évident  Fig^i» 
que  fi  le  côté  ab ,  par  exemple  ,  eft  la  moitié  ou  le  tiers 
du  côté  homologue  AB;  il  faut  auffi  que  la  ligne  ad 
foit  la  moitié  ou  le  tiers  de  la  ligne  correfpondante  AD  » 

Earce  qu'autrement  les  figures  ne  feroienr  pas  fembla- 
les;  on  peut  donc  aflurer  en  général  que  dans  deux 
Sgures  femblables  ,  les  lignes  correfpondantes  ou  fem- 
blablement  tirées  (ont  proportionnelles  aux  côtés  Ho- 
mologues, 

68.  Il  fuit  de  cette  remarque  que  deux  ou  plufieurs 
lignes  ,  telles  que  ac ,  ad  y  ae  ,  &c.  d'une  figure  font 
proportionnelles  atfX  lignes  correfpondantes  AC ,  AD , 
AE,  &c.  d'une  asUtre  figure  femblable  :  enforte  que 
ac  .  AC  :  :  ad  •  AD  :  :  ae  .  AE.  Cela  eft  évident  ;  fui- 
Tant  la  remarque ,  chacune  de  ces  raifons  eft  égale  à 
celle  de  ai  à  AB  ;  ainfi  elles  font  toutes  égales  entre 
files. 

Nous  avons  démontré  jufqu'ici  quelques  propriétés 
des  polygones  femblables  ;  nous  allons  parler  des  poly- 
gones réguliers  :  mais  avant  il  faut  fçavoir  ce  que  c'eft 
qu'un  polygone  inferit  &  un  polygone  circonferit* 

69.  Le  polygone  inferit  eft  celui  dont  chaque  angle 
^  le  fommet  dans  la  circonférence  d'un  cercle  :  ainfi  le 
pentagone  de  la  figure  3  y.  eft  inferit  dans  le  grand  cer- 
cle dont  le  rayon  eft  CA. 

70.  Le  polygone  circonferit  eft  celui  dont  tous  les; 
côtés  font  des  tangentes  d'un  cercle  ;  ?in(i  le  pentagone 
de  la  Figure  3  y.  eft  circonferit  au  petit  cercle  dont  le 
rayon  eft  CG. 

70.  B.  Remarquez  que  quand  un  polygone  eft  inferit 
à  un  cercle ,  ce  cercle  eft  appelle  circonferit  ;  8c  lorfque  le 
polygone  eft  circonferit»  le  cercle  eft  appelle  inferit. 

DES    POLYGONES    REGULIERS. 

Une  figure  ou  un  polygone  eft  régulier ,  comme  on 
Ta  déjà  dit  »  lorfque  tous  les  fiigles  &  tous  les  côtés  font 
égaux» 


71.  Remarquez  que  les  angles  d'un  polygone  peu- 
vent être  égaux  ,  quoique  les  côtés  ne  le  (oient  pas  1 

Fig.ja.  Cela  paroît  l'exagone  ABGHEF ,  dont  les  angles 
font  égaux  à  ceux  de  l'exagone  régulier  ABCDEF. 
Réciproquement  les  côtés  d'un  polygone  peuvent  être 
égaux ,  quoique  les  angles  ne  le  foient  pas  ,  comme  on 
peut  le  voir  par  l'exagone  ABGHLF ,  dont  les  côtés 

Fig.33  font  égaux  à  ceux  de  l'exagone  régulier  ABCDEF.  Cet- 
te remarque  eft  pareille  à  celle  que  nous  avons  faite 
(  y  2  )  fur  les  polygones  femblables ,  &  fe  démontre  de 
la  mcmemaniere. 

U  fuit  de- là  qu'afin  qu'on  puifle  dire  qu'un  polygone 
eft  régulier»  il  faut  être  afluré  que  non- feulement  fes 
angles ,  mais  auffi  fes  côtés  font  égaux.  Il  en  faut  ex- 
cepter le  triangle ,  parce  que  nous  avons  fait  voir  (  22) 
que  quand  les  trois  angles  d'un  triangle  font  égaux»  les 
côtés  le  font  auffi  ;  &  de  même  lorlque  les  trois  côtés 
d'un  triangle  font  égaux ,  les  angles  font  égaux  ,  com- 
me on  l'a  démontré. 

Dans  un  polygone  régulier  on  diftingue  deux  fortes 
de  rayons ,  V oblique  &  le  droit. 

72.  Le  rayon  oblique  eft  une  ligne  tirée  du  centre  du 
polygone  à  un  des  angles  de  la  figure  ;  telle  eft  la  ligne 
CAde  laFig.  3  c. 

73 .  Le  rayon  droit  eft  une  ligne  tirée  du  centre  per- 
pendiculairement fur  un  côté  :  telle  eft  la  ligne  DG 
dans  la  Figure  35*.  Le  rayon  droit  eft  appelle  apothème* 

Théorème    I. 

74.  Si  dans  un  polygone  régulier  on  tire  du  fommtt  de 
deux  angles  voifins  ,  des  lignes  qui  partagent  chacun  de  us 
angles  en  deux  parties  égales  ,  ces  lignes  prifes  du  fommtt 
des  angles  juf ait  au  point  de  rencontre  font  égales }  Car  ton? 
tes  les  autres  lignes  tirées  de  ce  point  aux  angles  du  poty* 
gonc  font  cujji  égales  aux  prtmirts. 

Fig.24«    Soit  le  pentagone  régulier  ABCDE:  fi  des  deux  angles 
Yoifins  A  &  fi  on  tue  les  lignes  BF  &  BF ,  qui  parta- 
gent 


§êttt  les  angles  A  & B  chacun jçii  parties égales.& qui  le Figâ4< 
Rencontrent  au  point  F  j  je  dis  que  .les  lignes  ÀF  &  JBF 
font  égales  ,  &  que  todtes  les  autres  lignes  tirées  du  point 
JP  aux  angles  de  la  figuré»  font  auflî   égalés  à  ce* 


D  i  M  O  N  S  f  à  AT  1  o  *, 

î.  ?ARfiE.  L'angle  total  en  A  eft  égala  l-angle  total 
*nB,  puifque  la  figure  eft  fuppoféè  régulier*  :  donc 
l'angle  fc ,  qui  éft  la  moitié  du  brcmier ,  eft  égal  i  l'angle 
^  qui  ert  lu  moitié  du  fécond  *  doçc  dans  le  triangle  AFB 
les  deux  côtes  FA  &  PU  font  égaux  (  a  a  ).  * 

1 1.  PàkTie.  La  ligne  FC  eft  égale  à  la  ligne  ftB.  Poli* 
le  démontrer  11  n'y  a  qu'à  faire  vbiV  que  le  triangle  BFG 
p£t  égal ,  .en  tout  au  premier  triangle  AFB  :  d'où  l'oit 
conclura  qu*Û  eu  ifocele  aufîir  bien  que  ce  premier  trian- 
gle- Le*  cotés  fi  A  &BF  du  premier  font  égft)*  aux  cô* 
>és  BC  Se  BF  du  fécond  >  d'ailleurs  par  rhypothefél'àB- 
jgle  i  compris  entre  les  deux  côté*  du  premier  iéft  égaLà 
rangle  k  compris  entre  les  deux  côtés  dû  fécond  ;  dônti 
les  deux  triangles  font  ég?ux  en  tout  (  2£>  )  j  par  consé- 
quent le  tpté  FC  eft  égal  au  côté  FB. 

On  démontrera  de  la  même  qtoniçrë  que  le  oété  FÏD 
.eft  égal  au  côté  £C ,  en  faifant  yolr  que  le  triangle  CFD 
eft  égal  en  tout  au  triangle  BFC 1  $t  qui  fête  facile ,  û 
on  fait  attention  que  dans  te  triangle  ifocele  BfGJett 


.eft  égal  à  l'angle  l ,  puifqu'il  doit  être  auflî  la  moitié  de 
.  l'angle  total  an  C*  -- 

C  6  k  o  t  L  A  t  u    îi 

7f;  Le  poirit  F  eft  appelle  le  cëfitle»  &  lé*  lîgrtè*  tU  tty^j, 
;  rées  de  ce  point  aux  forrtrnets  des  angles  du  polygdrté  1 
font  les  rayons  obliques  qui  font  tous  égauk  entrevu  # 
.comme  on  vient  de  ie  démoritrerjd^mcmelés  tayôiîl 
I/.  P*rrie<  H 


R**5*  droits,  Comme  PG ,  feint  '  apfli  égaux  entrant  J  puîfipé 
les  triangles  étant  égaux  eiï  tout ,  leurs  hauteurs  qui  font 
les  rayons  droits  font  égales. 

Corollaire     II. 

"f6.  On  peut  toujcKirà  cîrconTcrire  un  cercle  à  un  po- 
lygone régulier  donné  :  car  le  centre  du  polygone,  étant 
également  éloigné  de  chacun  des  angles ,  fa  de  ce  centre 
&  de  l'intervalle  d'un  rayon  oblique,  comme  CA>où 
décrit  une  circonférence  >  elle  paflera  par  tous  les  fom* 
mets  de*  angles,  par  tonfequent  le  cercle  fera  circon- 
ferit  au  polygone» 

CoROLtAIRB      ÏIL 

.    •  * 

4fj.  On  peut  toujours  inferire  un  cercle  à  un  polygo- 
ne régulier  donné  :  car  tous  les  rayons  droits  étant  égaux , 
lî  du  centre  du  polygone  &  de  l'intervalle  d'un  rayon 
droit  comme  CG,  on  décrit  une  circonférence ,  elle  tou- 
chera tous  les  côtés  du  polygone ,  fans  pàfler  au  delà; 
par  conféquent  le  cercle  fera  inferit. 

78.  Il  fuit  du  fécond  ardu  troifieme  Corollaire  qu'on 
peut  toujours  fuppofér  qu'Un  polygone  régulier  eft  ins- 
crit bu  circonferit  à  un  cercle* 

7p.  Remarquez  que  le  rayon  droit (f  un  polygone  ré- 
gulier coupe  le  côté  du  polyVoqe  en  deux  parties  égaler: 
car  ce  polygone  peut  être  injerit  à  un  cercle ,  comme  où 
viettt  »  le  dire ,  par  conséquent  chague  côté  peut  ëttt 
conftJéré  comme  une  corde.  Or  nous  avons  démontré 
(LiVé  I;  art,  103.  )  que  quand  une  ligne  pafle  par  le  ced- 
tre ,  &  qu'elle  eft  perpendiculaire  à  la  corde ,  elle  cou- 
pe cette  corde  en  deux  parties  égales  ;  ainfi  le  rayon 
droit  ayant  ces  deux  conditions ,  il  coupe  le  côté  du 
polygone  en  deux  parties  égales. 
p-  80,  Remarquez  aufli  que  le  rayon  oblique  d'un  poly- 

3**gone  régulier  partage  l'angle  a  la  circonférence  en 
deux  parties  égales  :  paf  exemple  ;  le  rayon  FA  partage 
l'angle  EA3  en  deux  autres  angles  égaux*  Ravoir  • 


.  bis  ftttïaotftl  ftfdtfLiiRt*  itf 
FÀË  &  FÀ&  Cela  pafoft  par  la  déménft&tlett  dit 
théorème*  '  ' 

81.  Ilpai-oît  ^videmmtht  par  Jâ  é^èj^qiieieuJçftl^ 
polygones  réguliers  étant  inïcrits  à  un  même  cercle  ou  à 
des  cercles  égaux ,  fi  l'un  a  le  double  des  tôt  es  de  l'autre  > 
il  aura  tin  plus  grand  périfoétfe  s  par  exemple ,  l'oéto- 
gotie  a  uû  plus  frând  périihetrè  que  le  quarré  :  pijifaué 
les  deux  côtés  ÀB  &  Èî>  defo&ogone  pfteenfemble 
font  plus  grands  aue  le  côté  AD  du  quàrré.  MaS  quoi* 

Sue  le  ftombre  des  côtés  d'un  polygone  rie  foit  pas 
oubledu  nombre  des  Cotés  d'Un  autre  (On  les  fuppofe 
tous  deux  réguliers  &  inferits  au  fitéMë  cercle  ou  a  des 
Cercles  égaux);  cependant  le  périmètre  du  polygone 
qui  a  le  plus  de  cotés  eft  plus  gràrtd  que  celui  qui  en  A 
tûoinS  ;  par  exemple  >  le  périmètre  du  pentagone  efl  plut 
grand  que  celui  du  quàrré  :  car  la  circonférence  du  cerclé 
étant  plus. grande  que  le  périmètre  d'aucun  jtàlygbné 
ûui  lui  eft  ipfcrit ,  il  eft  certain  que  plus  le  pénmfctré 
tt'ttU  polygone  infcrit  approche  dé  la  circonférence* 
plu*  le  périmçtre  çft  grand.  Or  le  périmètre  àti 
ftëiitagôpë  eft  plus  près  de  la  circonférence  qiie  celui 
du  quatre*  piufque  les  côtés  du  pentagone  fotat  dei 
cordes  pW  petites  que  les  côtés  du  quatre;  doiië 
le  périmètre  du  pentagone  eft  plus  grand  que  celui 
d)i  quarréi 

8 2* .  Au  contraire  (je  tous  tes  pôlygaâes  réguliers  tir* 
confcrits  au  même  cercle,  bu  à  des  cercles  égaux,  celui 
qui  à  le  plus  de  côtés  a  le  moindre  périmètre.  Cela  eft 
évident,  lorfqu'uii  des  polygones  a  le  double  des  côté* 
tîe  l'autre  »  Comme  4ans  la  figure  37  ;  car  d$v$rl'oâo* 
gone  le  côté  AU  eft  plus  petit  que  la  partie  çorrefpôn^ 
«ante  ABD  du  périmètre  du  quarré.  Mais  on  peut  dé- 
montrer là  proposition  généralement  en  cette  mânieté  * 
la  circonférence  d'un  cercle  eft  plus  petite  que  le  péri* 
mètre  d'aucun  polygone  citconfcrit  ;  pat  conféquenè 
plus  le  périmètre  cireonferit  s'approche  de  la  circonfé» 
tence*  plus  ce  périawtrc  eft  petit*  Gk  le  périmètre  s**p* 


sri<5     LivRï.sicoN©. 

proche  dîautant  plus  de  la  circonférence ,  que  le  pal/* 
gone  a  plus  décotes  ♦  parce  que  ces  côtés  étant,des  tttt* 
genres ,  ils  s'écartent  d'autant  moins  qu'ils  (bot  plus  pe- 
tits ï  floinc  £lûs  un  polygone  circonferit  a  de  côtés  »  plus 
Ton  périmètre  eft  petit. 

Sj.jll  fuit  de-la  que  fi  un  polygone  régulier,  foir 
înfcrit  ;  foit  circonferit ,  avec  une  infinité  dé  côtés, 
fon  périmètre  s'approche  toit  infiniment  de  la  circonfé- 
rence &  fe  confondrait  avec  elle  y  il  pourrait  donc  être 
pris  pour  ta  circonférence  même  ;  c'eft  pourquoi  on  peut 
tetarder  le  cercle  comme  un  polygone  régulier  aune 
infinité  de  côtés. 

T.   H  i  O  *  B  M  *     1 1. 

« 

$4.  Les  nolygoncs  réguliers  d'un  mime  nombre  de  cita 
font  Jemblabks. 

DiMONJTR  AT  ï   O  K. 

Flg.38.     Soient'»  exempte  ,  deux  pentagones  réguliers,  )f 
.  dis  qu'ils  foùt  femblables  :  car  i°.  les  angles  de  fun 
lont  égaux  aux  angles  de  l'autre  (  jo  ).  a°.  Les  côté*  de 
l'un  font  proportionels  aux  côtés  de  l'autre  ;  c'eft-à- 
dire,  AB.abt-.'BD.bd  ::DE»  <fe::EF.  e/::FÀ./*, 
A.  parce,  que  les  côtés  du  premier  pentagone  étant  égaux 
entrVux ,  &  ceux  du  fécond  étant  auffi  égaux  entr'eux , 
.  ii  un  des  côtés  du  premier  eft  le  double  ou  le  triple, 
,  &c.  d'un  des  côtés  du  fécond ,  le^t  autres  côtés  du  pre- 
,  mier  font  auffi  doubles  ou  triples  #  &c.  des  autres  côtés 
,  du  fécond;. par  conféquent  les  deux  pentagones  régu- 
liers font  des  figures  femblables. 

Gômfrie^les  polygones  réguliers  du  même  nombre 
de  côtés  font  toujours  femblables ,  au  lieu  de  dire  •  les 
polygones  réguliers  d'un  même  nombre  de  côtés,  0* 
,  dit  fouyent,  les  polygones  réguliers  femblables. 

CoeôlLàïkè. 

8j\  Puifqu'on  a  démontré  (Co)  que  dans  toutes  les 


DES   POUYGONES    KÉGULîERS.         .1*7" 

figures  femblables  les  perimeties  font  proportionnels 
aux  côtés  homologues  ,  il  s'enfuit  que  cette  propriété 
convient  autli  aux  polygones  régulieis  femblables',  paç  - 
exemple »  à  deux  pentagones  réguliers* 


ThéorbmbIII. 


; 


8(5.  Dans  les figures  régulier  es  femblables.  K  pur  cxem* 
pl§ ,  dans  deux  pentagones. réguliers  , les  périmètres- font 
entr%eûx  comme  les  rayons  obliques. ,  ou  comme  les  rayons 
droits. 

Il  faut  démontrer  que  le  périmètre  du  premier  pen-  Fig-jt. 
tagone  eft  au  périmètre  du  fécond»  comme  le  àrayon 
oblique  CD  eft  au  rayon  oblique  cd,  ou  comme  Ift rayon 
droit  CG  eft  au  rayon  droit  eg< 

Démonstration. 

Les  deux  triangles  CGD  &  c#i  font  femblables  :  car 
l'angle  G  de  l'up  eft  égal  à  l'angle  g  de  l'autre  ^  pire» 
qu'ils  font  tous  les  deux  droits.  De  plus  les  angles  CDG 
&  edg  font  auffi  égaux ,  parce  qu'ils  font  chacug  moi* 
tié  d'angles  égaux  :  fçavoir  des  angles  BDE  &  bde  »  qui 
font  partagés  chacun  en  deux  parties  égales  par  les 
rayons  obliques  (80);  donc  les  deux  triangles,  font 
femblablcs  ;  par  conféquent  les  côtés  homologues  font 
proportionnels  ;  c'eft- à  dire  >  que  la  raifon  des  rayons 
droits  CG  &  cg  eft  égale  à  celle  de  GD  agi-  Or  les 
rayons  droits  coupent  les  côtés  ED  &  ed  des  polygones 
réguliers,  en  parties  égales  (79)  ;  jpar  cdnfétjuent  GD 
&  gd  font  les  moitiés  des  côtés  ED&  ed;  donc  la  rai- 
fon des  moitiés  GD&  gd  eft  égale  à  celle,  dès  côtés  £D 
&  eL  D'ailleurs  par  le  Corollaire  précédent,  la  raifon  dés 
côtés  eft  égale  à  celle  des  périmètres.  Voilà  donc  qua- 
tre raifons  égales:  fçavoir  »  celle  des  rayons  droits ,  cella 
des  moitiés  GD  &  gd  x  celle  des  côtés,  &  celle  des  péri- 
mètres :  donc  la  première  eft  égale  à  la  quatrième.;  c'eft** 
à-dire ,  que  les  rayons  droits  font  entr  eux  camme  les 
périmètres ,  ou  les  périmètres  font  entr'eux  comme  le* 

Hiïi 


H<h3?!  WyP0!  droits,  Mais  la  raifon  des  rayons  obliques  «ft 
égale  à  celle  de?  rayons  droits,  &  caufc  des  triangles 
fembtables  CDG  &  cdg  ;  par  çonféquent  les  périmètre* 
fppt  auffi  entr'eux  comme  les  rayons  pbHques, 

TlfÉQREMB  IV.  ET  FONPAHBKTÀL, 

$7.  JUi  circonférences  font  entr*  elles  comme  les  rayms, 
D  É  M  o  n  T  H  T  I  o  N, 

On  vient  de  démontrer  que  dans  les  figures  régulie- 
fe$  femblables ,  les  périmètres  font  entr'eux  comme  les 
layons  droits  ou  obliques.  Qf  les  cercles  peuvent  être 
confinés  comme  des  polygones  réguliers  d'une  infi- 
nité dç  côtés  (83  )  ;  par  çonféquent  leurs  périmètre* , 
c'eft-^dire ,  Ifijrs  circonférences  font  entr  elles  comme 
lçs  rayons. 

$&  Il  faut  remarquer  que  1?  différence  4m  rayon  droit 
au  r?yon  oblique  eft  d'autant  moindre  que  les  côtés  do 
polygone  font  petits  »  cVft  pourquoi  le  cercle  pouvant . 
être  conféré  comme  un  polygone  d'une  infinité  de 
côtés  infiniment  petits  ,  la  différence  entre  le  rayon 
droit  fc  le  rayoq  oblique ,  doit  étrç  infiniment  petite  , 
fi  peut  être  çonfidérée  comme  nulle. 

Sp*  Lies  rayons  étant  entr'eux  cornue  les  circonfé* 
fençes ,  ils  font  auflî  ent^eux  comme  les  demi-circofr* 
féjrepces ,  comme  les  quarts ,  &  généralement  comme  - 
les  arcs  femblables  ;  ç'eft- à-dire ,  d'un  même  nombre  de 
degrés  ;  en  forte ,  par  exemple ,  que  fi  on  a  deux 
ççrclçs ,  le  rayon  de  1  un  eft  au  rayon  de  l'autre ,  comme 
U3  arc  de  30  degrés  du  premiçr  cercle  eft  à  un  arçdç 
|P  degrés  du  feçopd. 

po.  Les  rayons  étant  moitiés  des  diamètres ,  la  raifon 
des  diamètres  de  deux  cercles  eft  égale  à  celle  des  rayons} 
&  ainfi  dans  deux  cercles ,  lçs  diamètres  font  entras 

Spmme  les  conférences ,  &  encore  cpmmç  les  ara 
et*lj!atycs  \  par  exemple ,  (ï  le  diamètre  d'un  cercle  eft 
4QwU  (lu  diamètre  d'un  autre  cercle  %  la  çkeQQ$&çfiç« 

4»  pr«wta  çft  4qu^  iq  ççlie  du  feçQgd* 


\ 


r 


Bis  Polygones  e£<?ulii&s>      115; 
Corollaire    I. 

9 1  Dans  deux  cercles ,  les  cordes  qui  foutîennent  Fig.39; 
ides  arcs  femblables ,  font  entr'elles  comme  ces  arcs. 

Soient  les  deux  cordes  AB  &  ah  qui  foutîennent  les 
deux  arcs  femblables  AEB  Ôcaeb  j  je  dis  que  les  deux 
cordes  font  entiMles  comme  les  arcs  ;  car  ayant  tiré  les 
deux  rayons  CÀ  &  CB  aux  extrémités  de  la  première 
corde ,  &  les  deux  autres  rayons  ca  &  cb  aux  extrémités 
de  la  féconde  corde  ,  on  a  deux  triangles  ifoceles  qui 
font  femblables  (54),  puifque  les  angles  C  &  c  étant 
appuyés  fur  des  arcs  femblables  >  il  faut  qu'ils  ibienr 
égaux  ;  donc  les  côtés  homologues  de  ces  triangles  font 
proportionnels  ;  ainfi  la  raifort  qui  eft  entre  lès  cordes 
AB  &  ab  eft  égale  à  celle  qui  eft  entre  tes  rayons  C  A  & 
ca.  Or  la  raifon  qui  eft  entre  ces  rayons  eft  égale  à  celle 
àts  arcs  femblables  AEB  te  aeb.  Donc  la  raifon  des  cor- 
des eft  égale  à  celle  des  arcs  femblables  qu'elles  fou* 
tiennent. 

Comme  nous  allons  parler  des  finus ,  des  tangentes  » 
&  des  fécantes  d'arcs  de  cercles  ;  il  eft  néceflaire  d'en 
donner  la  notion. 

£2.  Une  ligne  comme  AD ,  tirée  d'une  extrémité  de 
Parc  AE  perpendiculairement  fur  le  rayon  CE  qui  paflè 
par  l'autre  extrémité  de  cet  arc ,  eft  appelléejîmw  de  l'arc 
AE ,  &  de  l'angle  ACE  dont  Parc  AE  eft  la  mefure.  Pa- 
reillement la  ligne  *à  perpendiculaire  fur  le  rayon  ce  eft 
le  finus  de  Parc  ae  &  de  Pangle  4ce% 

$3.  Une  ligne  >  comme  AF,  tirée  perpendiculaire- 
ment de  l'extrémité  du  ravçm  CÂ ,  &  terminée  de  l'aur 
tre  côté  par  te  rayon  profengé  CEF  x  eft  appellée  tsn- 
gentt  de  Parc  AÉ  compris  entre  ces  deux  rayons.  De 
même  af  eft  la  tangente  do  Parc  ae. 

94,  Le  rayon  prolongé  CEF  eft  appelle  ficmte  du 
même  arc.  Pareillement  daûs  Pautre  figure  >  ce/  eft  la  fdr 

cantedeParçic* 

Hit 


I Î9  &  ?  Y  *  *   "second,..      ; 

CodOLLAUf      II, 

Vifii  3Î-     ^*  ^ans  ^eux  cçrc'ô5>  îes  ^DUS  d'arcs  femblables 
*  '       fept  srçtr'eux  comme  ces  arcs. 

Scient  les  deux  arcs  femblables  AE  £  <ie ,  dont  les  & 
pu$  font  A^  &  <*rf>  je  dis  que  ces  finus  fontenrr'eu* 
çomrr)^  leurs  arcs  :  car  dap*  les  deux  triangles  CD  A  tf 
ç&a  ,  l'angle  p  du prçmier  çft  égal  à  l'angle  d  du  fécond  4 
puifque  les  finus  (ont  perpendiculaires  aux  rayons  CE 
ft  ce.  D'ailleurs  l'angle  ACE  eft  aufli  égal  à  l'angle  au% 
parce  qu'ils  qq|  pQur  mefures  les  arcs  AE  &  at  »  qui 
font  femblables  par  1$  iqpppfîtipn  ;  par  conféquent  les 
deu*  trianglçs  font  femblables  ;  donc  les  côtés  homolo- 
gue? font  proportionnels.  ;  aipfi  AD,  q.i  :  :  CA.  ca.  Or 
les  arcs  femblables  font  entr'eux  comme  les  rayon; 
(2$)  :  donc  AE,  <iç  ;  :  CA*  ***  PV  çQi\féquent  ADt  tut;; 

Corollaire     III, 

96.  Dans  deux  cercles ,.  les  tangentes  d'arçs  fembfo? . 
\>\es  fpnc  entr 'elles  comme  ces  arcs, 

Soient  les  deux  arcs  femblables  AE  &  ae  ,  dontkf 
tangentes  font  AF  &  4/,  je  çlis  que  ces  tangentes  font 
çntr'elles  camine  leurs  arcs  :  car  il  eft  clair  que  les  deux 
triangles  re<ffcngles  CAF  &  caf,  font  femblables  :  d'où 
loq  conclura,  comme  dans  le  Corollaire  prççedent, 
^ue  AF \flf\  :  A£  a^ 

Corollaire     IV. 

•  * 

97.  Dans  (jeux  cercles ,  les  fçcantès  d'arcs  femblablc? 
font  entr'elles  comme  ces  arcs. 

Les  lignes  ÇEF,  çtfhnt  des  fe'cantes  de?  arcs  fçipblar 

t>les  AE  &  at  x  je  dis  quelles  font  entr'elles  commç 

ces  arcs  ;  ce  qui  fe  prquyç  fô  h  roérnç  WWWÇ  que  le 
Corollaire  précédent 

98.  Qn  vqjt  par  Je  Th^Qrfmè  &  tes  quatre  Çorojlai- 
W?  pr&ftf  9«  9  ^?  4<W?  4«U*  Ç Wte  <$  V<*n  9  tir<|  dç« 


©ES    PoL*BONES    RÉGULIERS,  lir  , 

dfemetres ,  dçs  rayons ,  des  cordes  »  des  finus ,  des  tan- 
gentes, &  cje^fécantçs  d'arcs  femblables,  on  a  plufieurs 
rai  fons  égales  ;  fçavoir*  la  raifon  des  diamètres ,  celle 
des  t ayons  t  celle  des  circonférences ,  celle  des  arcs 
femblables ,  celle  des  cordes  »  celle  des  finus ,  celle  des 
tangentes  ,  &  celle  des  fécantesj  toutes  ces  raifons* 
dis-je ,  fopt  égales  entr'elles* 

pç.  Il  faut  remarquer  que  dans  un  même  cercle  les  '&3$ 
différentes  coi  des  ne  font  pas  entr'elles  comme  les  arcs 
Qu'elles  foutiennent;  par  exemple,  quoique  l'arc  AEB 
foit  double  de  l'arc  AE  ;  cependant  la  corde  AB  n'eft 
pas  double  de  la  corde  AE ,  puifque  la  corde  AB  n'eft 
pas  fi  grande  que  les  deux  cordes  égales  AE  &  BE  pri* 
ies  en&mble.  Les  finus  de  différons  arcs  ne  font  ptf 
non  plus  entr'eux  comme  ces  arcs»  Il  en  çft  dç  mém* 
de  leurs  tangentes  &  dç  leujs  fécantes, 

Th*ok£mbV. 

i  op.  Le  côtfj  de  Yexngone  rfauliçr ,  infcrit  dans  un  ccr* 
$lt ,  tjl  égal  au  rayon  du  cerclç. 

PiMONSTRATIpK. 

Du  centre  C ,  foient  tirés  les  rayons  CA  &  CB  fur  Kg-4»% 
les  extrémités  du  côté  AB  de  l'exagone  :  je  dis  que  ce 
côté  eft  égal  au  rayon  ;  car  dans  le  triangle  CAB ,  l'an- 
gle C  a  pour  fa  mëfure  Parc  AB ,  qui  eft  de  60  degrés, 
Imifqu'il  eft  la  fixiéme  partie  de  la  circonférence  :  donc 
es  dçux  autres  angles  A  &  B  pris  enfemble ,  valent  1 20 
degrés.  Or.  ces  deux  angles  font  égaux ,  parce  qu'ils  font 
oppofés  à  des  côtés  égaux ,  fçavoir  aux  rayons  CA  & 
,CÈ  ;  donc  chacun  de  ces  angles  eft  de  60  degrés  ;  donc 
.  )es  trois  angles  du  triangle  ACB  font  égaux  ;  donc  les 
côté?  font  aufli  ég?ux  ;  par  conféquent  le  côté  AB  de 
l'exagone  eft  égal  au  rayon.  Ce  qu'il  falloir  démontrer; 
Le  côté  de  l'exagone  régulier  eft  une  corde  qui  foutieqt 
yn  arc  ds  tf  9  4cg*&»  Àiqfi  1?  corrjç  de  60  degrés  eft  égals 


H 


COKOLLAIR!     I. 

fî|40i     IOI  •  ïl  fuit  du  Théorème  que  le  périmètre  de  1 

goae  régulier  infcric  dans  un  cercle ,  contient  fix  fois, 
ou  eft  fix  fois  plus  grand  que  le  rayon  du  cercle  ;  &  par 
eonfêquent  ce  périmètre  eft  trois  (ois  plus  grand  que  le 
diamètre.  Or  la  circonférence  du  cercle  eft  plus  grande 
que  le  périmètre  de  Texagone  infcric;  ainfi  la  circonfé- 
rence du  cercle  eft  plus  de  trois  fois  plus  grande  que 
tûù  diamètre  ,  c'çft-à-dire ,  que  le  rapport  de  la  circon- 
férence au  diamètre  eft  plus  grand  que  celui  de  3  à  r, 
ou  de  ai  à  7.  Archimede  a  prouvé  qu'il  eft  encore  un 
peij  plus  grand  que  la  raifon  de  21  2- à  7,  qui  eft  h 
même  <^ue  celle  de  223  à  71  :  il  eft  même  plus  grand 
que  la  raifon  de  21  $  à  7  >  qui  eft  égale  à  celle  de  333 
à  106  :  mais  Archimede  a  aufli  fait  voir  que  ce  rapport 
de  la  circonférçqce  au  diamètre  eft  moindre  que  la  rai- 
fon de  22 à 7  ;  &  Metius  a  démontré  depuis,  qu'il  eft 
même  plus  petit  que  la  raifon  dé  377  à  113 ,  laquelle 
eft  égale  à  celle  de  21  H^à  7  :  il  eft  cependant  plus 
grand  que  celle, de  21^7:  ainfi  le  rapport  exaâ  de 
Ja  circonférence  au  diamètre,  que  plufieqrs  grands  Géo- 
mètres ont  cherché  inutilement ,  eft  entre  ces  deux  rat- 
ions: fçavoir,  celle de 2 1  Jfjà 7  ou  de  377  a  113,  & 
celle  de  21  ££7  ,  qui  font  des  limites  fort  étroites: 
il  eft  moindre  que  la  première  ,  &  plus  grand  que  la  fa- 
conde. Toqt  cela  eft  prouvé  dans  un  fupptemeot  qui  eft 
à  la  fin  de  nos  Elémetis  de  Mathématiques  io-4*. 
.    Si  on  veut  fçavoir  la  4iflférence  des  deux  fraâions 

H}  &  rrv  »  U  faut  les  réduire  au  même  dénominateur, 
<k  on  trouvera  les  deux  fuivantes  ïïjff  8c  ££$  qui  ne 
différent  entoiles  que  de  73^,  c*eft-à-dire,  de  la 
12656™  partie  de  Pun ité;  par  conféquent  les  deux  nom- 
bres 21  £î*ai  £r>e  difcreat  auffi  quo  do  U  infao 


as*  PûLTGoitis  r*gulixrs.  iij 
102,  De  ce  que  les  rapports  de  2a  à  7  &  de  3  y  y  àFif.4%» 
^  x  ^  (ont  plus  grands  l'un  &  1  autre  que  la  raifon  de 
la  circonférence  au  diamètre ,  il  fuit  que  las  rapports 
jrenverfés  *  c'fft-à-di«e  >  ceux  de  7  à  22  &  1 13  a  $ff 
font  chacun  plus  petits  que  la  raifon  du  diamètre  à  fa 
circonférence  ,  parce  que  les  conféquens  22  &  3  JJ 
étant  trop  grands ,  ils  rendent  les  rapports  trop  petits  1 
gu  contraire  le  rapport  de  iotf  à  3  3  3  eft  plus  grand. 

Dans  l'uiàge  on  fuppofe  ordinairement  que  le  rap- 
port de  7  à  2%  eft  égal  à  celui  du  diametrç  à  la  circon- 
férence :  on  peut  auffi  fe  fervir  de  celui  de  \o6  à  3  3  3  x 
&  fi  on  veut  avoir  un  rapport  encore  plus  approchant 
du  véritable»  on  prend  celui  de  113  à  3fJ,  qui  eft 
égal  à  celui  de  7  à  21  ;fj  ,  puifque  fi  op  arrange- 
les  termes  de  ces  deux  rapports  en  proportion ,  &  qu'on 
multiplie  les  extrêmes  l'un  par  l'autre  ,  &  les  moyen* 
de  même  »  on  trouvera  que  te  Produit  (les  extrêmes  eft 
égal  à  celui  des  moyens.  On  s  aflurera  de  la  même  ma» 
jaîere  que  le  rapport  de  100  à  3  3  3  eft  égal  £  celui  de  7 
à  2  J  ££,  Il  eft  plus  grand  que  celui  du  diamètre  à  la  ci?» 
conférence ,  mais  il  ep  approche  plus  que  celui  de  7  V 
22 ,  te  moins  que  celui  de  1 1 3  à  3  57, 

COROUAIII       IL 

1 02  JB.  Le  rayon  perpendiculaire  à  une  corde  de  1 20 
degrés  eft  coupe  en  deux  parties  égales  par  cette  corde. 
Soit  le  rayon  OF  (Figure  44)  perpendiculaire  à  la  corde 
AE  que  je  fuppofe  de  x  20  degrés  ;  ce  rayon  coupera 
J arç  ÀFÉ  en  deux  également  (Liv,  I.  Art.  104)  :  l'arç 
AF  eft  donc  de  6q  -degrés  ;  ainfi  la  corde  AF  çft  égale 
au  rayon  OA  :  donc  le  triangle  OAF  eft  îfocele  ou  plu- 
tôt il  eft  équilateral  :  par  conséquent  la  corde  AE ,  tiré* 
du  fommet  de  l'angle  A  >  &  perpendiculaire  ?  le  baf* 
OF  le  coupe  en  deux  parties  égales  (24), 

THiOliMH    VI, 
103»  Urfydqut  trois  fortes  de  polygones  réguliers  dont 
Ut  tngkspwjfrcnt  remplir  wfa&wwt  l' $*&$**  *ft  autour 


12^  '.' Litre   szçomd. 

#Jg.4 1  •  d'un  point , .  comme  C ,  (  Fig.  41 .  )  ff  avoir ,  fix  trianglv 
équilateraifx .  jwarrç  quarrés  &  trois  cxagonet  régalien* 

Démonstration. 

i*.  Six  angles  de  trianglçs  équilateraux  ou  réguliers 
peuvent  remplir  l'efpaçe  autour  d'un  point  :  car  tous 
les  aneles  qu'on  peut  faire  autour  d'un  point  valent  en** 
fenï^le  quatre  angles  droits ,  puisqu'ils  ont  pour  mefbre 
la  circonférence  dont  ce  point  eft  le  centre.  Qr  fix  an- 
gles de  triangles  équilateraux  valent  quatre  angles 
droits,  puifque  chacun  vaut  le  tiers  de  deux  angle* 
droits ,  c'eft-à  dire  $0  degrés.  Par  conféquent  en  met* 
tant  fix  triangles  réguliers  autour  d'un  point,  de  manière 
'que  ce  point  foit  le  fommet  commun  d'un  angle  de  cha- 
que triangle ,  tout  l'efpaçe  autour  d'un  point  fera  exac- 
tement rempli»  • 

2°.  Quatre  angles  de  quarrés  remplirent  auflï  tout 
i'efpacç  autour  d'un  point  A  parce  que  chacun  de  ces 
angles  eft  droit  ;  &  par  conféquent  les  quatre  v^lçnt 
-quatre  angles  droits. 

•  \$\  Trois  angles  d'exagones.  réguliers  peuvent aufli 
remplir  l'efpaçe -autour  d'un  point:  car  chacun  des  an- 
gles de  l'exagohe  régulier  vaut  1 20  degrés  :  atnfi  la  foroœe 
/ic  troôs^nglçs  vaut-  360  degrés  ou  quatre  angles  droits. 

Pour  ce  qui  eft  dos  angles  des  pentagones  réguliers  1 
ils  ne  peuvent  remplir  tout  l'efpaçe  qui  eft*  autour  d'un 
point  :  car  chacun  des  angles  du  pentagone  régulier  eft 
de  108  degrés:  donc  fi  on  prend  trois  de  ces  angles» 
ils  feront  moins  de  3  60  degrés  ;  &  fi  on  en  prend  qua- 
tre ou  davantage,  Us  feront  plus  de  360  degrés. 

Enfin  les  figures  régulières,  qui  ont  plus  de  côtés  que 
Fexagonç»,  ne  peuvent  par  leurs  angles  remplir  exade* 
ment  l'efpaçe  autour  d'un  point  :  car  plus  les  polygones 
réguliers  ont  de  coté$  ,  plus  les  angles  compris  entra 
ces  côtés  font  grands.  Or  chacun  des  angles  de  l'exa- 
gone  régulier  vaut  120  degrés;  par  conféquent langlo 
de  t'eptagone  régulier  >  par  exemple ,  vaut  plus  de  I2Q 
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degrés  i  donc  trois  dé  tes  angles  pris  enfemble  valent 
us  de  360  degrés.::lHen  ele  de  inêmè  des  autres  p'o- 
;ones  réguliers  qui*  ont  plus"  de  ïïx  côtés. 
1  paroît  par  ce  Théorème:,  dont  la  découverte*  étt 

ibùéeà  un  andep  Géoitaétre  appelle  Proclus/quf 

l'on  ne  peut  employer  pour  carrelerunè  fàlie ,  une  cfiaài* 
bre.&c.  que  trois  fortes  de  carreaux  réguliers ,  fçaVoir, 
ceux  de  trois  côtés,,  peux  de  quatre  &  ceux  de  fix  :.cék 
derniers  font  plus  <Pufagè  parce  que  leurs  angles  étant 
plus  grands ,  ils  font'  rtooinS  fujets  i  fe  caflèr.  Par  la  rat- 
ion contraire  on  ne  fe  fert  guères  de  carreaux  trian^ii? 
hures ,  c'eft-à-dire  de  trois  côtés. 

104*  Trouver  la  Valeur  dt  Vângte  au  tenttt  >&  Utirftg^** 
dt  l'angle  à  la  chrcênférence  étun  pôtjgbrie  régulier ,  par 
exemple ,  d'un  pentagone. 

i°.  Pour  l'angle  au  centre  *  diyifèz  la  circonférence , 
t'eft-à- dire  >  360  degrés,  par  lé  nombre  de  côtés  d* 
polygone ,  &  le  quotient  fera  la  inefuré  de  l'angle  au 
centre  :ainfi  pour  avoir  la  valeur  de  Sangle  au  centre  dii 
pentagone ,  il  faut  divifer  j6o  par  j ,  &  le  quotient  *f\ 
marquera  que  l'an  de  ÂGBeft  dé  7  a  degrés.  Cela  el 
évident ,  puifqué  1  angle  au  centre  dû  pefitagohe.a  pour1 
meftire  la  cinquième  partie  de  la  oirconférence  du  cei^ 
de  dans  lequel  il  petit  être  inferit* 

a°.  L'angle  de  la  circonférence  %  comme  ABD ,  peut 
être  facilement  connu  après  avoir  «trouvé  la.  valeur  de.  k  ( 
l'angle  au  centre  :  car  dans  le  triangle  AjCB  »  Sangle  au* 
centre  plus  les  deux  angles  fur  le  côté  AB  »  c'eft-à-dire^ 
*  les  (rois  angles  du  triangle  font  égaux  à  deux  angles 
droits*  Or  1  angle  ABD  ^ft  égal  aux  deux  angles  fur  lé 
côté  AB  pris  enfemble  >  puifque  chacun  des  deux  ri'ëft 
que  la  moitié  de  l'angle  a  la  circonférence  (80)  :  donc 
l'angle  au  centré  &  f  angle  à  la  circonférence  joipts  en- 
femble >  valent  deux  angles  droits  ;  &  paV  conféquent  (î 
de  1 80  degrés  >  qui  font  la  mefure  de  deux  angles  droitl* 


on  ôte  la  valeur  de  Sangle  au  •cotre ,  le  rettd  tenim  *•• 
leur  de  f  angle  à  la  circonférence  ;  par  exemple  9  faogM 
à  la  circonférence  du  pentagone  eu  de  Io8  degrés  ,•  pdf 
ce  qu'en  ôtani  de  i$o  la  valoir  de  Pangfe  au  centre 
qui  eft dé  72  degrés ,  le  refte  eft  iOÉ*  fin  un  mat  fsagi* 
au  centre  &  l'angle  à  la  circooféfcente  font  fupf$ïémeot 
l'un  par  rapport  à  f autre. 

Il  paroît  par  ce  Problème  que  l'angle  an  centre  d'un 
polygone  régulier  cfft  <f  autant  plujj  petit  ,  &  que  Pain  1 

Ivle  à  la  circonférence  eft  (fautant  plus  grand  que  le  pd* 
ygone  a  plus  de  côtés* 

PROBtlMl     tt 

fteuX*     10$*  Infirme  un  f^arré  dans  un  cercle  donné    . 

Coupez  la  circonférence  eh  quatre  parties  égalfes ,  ptf 
deux  diamètres  perpendiculaires  •  éc  tirez  enfuite  des 
cordes  aux  extrémités  des  diamètres  vous  aurez  Je 
quarré  inïcnté  Çgr  en  premier  lieu  il  eft  évident  qw 
lés  quatre  cordes  (ont  égalei,  puïfque  tes  diamètres  per- 
pendiculaires coupent  la  çïrcpnférertcë  en  quatrepar- 
tîës  égales  :  voilà  donc  déjà  les  quâtres  côtés  égaux,  Daif- 
leurs  ces  cotés  foraient  (les  ànglss  drpits  :  par  exemple  « 
l'angle  ABC  eft  droit ,  puisque  c^eft  un  angle  infcritap- 
feuyé  fur  le  diamètre  :  par  çQnfe.quent  le  quadrilatère 
formé  par  les  cordes  eft  un  quirrë, 

-  j     {    .  .C  ,0 «*  o  ht  t  jir i  k  b  Ht* 

F1&44;     to6.  înfcrife  un  externe  fégàtler  dahs  un  cèrcîe* 

Prenez  La  longueur  du  rayon ,  que  vous  porterez  fit 
fois  fur  la  circonférence  $  enfuitc  tirez  des  cordes  aux 
points  de  divifion  ;  vous  ûut &  1*è^agone  cherché.  Ceb 
fuit  clairement  du  cinquième  Théorème. 

^  ProblUi   IV. 

108.  Une  figure  régulière  étant  ihfcrke  ,  en  infirin 
une  autre  qui  riait  que  la  moitié  du  nombre  des  côtés. 

Tirez  des  cordes  dont  chacune  foutienae  un  arç  doo* 


>Es  Ptotitaotft*  Ktëtfttt *i.  . 
Me  de  cehii  cful  eft  foutenû  pat  ciiàquë  côté  dti  poly-  Fig.44) 
gond  Ibfcrit  :  par  exemple ,  ayant  tin  exagoné  régulier 
infcrit  »  fi  l'on  veut  infcrire  un  triangle  régulier ,-  il  faut 
tirer  les  cordes  AC ,  CE  &  EA ,  dont  chacune  foutiebc 
un  are  double  de  celui  .qui  eft  fouterïu  par  chaque  côt4 
de  Texagoûe.      .  .    ,Ji* 

F  A  Ô  B  £,  t  M  1      V# 

top%.  Un  polygone  régulier  Àànt  infcrit  dans  un  cet* 
tle ,  en  itifcrire  un  autre  qui  ait  te  double  de  câiés. 

Divifez  en  idcfutf  parties  égsdef  cbatiufr  des  arcs  fou* 
tenus  par  le,  côté  du  polygone  infcrit  >  tirez  enfuke  ndes 
deipc  extrémités  de  chaque  côté ,  des  cordes  au  point  de 
divifion ,  &  vous  aurez  lé  polygone  cherché  : .  par  exem- 
ple» le  triangle  équilateral  ACE  étant  infcrit,  ft;oa 
veut  infcrixe  un  exagone ,  il  faut  cimier  les  arcs  ÂÇ* 
CE»  EA,  chacun  en  deux  parties  agates,  &  tirer  les 
cordés  AB ,  BÇ ,  CD »  Ef ,  FÀ  ;  op  aura  l'egagone 
régulier  ÀBCDEF.  ;  .j,-, 'J  . .  ^  L 

»l  10.  Il  eft  évidenf  par  fe$  deux  ïïerriirs  problème 
que.  îorfqu'ôn  fçût  ipfcrirë  jm  potago^e  régulier,^!*  el} 
peut^  aufli  infcnré  deux  ayu-ç^  dont  ryn  nait;qi)$J3 
rnoîtîé  des  côtés  .du  premier  réc  PaçWele  cfoubre,;  ùâ% 
quoi  H  faut  remarquer  que  dans  la  pratique  il  n'çfî  paf 
riéceflaire  icTinfcrire^  boly  goqe  pour  en  infcrire  un  autr% 
qui  ait  la  moitié  ou  le  double  du  nombre  ides  côtés;  pat 
exemple ,  pour  infcrire  un  triangle,  ou  ud  dodécagone  %* 
il  faut  feulement  marquer  les  ux  points  de  divifion» 
defquels  3  faudrait  tirer  les  côtés  de  l'exagone. 

P*û*  Là  M  *    VI. 

1  rr.  Circmfcrlrè  un  polygone  téguîitr  à  un  cercle. 
~  Il  faut  d'abord  infcrire  un  polygone  régulier  fembla- 
We  :  enfuite  tirer  trois  rayons ,  comme  MO  »  Mb,  Mb , 
-dont  le  premier  (bit  perpendiculaire  à  un  côté  dû  poly- 
gone infcrn,  &  tes  deux  autres  paflent  par  les  extré~ 


É 
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Fïg.45.  mités  de  ce  côté  :  après  cela  tirez, par  le  poiat  Ô  Ip;  **•* 
gente  BC ,  terminée  pat  ies  deux  rayons  Mi,  Mr  prelct* 
;és*  Je  dis  que  fi  du  centre  M ,  &  de  l'intervalle  MB  oU 
C ,  on  décrit  une  circonférence ,  &  que  l'on  tire  des 
cordes  égales  à  la  tangeftf  6 ,  cdmgie  ÀB  ,  CD#&e. ,  elles 
feront  tangentes  elles-mêmes  du  cercle  donné ,  &  for* 
nieront  un  polygone  circonferit.  Il  eft  évident  que  les 
cordes  égales  à  la  tangente  BC  feront  autant  éloignées 
du  centre  que  BC,  &  par  côhféquent  ellçs  feropt,att# 
tangentes  par  rapport  a  la  petite  circonférencei 

.(  4  oiUmb    VIL 

:  "lu.  É:  Faite  un  pélygotietégatier:  pdf  exempté,  ùS 
ïxagme  y  dont  cîidquecôtéfitit  égal  à  la  ligne  donnée  L.  * 

Tirez  la  lighe  AB  égale  à  la  ligne  donnée ,  &  après 
fcvoit  cherché  <{aèl  ddit  être  Sangle  à  ta  circonférence 
4e^èe  polygone  (tà/fi;  menez  Oet  deu*  extrémités  À 
&  Blés  lignes -AC^BC  qui  faffenf  les  deux  aboies 
BAC  &  ABG  égaux ,  éhacun  à  la  moitié  dé  l'angle  a  la 
circonférence  ;  enfuit e  du  pepint  C  8c  de  l'intervalle  CÀ 
ouCÔ,  décKréxuiie  circonférence  dont  la  ligne  AB 
fetà  une  ebrdé  :.  prenez  avec  le  campas  la  longueur  dé 
cette  ligne,  8ç  appliquez  une  des  pointes  du  compas  fur 
l'extrémité  A  .ou  B ,  pour  marquef  fdcceffivement  les 
autres  points  dé  la  circonférence  auxquels  il  faut  tire* 
tès^tof  des 'égales "W  côté  AB  :  enfin  riienei  ces  cordes, 
VoUS  aureï  le  polygone  régulier  cherché.  La  raifôri  de 
tfetté  pratique  pàroitra  évidente ,  '  fi  ort  fait  attention 
<ftte  les  rayons  obliques  CA  &  CB  doivent  couper  les 
angles  à  la  circonférence  en  deu*  également  (8a).  ' 

1 1 1 .  C.  Ce  Problème  renferme  cet  autre  :  Un  polygone 

régulier  étant  donné,  en  faire  un  autre  femhlable  dont  lé 

.  côté  f oit  donné:  car  pour  que  deux,  polygones  régpHer» 

foient  femblables,  iljuffit  qu'ils  dyent  le  tùèmt  nom* 

fere  de  côtés  (8  a), 

\  1 1 1 .  D.  Pour  taire  les  deux  angles  BAC  &  ABC  égaux 
chacun  à  la  moitié  de  l'angle  à  la  circonférence ,  il  faut  fo 

feivit 
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fervir  d*un  inftrumenc  qu'on  appelle  rapporteur  ,  diffé- 
rent du  compas  &  de  la  règle  !  c'eft  pourquoi  cette  mé- 
thode eft  itiéchàfiique  &  non  pa$  géométrique >  cepen- 
dant elle  eft  fort  utile  dans  la  pratique ,  parce  qu'elle  «ft 
facile  à  eXécùtef ,  &  que  d'ailleurs  elle  eft  générale* 

lii.  E.  Il  V  a  des  méthodes  géométriques  pour  faire 
quelques-uns  des  polygones  Réguliers  fur  un  côté  donné  $ 
ce  font  ceux  que  l'on  peut  inferine  dans  un  cerclé  ;  mais 
celle  que  nous  v'enofis  dupliquer  dahs  ce  Problème, 
fuffit ,  quoiqu'elle  ne  fôit  aue  méchanique.  Au  telle  la 
defeription  géométrique  du  triangle  régulier  s'entend 
clairement  pat  ce  que  bous  avons  dit  (3  8; ,  en  expliquant 
le  Problême  où  il  s'agit  défaire  Un  triangle  qui  ait  fes  trois 
côtés  égaujt  à  trois  ligne*  données.  Celle  du  quarté  a 
été  expliquée  (4.J:  &  46).  Enfin  celle  de  Texagone  ré- 
gulier fuit  évidemment  de  l'art.  lOO't  cet  ayant  le  côté 
AB  de  l'exagone ,  décrives  une  ciifcônférence  dont  la' 
rayon  foit  égal  au  côté  ÀB  »  &  tiré  des  cordes  égales  à 
AB ,  vous  aurez  l'exagone  pf obofé. 

On  n'a  point  encore  ttouvé  de  méthode  géométrique 
de  faire  des  polygones  réguliers  de  7  côtés ,  de  p  >  de  11  % 
de  13  ,  de  iy  ,  de  17 ,  &c« 

lia.  Trouver  à  irii-ptu  de  chfifi  prfa  U  circonférertet 
d'un  ctrclt  dont  un  conhott  U  dittmetrè. 

Soit  lin  cercle  où  le  diamètre  ait  8od  pieds.  Afin  de. 
trouver  la  circonférence ,  'û  faut  fe  fërvir  du  rapport 
d'Archimede,  qui  eft  de  7  à'22  *  &  faire  une  règle  de 
trois ,  dont  le  premier  terme  foit  7  4  lé  fécond  22  \  &  le 
troifieme  800  ;  le  quatrième  fera'  1*  circonférence.  On 
prouvera  ce  quatrième  terme  à  l'ordinaire  en  multipliant 
les  deux  moyens  22  &  800  l'un  pat  l'aiitre ,  &  divifant 
le  produit  17600  par  7  ,  qui  eft  le  premier  ternie;  le 
quotient  2^14?  fait  voir  que  fi  le  diamètre  d'un  cercle 
eft  de  800  pieds ,  la  circonférence  eft  d'environ  ayi^ 
pieds  &  *  d'un  pied.  »    .   • 

IL  Partit.  t 
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Le  rapport  de  22  à 7  eft  égal  à  celui  d*  3  }^*,  c  <*\ 
à-dire ,  que  22  contient  trois  fois  7  &  de  plus  1 ,  qui  elt  la 
feptieme  partie  de7:c'eft  pourquoi  on  trouverait ^ûo- 
nombre  égal  au  quatrième  terme  cherché ,  en  multi- 
pliant  le  diamètre  800  par  3  »  &  en  ajoutant  enfuiteau 
produit  le  feptieme  de  800  :  ce  qui  eft  plus  facile  que 
de  trouver  le  quatrième  terme  de  la  proportion  marquée 
ci-deflus  par  la  règle  de  trois,       ,   . 

Si  on  veut  avoir  un  nombre  qui  approche  un  peu  de 
la  véritable  circonférence  que  2  y  1.4;  ,  H  faut  fe  fer- 
vîr  du  rapport  de  113  a  3;;  ,  &  taire  la  proportion 
113,  3  y  y  :  :  800  ,  X  1  on  trouvera  qu'après  avoir  mul- 
tiplié les  deux  moyens.  &  divifé  le  produit  par  le  pre- 
mier terme ,  le  quotient  ferçi  2y  1 3  ,t,  Ainfi  la  circonfé- 
rence eft  environ  27 1 3  ,pje<k  èi  ^  d'un  pied. 

.113.  Remarquez  que  la  circonférence  cherchée  eft 
un  peu  moindre  que  L'un  &  l'autre  des  deux  quotiens , 
parce  que  !a  circonférence  dont  le  diamètre.  «A-  7  ,  eft 
plus  petite  que  22 ,  &  pareillement  la  circonférence 
dont  le  diamètre  eft  fuppofé  de  1 1 3  ,  eft  plus  petite  q*e 
3jj  :  car,  comme  nous  avons  dit  (  102)  ,  les  confé-. 
quens  des  deux  rapports  de  7  à  22  &  de  1 1 3  à  3  y  S  ^Dt 
un  peu  trop  grands.  £n.fe  fervant  du  rapport  de  7  à  22, 
le  quotient  qu'on  trouvé  n'èxcede  pas  de  fa  248  jmc  par- 
tie la  véritable  arco&féregqa.  qu'on  cherche  ,  fc  cepen- 
dant il  furpafle  plus  que  la  248 6me  partie  cette  circon- 
férence,: mais  ii  qn  fo &rt  du  rapport  de  113  à  3;^, 
l'excès  du  quotient  ofc  dénombre  trouvé  lur  U  circon* 
férence  qu'oj&xherche  eft  plps  petit  que  lai  1776666°* 
partie  de  ce  quotient ,,  euoique  cet  excès  fok  plus  grand 
que  la  11776667"*.  partie  du  quotient* 

1 14.  On  peut,  conclure*  rierR  que  l\  en  cherchant  1* 
circonférence  d'un  cercle  pitr  le  rappott.de  7  à  a2 ,  le 
nombre  trouvé  eft  égal  ou<plu&gfW  que,  2486  »  il  (w> 
paflera  la  circorféreflce  au  tnpiflf  d'uœ  usité  :  fi  ce 
nombre  trouvé  ftoit. deux,  fais  plu*  grand  que  2486 • 
il  excederoit  la  circonférence  au  m&îris  de  deux  uni* 
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tes»  &c.  De  même  fi  le  nombre  trouvé  étpit  la  moitié 
de  2486,  il  furpafleroit  la  circonférence  au  moins  de 
la  moitié  d'une  unité.  Àinfi  dans  l'exemple  qu'on  vient 
d'employer,  le  nombre  .trouvé  par  le  rapport  dey  à  22 
étant  de  2j  14^ ,  on  en  peut  retiancher  1  &  on  eft  aflu- 
ré  que  le  refte  2  f  1 3-*-  eft  encore  plus  grand  que  la  véri-, 
table  circonférence.  En  général  il  faut  divifer  le  nom* 
bre  trouvé  par  24.86,  &  ôcer  enfultele  quotient  de  ce 
même  nombre,  le  refte  fera  encore  un  peu  plus  grand 
que  la  circonférence  cherchée  ;  mais  fi  l'on  divife  le  nom- 
bre trouvé  par  24$ y ,  &  qi/on  retranche  le  quotient  du 
même  nombre  trouvé  ,  le  refte  fera  moindre  que  la  cir- 
conférence cherchée.  On  peut  dire  la  mêmechofe  lorf- 
qu'on  fe  fert  du  rapport  de  113  à  3  y  5*  en  fubftiruant 
néanmoins  1 1776667  à  la  place  de  2486,  &i  1776666 
à  celle  de  248  5*.  ■       . 

Si  on  fe  fert  du  rapport  de  106  à  333  qui  eft  très- 
commode  dans  la  pratique  ,  le  quotient  qu'on  trouve- 
ra fera  plus  petit  que  la  circonférence  cherchée  »  parce 
que  la  circonférence  dont  le  diamètre  eft  de  to6  eft  plu* 
grande  que  335/  Mais  l'excès  de  la  circonférence  cher- 
chée fur  le  quotient  trouvé  ne  fera  pas  la  37742"*  par- 
tie de  ce  quotient ,  &  cependant  cet  excès  eft  plus  grand 
que  la  3775,omepartie  du  quotient.  On  trouvera  la  preu- 
ve de  tout  ce  que  nous  venons  de  dire  fur  cette  matière 
dans  le  fupplément  qui  eft  à  la  fin  de  nos  Elemens  de 
Mathématiques  i#'4°»  • 

DES    F  i  G  U  R  ES    P  LJ  N  E  S 

confédérées  félon  leur  furface» 

Après  avoir  parlé  des  cotés  qui  terminent  les  figure*  * 
ic  des  angles  formes  par  ces  cotés ,  il  faut  à  préfent  con^ 
fidér^rl'efpace  qui  y  eft  renfermé.  Cetefpace  eft  une 
(urfacB  ou  luperficie ,  on  le  nomme  auffi  aire» 

Nous  avoas  dit  qu'il  y  avoit  trois  fortes  de  furfaces } 
les  planes,  comme  celles  desmiroirs  ordinaires  ;bt  cou* 

1  *J 
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bés ,  comme  celles  des  globes  ;  &  les  mixtes,  qui  font 
en  partie  planes  &  en  partie  courbes. 

Nous  avons  encore  diftingué  trois  fortes  de  fuperfi- 
cies  planes; les  reétflignes»  comme  un  pentagone;  1& 
curvilignes ,  commettes  cercles;  &  les  mixtilignes ,  corn* 
jne  les  fegmens  &  les  feâeurs  de  cercle. 

Nous  traiterons  i°.  Des  élémens&  de  légalité  des 
furfaces.  2°.  De  la  méfure  des  furfaces.  3*.  Du  rapport 
des  furfaces. 

des  élémens  et  de  l'égalité 

des  furfaces* 

Comme  la  ligne  eft  compofée  de  points ,  de  même  la 
fttrface  eft  compofée  de  lignes  poféesles  unes  à  côté  des 
autres  :  ainfi  les  élémens  des  furfaces  font  des  lignes.  Or 
on  ne  peut  concevoir  que  des  lignes  confidérées  (ans  lar- 
geur compofefit  une  furface  ;  c'eft  pourquoi  il  fautconG- 
dérer  les  lignes  comme  ayant  une  largeur  infiniment  pe- 
tite qui  foit  la  même  dans  chacune  des  lignes  qui  fervent 
d'élémens  à  une  fuperficie. 

Fig*+6m  1 1  y.  Les  élémens  d'un  parallélogramme  font  donc 
une  infinité  de  lignes  parallèles  &  égales  à  la  bafe  ,  lef- 
quelles  rempliflem  V efpace  compris  entre  les  côtés  du 

Fig.4?»  parallélogramme.  De  même  les  élémens  d'un  triangle 
lont  une  infinité  de  lignes  parallèles  à  la  baie ,  qui  font 
d'autant  plus  Courtes  qu'elles  (ont  plus  éloignées  de  la 
bafe.  Les  élémens  du  cercle  font  une  infinité  de  circon- 
féiences  concentriques  :  ainfi  des  autres  figures. 

1 1(5.  On  prend  auflî  pour  élémens  des  figures»  des 
furfaces  infiniment  petites  »  dont  la  fomme  remplit  la 
figure  :  par  exemple ,  on  peut  dire  que  les  élémens  d'un 
parallélogramme  ,  font  une  infinité  de  petits  parallélo- 
grammes qui  ont  même  bafe  que  le  parallélogramme 
total ,  &  qui  ont  une  hauteur  infiniment  petite.  Pareil- 
lement on  peut  prendre  pour  élémens  d'un  triangle  une 

Fig.48.  infinité  de  triangles  qui  ont  même  hauteur  que  le  trian- 
gle total  ;  &  qui  ont  chacun  pour  bafe  une  partie  «16- 


DE  L'iGÀLITé  DBS  SURF.  DES  FlG.  PLANES.  X  $  ? 

riment  petite  de  la  bafe  de  ce  triangle*.  On-  peut  aufli 
prendre  pour  élémens  d'un  cercle ,  des  triangles  infini* 
ment  petits ,  dont  le  Commet  Toit  au  centre ,  &  quiayent 
pour  bafe  chacun  une  partie  infiniment  petite  de  la  cir- 
conférence. On  peut  dire  la  même  chofe  des  feâeurs  de 
cercle ,  comme  celui  de  la  Figure  49. 

I  x  7.  Il  eft  évident  que  deux  figure*  ou  fuperficies  font 
égales  lorfque  les  élémens  de.  l'une  (ont  égaux  aux  élé- 
mens de  l'autre ,  &  que  le  nombre  deces  élémens  eft  égal 
clans  Içs  deux  fuperficies. 

ix8.  Nous  nous  fervirons  dans  nos  démonftrations 
des  premiers  élémens»  c'eft-à  dire,  des  lignes  que  l'on 
regarde  comme  ayant  une  largeur  infiniment  petite.  Or 
Je  nombre  de  ces  élémens  fe  mefure  dans  les  parallélo- 
grammes &  dans  les  triangles  par  des  perpendiculaires  à 
la  bafe  qui  font  les  hauteurs  ;  enforte  que  C  la  hauteur 
d'un  parallélogramme  eft  double  de  celle  d'un  autre ,  le 
nombre  des  élémens  du  premier  eft  double  du  nombre 
.  des,  élémens  du  fécond ,  (1  la  hauteur  eft  triple ,  le  nora~ 
bre  des  élémens  eft  triple ,  &c. 

1 19  Dans  Le  cercle  le  nombre  des  circonférences  corv 
.ceutriques  qui  en  font  les  élémens  >  eft  mefuré  par  le 
rayon ,  parce;  que  le  cercle  étant  rempli  des  circonféren- 
ces ,  il  eft  clair  que  le  nombre  des  circonférences  eft 
égal  aii  npmbre  des  points  d  .1  rayon» 

On  appelle  ces  élémens indivifibles  ,  parce  que  n'ayant 
Qu'une  largeur  infiniment  petite  Kon  les  regarde  comme 
îndivîfrbles  Celon  leur  largeur ,  Quoique  dans  la  vérité 
ils  puiflent  être  divifés  même  félon  cette  dimention. 

Après  avoir  donné  ces  notions  touchant  les  élémens 
des  fur  fa  c«s ,  il  faut  maintenant  parler  de  leur  égalité. 

1 20.  Deux  figures  planes  (ont  appellées  égales ,  lorf- 
que la  furface  de  l'une  eft  égale  à  la  furface  de  l'autre  , 
quoique  les  côtés  de  la  première  ne  fûieot  pas  égaux  à 
ceux  de  la  féconde"  :  par  exemple  ,  afin  que  deux  trian- 
gles foient  appelles  égaux  ,  il  fuffit  qu'ils  ayent  des  fur^ 
faces  égales  >  &  même  un  triangle  eft  dit  égal  à  un  parait-, 

iiî 


lelôgrammc  lorfqu'il  contient  autant  d'efpacè  00  <Je  for- 
face  que  le  parallélogramme  5  mais  lorfque  deux  figures 
ont  des  furfaces  égales,  &  que  les  côtés  &  les  angles  de 
l'une  font  égaux  à  ceux  de  l'autre';  chacun  *à  chacun , 
pour  lors  on  dit  qu'elles  font  égales  en  tout.  D^ns  le 
premier  cas  ,  on  dit  Couvent  que  les  figures  font  égales 
-en  furface  ;  mais  cela  n'eft  pas  néceiïaire ,  il  fuffit  dédire 
qu'elles  font  égales  :  ce  qui  fignifie  la  même  chofe  qu'en 
-difanr  qu'elles  font  égalas  en  furface, 

121.  ïl  paroît  par- là  &  par  l'article  9  qtfil  y  a  une 
grande  différence  entre  des  figures  égales  &  des  figures 
iemblables. 

122..  Deux  reéèangles  de*  même  bafe  &  de  même  hau- 
teur font  égaux  en  tout.  Cette  proportion  peut  paffer 
pour  un  axione  :  fi  on  conçoit  que  l'on  applique  ces 
ceux  reétangles  l'un  fur  l'autre  ,  la  bafe  fur  la  bafe ,  & 
le  côté  fur  le  coté ,  on  voit  aifément  que  ces  deux  reâan- 
gles  conviendront  parfaitement ,  &  par  çonféquent  ib 
font  égaux  en  tout.  Mais  fi  on  compare  un  reâangb 
avec  un  parallelogamme  obliquangle  de  même  bafe  & 
de  même  hauteur ,  on  n'apperçoit  pas  fi  facilement  fi  les 
furfaces  font  égales.  Nous  allons  démontrer  f  égalité  do 
ces  deux  figures  dans  le  Théorème  fuivanç. 

Théorème  I.   Fondamental. 

Flg<io«      **?•  Un  reSangle  &  un  parallélogramme  oHiquangk 
de  mime  bafe  &  de  même  haujeurfont  égaux \ 

Soit  le  reéèangle  ABCD  le  parallélogramme  EBCP 
qui  ont  même  bafe  ;  fçavoir ,  BÇ ,  &  qui  ont  aufli  même 
hauteur ,  puifqu'ils  font  entre  les  mêmes  parallèles,  D 
faut  démontrer  que  leurs  furfaces  font  égales* 

Démonstration. 

Peux  fuperfiçies  font  égales  lorfque  le3  élémensde 
Fww  faut  é^auix  à  ceux  de  l'autre »  &  que  te  nomJye  de 
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•es  élémens  eft  égal  dans  les  deux  figures.  Or  J°.  les  élé-  Fig.$o. 
tnens  du  re&angle  font  égaux  à  c^ux  du  parallélogram- 
me .puifque  les  élémens  de  l'une  &  de  l'autre  figure ,  com- 
me GH  &  KL  font  égaux  chacun  à  labafe  commune  BC. 
h°\  Le  nombre. des  élémens  eft  égal  dans  les  deux  figu- 
res ,  parce  qu'elles  ont  même  hauteur,  La  vérité  de  cetr* 
ieconde  partie  paroît  encore  en  ce  que  (i  on  prolonge 
tous  les  élémens  durçétangle  ,  ils  rempliflent  l'air  ou  la 
furface  du  parallélogramme ,  &  par  conséquent  il  y  a 
autant  d'élémens  dans  l'une  que  dans  feutre,  de  ces  deux 
figures  :  dont  le  rectangle  &  le  parallélogramme  font 
égaux*  Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

On  poùrroit  peut  être  obje&er  contre  cette  démonC 
trarîon  que  le  parallélogramme  contient  plus  d'élémenf 
que  le  rectangle ,  parce»  que  dans  le  parallélogramme  il 
y  a  autant  d'élémens  ou  de  lignés  parallèles  à  la  bafe  quil 
y  a  de  points  dans  le  côté  EB:  &  <Je  même  il  y  a  autant 
de  ces  élémens  dans  te  rectangle ,  qu'il  y  a  de  points  dans 
le  côté  AB.  Or  il  y  a  plus  de  points  dans  l'oblique  £B  » 
que  dans  le  perpendiculaire  AB. 

Il  éft  vrai  que  fi  on  prend  des  points  égaux  dans  les 
deux  lignes  EB  &  AB  »  il  y  en  a  plus  dans  la  premier» 
que  dans  la  féconde;  &  par  conféquent  fï  on  conçoit? 
qu'il  y  a  des  élémens  tirés  de  tous  ces  points  »  il  y  ea 
aura  plus  dans  le  parallélogramme  que  dans  le  reâan- 
gle  ;  mais  jtuffi  les  élémens  du  parallélogramme  feront; 
moindre  en  largeur  que  ceu<  du  rçétangle  dans  la  mê- 
me proportion  qu'ils  feront  en  plus  grand  nombre  >  en 
forte  que  s'il  va  deux  fois  plus  cr  élémens  dans  le  paral- 
lélogramme ils  n'auront  que  la  moitié  de  la  largeur  der 
ceux  du  feâàhgle.  Cela  parôîtra  clairement  Ïj  on  tire  dejc 
parallèles  à  la  bafe  qui  pafTent  au  travers  du  reétangle 
6c  du  parallélogramme  ;  car  dans  cette  hypothèfe  tes  mé- 
rites lignes  qui  fervent  d'élément  aux  deux  figures  >  oc- 
cupent par  leur  largeur  une  plus  grande  partie  diicAté. 
du  parallélogramme  que  de  celui  du  re&angie,  à  caufë 
de rdbîiquité  du  premier  coté  ;  &  par  conféquent,  puif* 

I  iv 
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2ueles  élémens  étant  fuppofés  égaux  en  largeur  dans  Uj 
eux  figures,  ceipc  du  parallélogramme  répondent  à  dç 
plus  grands  points  du  côté ,  il  ?ei}fyit  que  fi  on  prencj 
dans  ce  coté  des  points  égaux  à  ceux  du  coté  du  reâan* 
gle,  &  qu'on  conçoive  des  élémçns  tfré$  de  ces  points 
dans  les  deux  figures ,  ceux  du  parallélogramme  auronj 
moites  de  largeur  quç  ceux  du  reâangle* 

AuTJlï    P*HONST»ATlON, 

Wo  59«     t»e  re&anglç  &  le  parallélogramme  ont  lç  trianglç 
commun  BOC  ;  H  n'y  a  donc  plus  qu*à  fairç  voir  quç 
l'autre  pait'iQ  ABOD  du  rçdbmglç  eft  <$gale  à  la  partie 
BOCF  du  parallélogramme  \  ce  que  je  démontrç  ainfî, 
J-^e  triangle  ABE  eft  égal  en  tout  au  triangle  DGF  :  car 
1°.  La  perpendiculaire  ÀB  du  premier  eft  égale  à  laper- 
pendiculaire  E)C  du  fécond  »  puifqije  ce  font  des  côtés 
oppofcs  d'un  rcâangle.  2%  Les  deux  ot>lique$BE  &  CF 
font  a\ifîi  égales  parce  que  ce  font  dçs  cotés  oppofes  du 
parallélogramme.  (  43  )  30.  Les  lignes  ÀE  &  DF  font 
encore  égales;  car  elles  ont  une  partie  commune;,  fça* 
voir  DE  ;  &  d'ailleurs  les  deux  autres  parties  AD  &  ÉF 
font  égales  éntr'elles  ,  puif<ju*elles  font  égales  chacun* 
£  ta  baie  BC;  par  conféquent  les  trois  côtés  du  premier 
triangle  font  égaux  aux  trois  côtés  di|  fécond;  ainfi  lei 
deux  triangles  font  égaux  eh  toqt  \  donc  fî  on  retranche, 
h  parafe  commune  DOE  tIç  refte  ABOD  dupremicr 
triangle  fera  égale  at*  refte  E£)CF  du  feconcf.  Mais  ce* 
rçftes  font  les  deux  parties  du  re&angle  &  du  parallélo- 
gramme qu'il  faUoit  démontrer  égales.  Par  çonféqueit 
le  rettjmgle  eft  égal  ai)  paral{çk)gra,i^mç.  Ce  quvil  felloit 
Remontrer, 

Voiçl  une  difficulté  qute  Ton  pçut  propofer  contre  ce 
Théqréme  fondamental ,  pour  prouver  que  le  parallel.o-» 
gramme  3  p{u$  d*  fvnface  que  le  redangle.  Le$  côtés  du 
parallélogramme  étant  plus  grands  que  ceux  du,  reéfcn* 
jtei  tt  çft  certainement  plus  long  >  $ç  d'tittw*  tt  4  «h 
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-tant  Je  largeur,  puifqu'ils  ont  même  baie.  Par  confé-F'g-50» 
quent  le  premier  a  une  plus  grande  furface  que  l'autre* 

J'avoue  que  le  parallélogramme  eft  plus  long  que  le  ; 
reâangle  ,  mais  auifi  il  y  a  moins  de  largeur  :  car  la  lar- 
geur fe  mefure  par  une  perpendiculaire  entre  les  deux 
côtés»  &  non  pas  la  baie,  a  moins  qu'elle  ite (bit  per- 
pendiculaire aux  côtés ,  comme  dm  s  le  reâangle*  Oc 
il  eft  clair  que  la  perpendiculaire  tirée  entre  les  côtés 
du  parallélogramme  eft  moindre  que  la  bafe ,  puifque 
cette  bafe  eft  oblique  par  rapport  à  ces  côtés  du  paral- 
lélogramme, 

124  On  a  prouvé  que  le  reâangle  &  le  parallélo- 
gramme on  t  même  bafe  &  même  hauteur»  ils  font  égaux. 
On  peut  dire  auiîl  réciproquement  que  fi  le  reâangle 
&  le  parallélogramme  (ont  égaux  en  (orface ,  &  qu  ils 
aient  même  hauteur ,  ils  ont  même  bafe  ou  des  bafe? 
égales  ;  car  fi  le  parallélogramme  avoit  une  bafe  plus 
grande  ou  plus  petite  que  BC  ,  il  eft  évident  qu'il  ne  fe* 
roit  plus  égal  au  reâangle.  Pareillement  fi  le  reâangle 
&  le  parallélogramme  font  égaux  ,  &  qu'il  aient  tnêmç 
bafe ,  ils  ont  aufli  même  hauteur  :  car  fi  Ton  prolongeoif 
ou  l'on  diminuait  la  hauteur  du  parallélogramme ,  il  nç 
feroit  plus  égal  au  retfèrangle.  A  in  fi  de  ces  trois  condi* 
îions  d'un  reâangle  &  d'un  parallélogramme  comparés 
enfemble ,  avoir  une  bafe  »  avoir  même  hauteur ,  être 
égaux  en  furfaçe ,  deux  étant  pofées  la  troifiéme  s'enfuit 
pécefiai  renient. 

s  *■ 

Corollaire     I, 

é 

12$.  Deux  parallélogrammes  obliquangles  oui  ont 
hauteurs  égales ,  ou ,  ce  qui  eft  la  même  choie  »  qui  ' 
font  entre  mçmps  parallèles  »  &  qui  ont  des  bafes  éga- 
les ,  font  égaux  ço  furface*  C'oft  unç  fuite  néceffojrç 
du  Théorêmç  »  parce  qge  chacun  de  ces  parallélogram- 
mes eft  égal  à  un  reâangle  de  même  bafe  &  de  mêmç 
hautçur.  Par  la  mêmeraifon  (i  deux  parallélogrammes 

fem  égaux ,  &  qu'ils  aient  même  hauteur  »  Us  ont  m£r 
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me  bafç  ;  &  fi  étant  égaux  ils  ont  même  bafe  ,  ils  ont 
auflî  même  hauteur. 
Fîg.51.  Avant  de  pafler  au  fécond  Corollaire  ,  il  faut  remar- 
quer qu'un  triangle  »  comme  ABD  »  eft  la  moitié  d'un 
parallélogramme  de  même  bafe  &  de  même  hauteur: 
car  fi  on  fait  le  parallélogramme  ABDC  dont  le  côté 
AB  &  la  bafe  BD  (oient  deux  côtés  du  triangle  ,  il  eft 
certain  que  le  troifiéme  côté  AD  du  triangle  iiivife  le 
parallélogramme  en  deux  parties  égales  (44.);  parcs 
que  ce  côté  fert  de  diagonale  ;  parconféquent  le  trian- 
gle ABD ,  f ft  la  moitié  du  parallélogramme  ABDC, 
qui  a  même  bafe  &  même  hauteur  que  le  triangle. 

Corollaire  1 1. 

12<J.  Deux  triangles  ,  comme  ABD  &  EGH,<pri 
ont  des  hauteurs  égales ,  ou  qui  font  entre  mêmes  pa- 
rallèles ,  &  qui  ont  aufli  des  bafes  égales  ,  font  égaux 
en  furfaces  :  car ,  félon  la  remarque  précédente ,  ces 
triangles  font  moitiés  des  parallélogrammes  AD  &  EH 
qui  ont  même  hauteur  &  même  bafe  que  les  triangles. 
Or  nous  venons  de  dire  dans  le  premier  Corollaire »  que 
ces  parallélogrammes  font  égaux^donc  leurs  moitiés  font 
auffi  égales.  Pareillement  fi  les  triangles  font  égaux,  & 

2u'ils  aient  même  hauteur ,  ils  auront  même  baie  ;  &  fi 
tant  égaux ,  ils  ont  même  bafe ,  ils  ont  aufli  même  hau- 
teur. Cela  eft  évident  par.  le  Corollaire  précédent ,  &  la 
remarque  que  nous  venons  de  faire. 

*    Corollaire  III. 

9!fc5*,  I67.  Un  triangle  comme  CED»  qui  a  même  baft 
qu'un  parallélogramme  CB  ;  &  qui  a  une  hauteur  dou- 
ble de  celle  du  parallélogramme  lui  eft  égal  en  fur  face: 
car  fuppofons  un  autre  parallélogramme  qui  ak  même 
bafe  &  même  hauteur  que  le  triangle ,  il  eft  clair  que  le 
triangle  &  le  parallélogramme  BC  ne  font  chacun  que  la 
moitié  de  cet  autre  parallélogramme ,.  &  par  conféqucafc 
le  triangle  eft  égal  au  paraUelôgïamme-CB* 
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.  Cqrol  l  aire  IV* 

128.  Un  triangle  comme  CAE ,  qui*  même  hauteur  *ig.$y 
qu'un  parallélogramme  tel  que  AD ,  &  qui  a  une  bafe 
double ,  lui  eft  égal  en  furface.  Celafe  démontre  4e  la 
mené  minière  que  le  Corollaire  précédent. 

ÎHÉORâMB      IL 

*  29.  Un  trapèze ,  comme  ACDB ,  dont  les  deux  eôtù      # 
AB  &  CD  font  parallèles ,  eft  égal  à  un  parallélogramme 
de  même  hauteur,  &qiH  §w W pour  baft  u#e  ligne  moyenne 
proportionnelle  arithmétique  entre  les  deux  côtés  parallèles. 

Frenez  CK  égal  à  AB ,  &  divifet  le  refte  KD  en  deux  P**-5* 
parties  égales  au  point  P  :  tirez  enfuite  U  ligne  P£  paral- 
lèle au  côté  AC ,  vous  aurez  le  parallélogramme  ACPE 
ou  AP ,  qui  a  la  même  hauteur  que  le  trapèze ,  &  dont 
la  bafe  CP  eft  moyenne  proportionnelle  arithmétique 
entre  AB  ou  CK  &  CD ,  puilque  CK  eft  autant  furpalTé 
par  CP ,  que  CP  l'eft  par  CD.  Il  s'agit  donc  de  démon- 
trer  que  ce  parallélogramme  AP  eft  égal  en  furface  au 
trapèze.  • 

D*MOJ*ST*À  TÏ6V. 

Le  pentagone  ACPHB  eft  commun  au  parallefof  Fïg»(5, 
gramme  &  au  trapèze  :  par  çonféquent  fi  le  triangle 
BHE ,  qui  eft  le  refte  du  parallélogramme  eft  égal  au 
triangle  DHP  refte  du  trapèze ,  ces  deux  figures  ont  de| 
furfaces  égale»»  Or  les  deux  triangles  BHE  &  DHP  font 
égaux  ;  car  i°.  l'angle  B  eft  égal  à  l'angle  D ,  parce  qu'ilj 
font  alternes  entre  parallèles.  2°.  Les  angles  E  &  P  do 
ces  deux  triangles  font  aufli  égaux  par  la  même  raifon* 
j#.  Les  côtés  BE  &  DP ,  (urlefqueis  ces  anglef  font  for- 
més ,  font  encore  égaux  :  car  les  deux  lignes  AE  &  CP 
font  égales ,  puifque  ce  font  des  côtés  oppofés  du  parais 
lelogramme  (45  )  :  d'ailleurs  les  deuxparties  AB  &CK, 
de  ces  côtés  font  égales  par  l'hvpothète  ;  donc  les  deux' 

autres  paràe*BE  &  KP  font  tutti  égales.  Or  DP  eft  en*. 
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core  égal  à  KP  par  i'hy  pothèfe  ;  don*  les  cà  tés  BE&  DP 
des  deux  triangles  BliE  Se  DHP  font  égaux  ;  ainfi  les 
deux  triangles  font  égaux  (  27)  ;  par  conféquentle  pa- 
rallélogramme eft  égal  au  trapèze*  Ce  qu'il  fallait  dé- 
montrer. 

THio*$*£    III.  + 

l^O  Lafurfacatun  cercle  eft  égale  à  la  fur  face  d'un 
triangle  reSangte  qui  a  pour  hauteur  le  rayon ,  6r  pcar 
bafe  une  ligne  droite  égale  à  la  circonférence* 

Démonstration. 

?>g.SS*  Soit  te  cercle  de  la  figure  y  y  >  &  le  triangle  reâan- 
gle  CAB  qui  a  pour  hauteur  le  rayon  CA ,  &  pour  bafe 
la  ligne  droite  AB  égale  à  la  circonférence*  Pour  dé- 
montrer que  le  cercle  eft  égal  au  triangle  »  il  faut  conce- 
voir que  l'un  &  l'autre  eft  partagé  en  fe&  élémens ,  & 
faire  voir»  1*  qu'il  y  a  autant  d'élémens  dans  le  cercle 
que  dans  le  triangle»  2°.  Que  les  élémens  du  cercle  font 
égaux  aux  élémens  cocrefpondans  du  triangle* 

Premièrement»  il  y  «a  autant  d'élémens  dans,  le  cer- 
cle, qu'il  y  en  a  dans  le  triangle  :  car  les  élémens  du 
cercle  font  des  circonférences  concentriques ,  fc  les  élé- 
mens du  triangle  font  des  lignes  parallèles  à  la  bafe.  Or 
il  y  a  autant  de  circonférence  concentrique*  dans  le  cer- 
cle, que  des  lignes  parallèles  à  la  bafe  dans  le  triangle» 
Îmifque  le  nombre  eft  mefuré  de  part  &  d'autre  par  la 
igné  CA ,  qui  eft  en  même  temps  rayon  du  cercle  & 
hauteur  du  triangle. 

En  fécond  lieu ,  chaque  circonférence  »  comme  ai* 
eft  égale  à  la  bafe  correfpondante  ah  du  triangle  ;  cat 
les  circonférences  étant  entr'elles  comme  les  rayons  â 
on  a  cette  proportion ,  la  grande  circonCereuce  AD  eft 
à  la  petite  ad  :  :  CA.  ea  :.  de  même  à  caufe  des  triangles, 
femblables  CAB  •  cab%  on  a  encore  la  proportion,  AIL 
ah  :  :  CA .  ca  ;  ainfi ,  puifque  la  raifon  de  AD  à  a d  ,  fie 

celle  de  AB  à  ab  font  égales,  chacune  à  une  troifiéoae* 
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fçavohr ,  à  celle  de  CA  a  ca  ;  il  faut  qu'elles  fok  égales  Fig.55: 
«ntr'elles.  On  a  donc  encore  la  proportion  AD  .ad:: 
AB %  ahiic alttrnandô ,  AD .  AB  :  :  ad.  ab.  Or  dans 
cette  dernière  proportion ,  l'antécédent  &  le  coflféquent 
de  la  première  raiibn  font  égaux  par  l'hy  pothèfe ,  puif- 
que  Ton  £ippofe  que  la  bâte  du  tstangle  eft  é* aie  à  la 
circonférence  tdu  cercle  ;  par  conféquent  les  deux  ter- 
mes ad  &  ab  de  la  féconde  raifon  font  auffi  égaux  (Liv. 
I.  art.  \6z  ).  On  peut  démontrer  de  la  même  manière 
que  chaque  circonférence  eft  égale  à  la  bafe  correfpon- 
dante  du  triangle ,  ainfi  les  élémens  du  cercle  font  égaux 
aux  élémens  correfpondam  du  triangle  :  d'ailleurs  le 
nombre  des  élémens  eft  égal  de  part  8c  d'autre  :  par  con- 
féquent le  cercle  eft  égal  au  triangle.  Ce  qu'il  falloit  dé* 
montrer. 

Corollaire, 

131.  Un  feâeur  de  cercle ,  comme  CAP ,  eft  égal  F^ 5^ 
au  triangle  reôangle  C  AB ,  qui  a  pour  hauteur  le  rayon 
CA»  &  pour  bafe  une  ligne  droite  égale  à  l'arc  du  fec- 
teur.  Cela  fe  démontre  de  la  même  manière  que  le  Théo- 
rème ,  en  faifant  voir  qu'il  y  a  autant  d'élémeos  dans  le 
lèâeur  que  dans  le  triangle ,  &  que  les  élémens  corref- 
pondans  dans  leurs  figures  (ont  égaux. 

132.  Un  triangle  reftangle  eft  égal  à  tout  autre  trian- 
gle de  même  bafe  &  de  même  hauteur  (  ti6  )  ;  &  par 
conféquent  on  peut  dire  généralement ,  qu'un  cercle  eft 
égal  en  furface  à  un  triangle  quelconque  qui  a  pour  hau- 
teur le  rayon  du  cercle ,  &  pour  bafe  une  ligne  droite 
égale  à  la  circonférence.  De  même  on  peut  dire  en  géJ 
serai ,  qu'un  feéteurde  cercle  eft  égal  à  un  triangle  quel- 
conque ,  qui  a  pour  hauteur  le  rayon  du  feâeur  i  &  pour 
bafe  une  ligne  droite  égale  à  l'arc  de  ce  feéfceur. 

Problème, 

153.  Vntfigurî  rtâilignt  >  têmmt  ABCDE,  ttmt^îS?* 


fi 
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fîg.57.  donnée  ,  en  faire  une  autre  qui  lui  foit  égale ,  &  qui  ait 
un  coté  de  moins. 

Du  point  A  tirez  la  ligne  AC  qui  retranche  le  trto» 
;le  ABC  ;  enfuite  du  point  B ,  tirez  la  }}gue  BF  parallè- 
le à  la  ligne  AC ,  enfin  prolongez  le  côté  DC  JHÙpt% 
la  rencontre  de  la  ligne  BF.  Je  dis  que  fi  du  point  A, 
vous  menez  la  ligne  AF  au  point  où  le  côté  ±>G  ren- 
contre la  parallèle  BF  ,  on  aura  le  quadrilatère  AFDE , 
égal  au  pentagone  donné  ABCDE.  En  voici  la  éécnonf* 
tration. 

La.  furface  AEDC  eft  commune  au  quadrilatère  & 
au  pentagone  ;  il  n'y  a  donc  qu'à  faire  voir  que  le  trian- 
gle AFC  ,  qui  eft  le  relie  du  quadrilatère ,  eft  égal  ai 
triangle  ABC ,  refte  du  pentagone.  Or  ces  deux  trtao* 
gles  font  egaux  (126)1  puifqu'ils  ont  la  même  bafe  * 
îçavoir  AC ,  8c  qu'ils  font  entre  les  mêmes  parallèle! 
BF&AC 

Onr  pourroit  par  la  même  méthode  réduire  le  qua- 
drilatère AFDE  en  un  triangle  égal  en  furface.  Pouf 
cela  il  faudroit  mener  une  ligne  du  point  A  au  point  D) 
enfuit^  tirer  par  le  point  E  une  parallèle  à  la  ligne  AD  1 
prolonger  CD  jufqu'à  la  rencontre  de  cette  pareUek; 
enfin  tirer  Ja  ligne  AG  ,  &  on  auroit  le  triangle  G  AF 
égal  au  quadrilatère  AFDE  ,•  comme  il  paroît  en  faifanr 
l'application  de  la  démonftration  qui  précède* 

1 34.  Il  fuit  de- là ,  que  tout  polygone  peut  fe  réduire 
en  triangle  :  d'ailleurs  nous  donnerons  la  méthode  dt 
faire  un  quarré  égal  à  un  triangle.  Par  conféquent  tour 
te  furface'  reâiligne  peut  fe  réduire  en  quarré  :  c'eft  et 
qu'on  appelle  la  quadrature  des  furfaces  reâilignes. 

DE  LA  MESURE  ÙES  FIGURES  PLANES* 

1 3  f.  Les  mefures  des  fuperficies  font  d'autres  petites 
fuperficies  connues  &  déterminées  ;  comme  le  pieu  quar- 
ré ,  la  toife  quarrée  ,  &c. 

13  6.  On  entend  par  un  pUd  quarré 9  une  fctffeca  <{uar- 


_  s 

DE  LA  MESURE  DES  FlGURES  1LÀNES.  \^% 

rée  donc  les  quatre  côtés  font  chacun  égaux  à  un  pied  en 
longueur  ;  telle  feroit  la  figure  6çf ,  fi  chacun  des  côtés 
avoit  un  pied  tn. largeur.  De  même  un  quarré  dont  cha- 
que côté  eft  égal  à  une  toife  en  longueur  «  eft  appelle. 
toife  quarre'e. 

Théorème   I. 

137.  Lafurface  d'un  re&angle  eft  égale  au  produit  de 
fa  hauteur  par  fa  bafe  »  ou  defabafe  par  fa  hauteur* 

DÉMON8TRAT;I  on. 

Soit  le  reâangle  AC  donf  le  côté  ÀB  contienne  3  toi- 
les ,  &  la  bafe  BC  en  contienne  4.  Si  on  multiplie  3  pat 
4  ,  le  produit  fera  1 2  ;  il  faut  donc  faire  voir  que  la  fur- 
face  de  ce  reâangle  contient  12  toifes  quarrées.  Four 
cela  il  faut  divifer  le  côté  du  reâangle  en  trois  toifes ,  8c 
£1  bafe  en  quatre*:  eafuite  par  les  points  de  divifion  dt* 
coté  AB ,  tirez  des  parallèles  à  la  bafe  ,  &  par  les  points 
de  la  bafe ,  tirez  des  parallèles  aux  côtés  ;  toutes  ces  pa- 
rallèles formeront  des  toifes  quarrées  difpofées  en  rangs 
parallèles  à  la  bafe ,  dont  chacun  contiendra  autant  de 
toifes  quarrées ,  qu'il  y  a  de  toifes  en  longueur  dans  la 
bafe  •  c'eft-à-dire  4  :  mais  d'ailleurs  il  y  aura  autant  de 
ces  rangs  de  toifes  quarrées,  qu'il  y  a  de  toifes  en  Ion- 

Joueur  dans  le  côté  dû  reâangle,  c'eft-à-dire  3  :  donc  la 
oname  des  toifes  quarrées  du  reâangle,  eft  égale  à  3 
fois  4,  qui  eft  le  produit  du  nombre  des  toifes  de  la  bafe , 
par  le  nombre  des  toifes  dû  côté.  Ce  qu'il  fàlloit  dé?-; 
montrer.  * 

Corollaire  I. 

1 3  8.  La  furface  d'un  parallélogramme  obliquangle  eft 
égale  au  produit  de  fa  bafe  par  fa  hauteur  :  car  tour  parai* 
lelogramftie  çft  égala  ua  reâaaglede  même  bafe  8ç 
de  même  hauteur.  Or  çn  vient  de  démontrer  qpe,  pour 
avoir  la  fuperficie  d'un  reâangle ,  il  falloit  mulciplîea, 
fe  bafe  pax  fa  hauteur  s  par  conféqaeat  pour  avoir.  la 
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furtace  d'un  parallélogramme  il  faut  aufli  multiplier  & 
bafe  par  fa  hauteur. 

13p.  Remarque*  mie  dans  tin  parallélogramme  qui 
rt*eft  pas  rôâatigle ,  la  hauteur  eft  différence  du  côté  qui 
fait  un  angle  avec  la  bafe  >  parce  que  cette  hauteur  fe 
prend  de  la  perpendiculaire  tirée  entre  les  deux  bafes  ; 
xnaislorfque  le  parallélogramme  eft  reôangle ,  alors  te 
côté  étant  perpendiculaire  aux  bafes  «  il  médire  la  haa- 
teur  du  parallélogramme  • 

CôHOLLilH    lî. 

140.  La  fur&ce  d'un  triangle  eft  égale  au  produit  de 
fa  bafe  par  la  moitié  de  fa  hauteur  ou  au  produit  de  fit 
hauteur  par  la  moitié  de  fa  bafe.  C'eft  une  fuite  nécef- 
faire  des  Corollaires  dans  lefquels  on  a  démontré  (  12J 
&  128  ) ,  que  le  triangle  eft  égal  au  parallélogramme  qui 
a  même  bafe  À:  la  moitié  de  la  hauteur  du  triangle  ;  ou 
bien  à  un  parallélogramme  qui  a  même  hauteur  que  le 
triangle  &  la  moitié  de  la  bafe* 

On  peut  encore  dire  que  la  furface  du  triangle  eft  éga- 
le à  la  moitié  du  produit  de  fa  bafe  par  fa  hauteur.  Cela 
revient  au  même  que  ce  que  nous  venons  de  dire  dans  le 
Corollaire. 
îig.51.  I4Xa  Remarquez  que  lorfque  le  triangle  eftreftanglo 
comme  ABD ,  on  peut  prendre  Bî)  ,  qui  eft  un  des  co- 
tés de  l'angle  droit  pour  la  bafe  ;  auquel  cas  l'autre  côté 
ÀB  du  même  angle  eft  la  hauteur  du  triangle ,  parce  que 
ce  côté  eft  perpendiculaire  a  la  bafe.  C'eft  pourquoi  afin 
d'avoir  la  furface  d'un  triangle  rtâangle,  il  faut  multi- 
plier un  des  côtés  de  l'angle  droit  par  la  moitié  de  l'ace 
tre  côté,  &  le  produit  donne  la  lui  face  du  triangle  :  ou 
bien  il  faut  multiplier  un  de  ces  côtés  par  l'autre,  &  pren- 
dre la  moitié  du  produit* 

Corollaire   lit* 

1 42.  L'aire  ou  la  fuperficie  du  cerde  eft  égale  au  pro- 
duit du  rayon  par  la  moitié  de  la  circonférence  du  cer- 
cle,'  ou  de  la  circonférence  parla  moitié  du  rayon  :  car' 

oa 
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fcft  a  démontré  (  132} que  le  cercle  eft  égal  au  triangle 
tjui  a  pour  hauteur  le  rayon  >  &  pour  bafe  une  ligne 
droite  égale  à  la  circonférence.  Or  cet  angle  eft  égal  au  Fig«34* 

Êroduit  de  fa  hauteur ,  qui  eft  le  rayon  par  la  moitié  de 
1  bafe ,  c'eft  à-dire,  par  la  moitié  de  la  circonférence ) 
dont  le  cercle  eft  aum  égal  au  produit  du  rayon  par  la 
moitié  de  la  circonférence. 

On  démontrera  par  la  même  manière  que  l'aire  d*un 
fe&eur  de  cercle  eft  égal  au  produit  du  rayon  par  la 
moitié  de  l'arc  du  fe&eur,  ou  de  l'arc  par  la  moitié  du 
rayon, . 

CôKO    LLAXRE.     IV. 

145.  La  furface  d'un  trapèze  qui  a  deux  côtés  parai-  Î1&54» 
leles  eft  égale  au  produit  de  la  hauteur  par  une  moyenne 
proportionnelle  arithmétique  entre  les  deux  côtés  parai-* 
leles.  Cela  fuit  du  Théorème  II ( 129 ) ,  dans  leauel  on 
a  démontré  que  le  trapèze  qui  a  deux  côtés  parallèles 7  eft 
égal  à  un  parallélogramme  de  même  hauteur ,  &  dont  la 
bafe  eft  moyenne  proportionnelle  arithmétique  entre  ce* 
deux  côtés  parallèles* 

ThéorImb     IL 

Î44.  Une  figure  circonscrite  à  un  cercle  eft  égale  au  ptô* 
iuie  du  rayon  du  cercle ,  par  la  moitié  du  périmètre  de  lé 
jigure. 

Démonstration. 

Soit  le  polygone  circonfcrit  ABCDE ,  il  fadf  faiV e  Fj&jj^ 
voir  qu'il  eft  égal  au  produit  du  rayon  FG  du  cercle  pat 
la  moitié  du  périmètre.  Pour  cela  tire»  du  centre  F  deû 
lignes ,  comme  FA ,  FB ,  &c*  aux  angles  du  polygone* 
Il  eft  évident  que  ces  lignes  diviferont  le  polygone  etl 
autant  de  triangles  qu'il  y  a  de  côtés.  D'ailleurs  ces  tt iâtt* 
gles  auront  une  hauteur  égale ,  fçavoir ,  un  rayon  eôffl* 
me  FG  tiré  au  point  de  contingence ,  parcô  due  tôtit 

jayon  tiré  au  point  de  contingence  *  eft  perpôûdtettlaif* 
il.  Partie.  v  r  fc 
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Fig.59.  à  la  tangente  (Liv.  I.  art.  ny).  Or  chacun  de$  triait 
gles  y  comme  DFC ,  cft  égal  au  produit  de  la  moitié  du 
côté  DC  qui  eft  la  bafe  par  le  rayon  FG  qui  eft  la  hau- 
teur. Donc  la  fomme  des  triangles ,  ou  le  polygone  cir- 
conferit  eft  égal  au  produit  de  la  moitié  de  tous  les  cô- 
tés ,  c'eft- à-dire ,  de  la  moitié  du  périmètre  par  le  rayon 
du  cercle ,  ce  qu'il  falloit  démontrer. 

On  peut  dire  auflî  qu'un  polygone  circonferit  à  un 
cercle  eft  égal  au  produit  du  périmètre  entier  par  la 
moitié  du  rayon  »  ou  bien  à  la  moitié  du  produit  du 
périmètre  par  le  rayon  entière  II  eft  évident  que  tout  ce* 
la  revient  a  la  même  chofe  que  l'énoncé  du  Théorème. 

Corollaire    I. 

145*.  Tout  polygone  régulier  eft  égal  au  produit  du 
rayon  droit  par  la  moitié  du  périmètre.  Ce  Corollaire 
n'eft  qu'une  application  du  Théorème ,  parce  qu'on  peut 
toujours  regarder  un  polygone  régulier  comme  circofif- 
crit  à  un  cercle  dont  le  rayon  feroit  égal  au  rayon  droit 
du  polygone  (  77). 

Corollaire    II. 

14?»  La  fuperficie  du  cercle  eft  égale  au  produit  du 
rayon  par  la  moitié  de  !a  circonférence.  C'eit  une  fuite 
du  Corollaire  précédent ,  puifque  le  cercle  eft  un  poly- 
gone régulier  dont  les  côtés  font  infiniment  petits.  Nous 
avons  déjà  démontré  la  meme  propofition  dans  le  troi- 
fiéme  Corollaire  de  premier  Théorème  (  142  )• 
Fig.Go*  14*7.  Remarquez  que  toute  figure  reéHligne ,  comme 
A  j  pouvant  être  réduite  en  triangles  ,  on  aura  la  uie- 
fure  de  l'aire  ^de  cette  Figure  >  ii  on  prend  celle  de  tout 
les  triangles. 

Problème    I. 

riS-6i.     148.  Faire  un  quatre  égal  à  un  parallélogramme  dormi* 

Soit  le  parallélogramme  dont  la  hauteur  eft  A  &  U 

bafe  C,  Pour  avoir  un  quarré  égal  à  ce  parallélogramme 
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il  faut  chercher  (Liv.  I.  art.  172).  une  moyenne  pro-Flg.61. 
portionelle  B  encie  la  hauteur  &  la  bafe  du  parallélo- 
gramme ,  le  quarré  de  cette  moyenne  proportionelle 
eft  égal  au  parallélogramme  :  car  par  l'hypothèfe  A.  B  :  : 
B,  C  ;  donc  le  produit  des  extrêmes  eft  égal  au  produit 
des  moyennes.  Or  leproduit  des  extrêmes  A  &  Ceft  le  pa- 
rallélogramme ,  puifque  pour  avoir  l'aire  du  parallélo- 
gramme il  faut  multiplier  la  hauteur  par  la  bafe  :  &  le 
produit  des  moyens  eft  le  quarré  de  la  moyenne  propor- 
tionnelle B;  donc  le  quané  de  la  moyenne  proportion- 
nelle eft  égal  au  parallélogramme. 

Si  le  parallélogramme  eft  re&angle ,  il  faut  prendre 
une  moyenne  proportionnelle  entre  le  côté  &  la  bafe  du 
reâangle ,  parce  que  pour  lors  la  hauteur  eft  égale  au 
coté.  Quand  on  opère  far  le  terrein  il  faut  pour  trouvée 
la  moyenne  proportionnelle  fe  fervir  de  l'Arithmétique, 
comme  nous  l'avons  expliqué  dans  la  remarque  fur  le 
troifie'me  problème  qui  eft  à  la  fin  du  premier  Livre» 

Problème,    II. 

_  4 

14^,  Faire  un  quarré  égal  en  furface  à  un  triangle. 

Cherchez  une  moyenne  proportionnelle  entre  la  hau- 
teur &  la  moitié  de  la  bafe ,  ou  entre  la  bafe  &  la  moi- 
tié de  la  hauteur  ,  le  quarré  de  cette  moyenne  propor- 
tionnelle fera  égal  tn  furface  au  triangle  ;  car  nommant 
la  hauteur  du  triangle  2a  ,  fa  bafe  2b ,  &  la  moyenne 
proportionnelle  m  ,  on  aura  par  l'hypothèfe  2a.  m::mm 
b  ;  ou  bien  ,  a  m  :  :  m.  ib.  Par  conféquent  m  m=  2ab  , 
c'eft  à-dire  que  le  produit  des  moyens  eft  égal  au  pro- 
duit des  extrêmes.  Or  ce  pioduit  mm  eft  le  quané  de  la 
moyenne  proportionnelle.  D'ailleurs  2ab  repréfente  la 
furfacç  du  triangle ,  puifqu'elle  eft  égale  au  produit  de 
la  hauteur  multipliée  par  la  moitié  de  la  bafe ,  ou  de  la 
bafe  multipliée  par  la  moitié  de  la  hauteur.  Donc  le 
«juarré  eft  égal  au  triangle. 

Si  le  triangle  eft  reâangle  a  &  qu'on  prenne  un  de* 
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cotes  de  l'angle  droit  pour  bafe ,  l'autre  côté  de  cet  angle 
fera  la  hauteur ,  parce  qu'il  eft  perpendiculaire  à  la  bafe. 
Il  faudra  donc  chercher  une  moyenne  proportionnelle 
entre  un  de  ces  côtés  &  la  moitié  de  l'autre. 

Problème'  IIL 

149  B.  Trouver  la  fur  face  d'un  parallélogramme  & 
telle  d'un  triangle. 

On  multipliera  la  bafe  du  parallélogramme  par  fa 
hauteur  ,  le  produit  fera  la  furface  cherchée  (  1 3  8  ).  Il 
n'y  a  point  de  diiÇculté  lorfque  la  bafe  &  la  hauteur  ne 
contiennent  que  des  grandeurs  d'une  feule  efpece  »  qui 
eft  la  même  pour  Tune  &  pour  l'autre  dimenlion  :mais 
il  arrive  prefque  toujours  qu'il  y  a  des  grandeurs  de 
différentes  efpeces  ,  par  exemple ,  des  toifes  ,  des  pieds 
&  des  pouces  dans  l'une  des  dimenfions,  foit  la  bafe, 
foit  la  nauteur ,  &  ordinairement  dans  les  deux.  Voici 
une* règle  générale  pour  trouver  alors  la  furface.  On 
réduira  la  bafe  &  la  hauteur  à  la  plus  petite  efpece  ,  par 
exemple  f  en  pouces  s'il  y  a  des  pouces  ,  &  qu'il  n'y  ait 
point  de  plus  petites  melures  exprimées  ni  dans  la  bafe 
ni  dans  la  hauteur.  Après  la  rédu&ion  On  multipliera 
les  deux  nombres  réduits  ,  l'un  par  l'autre  :  le  produit 
exprimera  la  furface  dans  la  mefure  à  laquelle  on  a  ré- 
duit les  deux  dimenfions.  On  pourra  enfuire  changer  ces 
petites  efpeces  en  grandes  ,  comme  nous  le  dirons  dans 
l'exemple  fuivant. 

Suppofons  un  parallélogramme  qui  ait  pour  bafe  if 
toifes ,  j  pieds ,  8  pouces ,  &  pour  hauteur  8  toifes  4 
pieds.  Je  réduis  d'abord  la  bafe  &  la  hauteur  en  pou- 
ces ;  les  deux  nombres  réduits  font  1 148  &  624.  Je  les 
multiplia  enfuite  l'un  par  l'autre ,  &  je  trouve  le  produit 
7 163 y 2  qui  exprime  des  pouces  quarrés.  On  peut  les 
réduire  en  toifes  quarrées  en  divifant  le  produit  par 
5*184,  qui  marque  combien  il  y  a  de  pouces  quarrés 
dans  la  toife ,  parce  que  c'eft  le  quarré  de  72  ,  &  que 
d'ailleurs  il  y  a  72 pouces  dans  la  toife  courante ,  ccft- 
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à-dire ,  dans  la  toife  en  longeur  :  on  trouvera  pour  quo- 
tient 138  coifes  quarrées ,  &  le  refte  960  que  je  réduis 
en  pieds  quarrés  en  le  divifant  par  le  quarré  de  1 2  .  fça- 
voir  144 ,  qui  marque  combien  il  y  a  dç  pouces  quarrés 
dans  le  pied  quarré  :  le  quotient  eft  6  ,&  il  refte  p6.  Ainfi 
la  fur  face  du  parallélogramme  eft  138  coifes  quarrées  » 
plus  6  pieds  quarrés ,  plus*  96  pouces  quarrés.  11  y  a 
plufieurs  moyens  d'abréger  cette  méthode,  générale  ; 
mais  notre  deflein  n'eft  pas  d'entrer  dans  ce  détail. 

Pour  ce  qui  eft  du  triangle  on  multiplie  la  baie  par  la 
moitié  de  la  hauteur ,  ou  la  moitié  de  la  bafe  par  la  hau- 
teur entière ,  en  obfervant  la  même  règle  générale. 

DE    LA  QUADRATURE  DU  CERCLE. 

C'eft  ici  où  nous  devons  parler  du  fameux  problême 
de  la  quadrature  du  cercle  ,  que  l'on  n'a  .encore  pu  ré-    . 
foudre ,  jufqu*ï  préfent.  Ce  problème  confifte  à  trouver 
une  méthode  géométrique* de  faire  un  quarré  égal  en 
furface  à  un  cercle  donné.         . 

iyo.  Nous  avons  démontré  qu'un  cercle  eft  égal  en 
furface  à  un  triangle  qui  a  pour  hauteur  le  rayon,  Se 
pour  bafe  une  ligne  droite  égale  à  la  circonférence.  Oc 
ce  triangle  par  le  problême  précédent ,  eft  égal  au  quar- 
ré dç  la  moyenne  proportionnelle  entre  la  hauteur  &  la 
moitié  de  la  bafe  au  triangle.  >  par  conféquent  ce  quarré 
qui  a  pour  côté  une  moyenne  ptoportionnelle  entre  le 
rayon  &  la  demi-circonférence,  eft  égal  au  cereje,,  ainfi 
pour  avoir  ua  quarré  égal  aa  cercle  donné  ,  il  feût  trou- 
ver une  moyenne  proportionnelle  entre  le  r^yon  &  la 
demi-circonférence  du  cercle. 

if  1.  Nous  avons  donné  (Liv.I.art.  172)  la  méthode 
de  trouver  une  moyenne  proportionnelle  entre  deux 
lignes  droites  ;  c'eft  pourquoi  fi  on  pouvoit  trouver 
géométriquement  une  ligne  droite  égale  à  la  demi-cii> 
conférence  ,  il  feroit  aifé  d'avoir  une  moyenne  propor- 
tionnelle entre  le  rayon  &  la  demi* circonférence  :  ce 

Kii) 
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ui  donnèrent  la  folurion  du  problême  de  la  quadrature 
u  cercle»  parce  que  le  quarré  de  cette  moyenne  propor- 
tionnelle entre  le  rayon  &  la  demi  circonférence ,  ferait 
égal  au  cercle  ,  comme  nous  venons  de  le  démon- 
trer. On  voit  donc  que  pour  réfoudre  ce  problême» 
il  ne  s'agit  que  de  trouver  une  méthode  géométrique  » 
de  tirer  une  ligne  droite  égale  à  la  moitié  de  la  cir- 
conférence, 

X  Ç2.  Archimede  a  cherché  à  exprimer  en  nombres 
le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  ,  mais  il  n'a 
pu  trouver  exactement  ce  rapport  ;  il  a  cependant  dé- 
montré comme  nous  l'avons  dit  (101) ,  que  ce  rap- 
port étoit  un  peu  moindre  que  celui  de  22  à  7  %  &  plus 
grand  que  celui  de  2 1  £7  à  7. Or  {i  on  connoiflbit  exaâe- 
ment  par  des  nombres  le  rapport  de  la  circonférence  au 
diamètre  »  on  pourrait  trouver  une  ligne  droite  égale  à 
la  circonférence ,  parce  que  le  diamètre  eft  une  ligne 
droite  à  laquelle  la  circonférence  aurait  un  rapport  con- 
nu; par  exemple,  fi  le  rapport  de  la  circonférence  au' 
diamètre  étoit  précifément  égal  ï  celui  de  22  à  7 ,  pour 
lors  afin  de  trouver  la  circonférence  d'un  cercle  dont  on 
auroit  le  diamètre ,  il  faudrait  tirer  une  ligne  droite  io» 
définie ,  &  prendre  fur  cette  ligne  trois  parties  qui  (oient 
chacunes  égales  au  diamètre  ;  la  fomme  de  ces  trois  par- 
ties feroit  égale  à  ai  »  parce  que  chaque  diamètre  eft 
de  7  :  enfuite  il  n'y  auroit  plus  qu'à  divifer  le  diamètre 
en  fept  parties  égales ,  &  ajouter  une  de  ces  parties  aux 
ai  ,  &  on  auroit  une  ligné  droite  égale  à  la  circonfé- 
rence cherchée  ;  &  par  conféquent  le  problême  de  la 
quadrature  du  cercle  feroit  réfoJu. 

ij2.  B.  Mais  quoique  ce  rapport  ne  puîfle  peut-être 
pas  s'exprimer  en  nombres ,  ou  ce  qui  eft  la  même  chofe, 
quoique  la  circonférence  &  le  diamètre  du  cercle  foienr 
peut  être  incommenfurables ,  il  ne  s'enfuit  pas  que  l'on 
ne  puifle  avoir  une  manière  géométrique  de  trouver 
una  llçne  droite  égale  à  h  circonférence  d'un  cercle 
dont  on  a  le  diamètre  ;  car  ,   par  exemple  «  lorfque  1* 
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côté  d'un  quarré  cft  donné,  il  eft  facile  de  trouver  la 
diagonale  :  il  n'y  a  qu'à  conftmire  le  quarré ,  &  tirer 
enfuite  une  ligne  droite  d'un  angle  à  un  autre  angle  op- 
pofé  :  cependant  cette  ligne  eft  incommefurable  avec  le 
côté  ,  ctmme  nous  le  démontrerons,  à  la  fia  de  ce  fécond 
Livre. 

Il  y  a  tant  de  Géomètres  auflï  recommandables  par  la 
fupériorité  de  leur  génie,  que  par  une  profonde  connoif- 
fance  des  Mathématiques ,  qui  ont  cherché  inutilement 
la  quadrature  du  cercle,  que  c'eft  une  témérité  infup- 
portable  à  des  commençans  d'efpérer  de  la  trouver.  Ce- 
pendant on  en  voit  tous  les  jours  qui  fçachant  à  peine  les 
élémens  de  Géométrie  »  s'occupent  férieufement  à  la 
découverte  de  ce  Problème ,  qui  d'ailleurs  ne  ferviroit 
de  rien  dans  la  pratique  pour  trouver  la  circonférence 
&  la  furface  d'un  cercle  >  où  la  folidité  d'un  globe  dont 
on  connoît  le  diamètre  »  puifque  le  rapport  de  I 1 3  à  3  tf 
découvert  par  Métius  >  approche  tellement  du  véritable 
rapport  du  diamètre  à  la  circonférence ,  qu'il  feroit  im* 
poiïible  de  s'aflurer  dans  la  pratique  de  s'en,  être  autant 
approché ,  ouand  bien  même  on  auroit  en  nombre  le  rap- 
port exaft  du  diamètre  à  la  circonférence  :  en  effet ,  ce 
rapport  de  113  à  35*5-  ne  fait  pas  tomber  dans  l'erreur 
d'une  ligne  entière ,  c'eft- à-dire  de  la  douzième  partie 
d'un  pouce  fur  une  circonférence  dont  le  diamètre  feroit 
d'une  lieue  &  demie,  quoique  l'erreur  (bit  d'autant  plus 
grande  que  le  diamètre  eft  long. 

Le  rapport  approché  de  ta  circonférence  au  diamètre 
trouvé  par Archimede,  fçayoir» celui  de^zày*  ou  le 
rapport  de  Métius,  quï  eft  de  3  y;*  à  113  »  fuffit  pour 
connoîtreà  peu  près  la  furface  d'un  cercle  dont  on  con- 
noît le  rayon  ou  te  diamètre  :  c'eft  ce  que  nous  allons 
expliquer  dans  le  Problême:  fuivanu 

1 J3.  Trouver  à  peu  près  lafurfaç*  d'un  cercle  dont 
ionnoit  le  diametre. 
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Soit  un  cercle  dont  le  diamètre  ait  800  pieds.  Pour 
en  avoir  la  furface  ,  cherchez  d'abord  la  circonférence 
(  lii)  que  vous  trouverez  de  2514  pieds  \  en  fuppo- 
fant  le  rapport  du  diamètre  à  la  circonférence  de  7  à 
22  :  multipliez  enfuite  la  moitié  de  la  circonférence  par 
le  ravon  ;  c'eft- à-dire,  125*7  4-  par  400  ;  le  produit 
50285*7  pieds  quanés  plus  ;  d'un  pied  quarré»  eft  à 
peu  près  la  furface  du  cercle  dont  le  diamètre  eft  de 
800  pieds. 

Si  on  fuppofe  le  rapport  du  diamètre  à  la  circonfé- 
rence égal  à  celui  de  1 1 3  à  ?  yj  ,  on  trouvera  la  circonfé- 
rence de  25*13  ,77  pieds  dont  la  moitié  eft  i2SÎr+m£i 
(  on  a  pris  la  moitié  de  la  fra&ion  ~  en  doublant  fon 
dénominateur).  Or-L=£|  ;  donc  1h-&»^#.^  2  & 
ces  deux  dernières  fra&ions  étant  ajoutées  enfemble. 
donnent  Jg,  ou ^.  Ainfi  la  moitié  de  la  circonférence 
eft  iz$6  77j ,  qui  étant  multipliée  par  400 ,  le  produit 
fera  5*02^5*4  ?T7 ,  pieds  quarrés.  Ce  nombre  approche 
beaucoup  plus  de  la  véritable  furface  cherchée ,  que  le 
"premier  produit  JO28  j*7-ï-;  mais  ils  font  l'un  &  l'autre 
plus  grands  que  cette  furface ,  parce  que  le  rapport  de 
22  à  7  &  celui  de  35*5*  à  1x3  font  chacun  plus  grands 
que  celui  de  la  circonférence  au  diamètre. 

1 5*4.  Remarquez  qu'en  fe  fervant  du  rapport  de  7  i 
22 ,  on  auroit  pu  retrancher  une  unité  de  la  circonfé- 
rence trouvée,  qui  eft  25-14-^(114),  parce  que  cette 
circonférence  furpafle  2486  :  &  pour  lors  la  moitié  de 
la  circonférence  auroit  été  feulement  i2j*tf4-*--f>  ou 
bien  12.56^.  Os  en  multipliant  ce  dernier  nombre  par 
40a  *  le  produit  eft  CO26 5-7,7 ,  qui  eft  encore  un  peu  plus 
grand  que  celui  qu  on  a  trouvé  en  fe  fervant  du  rappoit 
de  1 1 3  à  35*5-  \  $c  par  conféquent  ce  produit  5*02657^ 
diffère  plus  de  la  véritable  furface  cherchée  que  celui 
qu'on  a  trouvé  par  le  rapport  de  113  à  35*1*  2  mais  il 
en  approche  beaucoup  plus  que  le  premier  produit 
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iy;*.  Nous  avons  fait  voir  que  les  furfaces  planes 
font  égales  au  produit  de  certaines  lignes  multipliées 
Tune  par  l'autre  ;  c'eft  pour  cela  que  ces  lignes  font  ap- 
pelées produifans.  Dans  un  parallélogramme  les  deux 
produifans  font  la  hauteur  de  la  bafe.  Or  c'eft  par  ces 
produifans  qu'on  connoît  le  rapport  des  furfaces  ,  comme 
on  le  verra  dans  les  Théorèmes  fuivans. 

En  parlant  du  rapport  des  furfaces ,  on  emploie  fou- 
vent  les  raifons  compofées  &  doublées  ;  c'eft  pourquoi 
il  eft  à  propos  de  répéter  quelque  chofe  de  ce  que  nous 
avons  dit  fur  ces  fortes  de  raifons,  en  fuppofant  les  dé- 
monftrations  que  nous  avons  données  fur  cette  matière 
dans  le  traité  des  Proportions. 

I  $6.  Une  raifon  compofée  eft  le  produit  de  deux  ou 
de  plufîeurs  raifons.  Or  pour  avoir  le  produit  de  plu- 
fieurs  raifons ,  il  faut  multiplier  les  antécédens  l'un  par 
l'autre ,  &  les  conféquens  de  même  :  par  exemple ,  pour 
avoir  le  produit  de  deux  raifons  {  &  ~f  on  multiplie 
les  deux  ahtécédens  3  &  12,  &  les  deux  conféquens  z 
&  4  ;  la  raifon  des  produits  3  6  &  8  eft  compofée  dç  celle* 
de  3  à  2 ,  &  de  1 2  à  4.  Pareillement  une  raifon  compo- 
fée des  rapports  de  A  à  B  &  de  C  à  D ,  eft  celle  de 
ACàBD. 

1  $j.  Lorfqu'U  n'y  a  que  deux  raifons  compofantes  ou 
(impies,  qu'elles  font  égales,  la  raifon  compofée  eft  ap- 
pel lée  doublée  :  par  exemple,  fi  on  a  les  raifons  égales 
de  la  proportion  6.  2  :  *  12.  4  ;  en  multipliant  les  anté- 
cédens ,  l'un  par  l'autre  &  les  conféquens  de  même,  on 
aura  la  raifon  de  72  à  8  •  qui  eft  doublée  de  celles  de  6 
à  2 ,  &  de  1 2  à  4.  Pareillement  fi  les  raifons  de  A  à  B 
&  dé  Ç  à  D  font  égales ,  la  raifon  compofée ,  qui  eft  celle 
de.  AC  à  BD ,  fera  doublée.  ♦ 

1 5*8.  Au  lieu  de  prendre  des  raifons  compofanteij 
égales  exprimées  par  différens  termes  >  pour  avoir  une 
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raifon  doublée ,  on  peut  fe  fervir  de  la  même  raifon  r& 
pétée  deux  fois  ;  ainfi  à  la  place  de  deux  raifons  de  6  , 
a2&dei2a4»  que  l'on  a  prifes  pour  avoir  la  raifon 
doublée  72  à  8 ,  on  pouvoit  prendre  les  deux  raifons  de 
6  à  a  &  de  6  à  A  ,  qui  ne  font  que  la  même  raifon  répétée 
deux  fois.  Or  laraifon  de  3  6  à  4 ,  qui  *ft  doublée  de  ces 
deux  raifons ,  cft  égale  a  celle  de  72  à  8 ,  puifque  les 
raifons  dont  la  première  eft  le  produit»  font  égales  à 
celles  dont  l'autre  eft  le  produit. 

I  yj.  Il  fuit  de4àque  la  raifon  qui  eft  entre  les  quarrés 
eft  double  de  celle  qui  eft  entre  les  racines  :  par  exemple» 
la  raifon  de  36  à  4  cft  doublée  de  celle  des  racines  6  & 
a  :  de  même  la  raifon  de  AA  à  BB  eft  doublée  de  celle 
des  racines  A  &  B.  Tout  cela  pofé ,  il  faut  encore  avant 
les  Théorèmes  fuivans  établir  la  vérité  d'un  Lemme  qui 
nous  fervira  dans  la  fuite» 

LEMME» 

ïtfo.  Lorfque  deux  polygones  réguliers  font  femblables  » 
les  produifans  it  Vun  font  proportionnels  aux  produifans  i% 
Vautre. 

D  *  M  OKSTRÀTION. 

1À  furface  d'un  polygone  régulier  eft  égale  au  produit 
8u  rayon  droit  par  la  moitié  du  périmètre  (  14^  )  ;  par 
conféquent  les  produifans  d'un  potygone  régulier  font 
le  rayon  droit  &  la  moitié  du  périmètre.  Or  dans  deux 
polygones  réguliers  femblables  »  les  rayons  droits  font 
propporionnels  aux  périmètres  (86);  ainfi  les  rayons 
droits  (ont  auflî  proportionnels  aux  moitiés  des  périmè- 
tres y  ou  alttrn&nAo ,  le  rayon  droit  &  la  moitié  au  péri- 
mètre d'un  des  polygones  femblables  font  proportionnels 
au  rayon  droit  &  à  la  moitié  du  périmètre  de  l'autre  ;  c'eft* 
i-dire  »  que  les  produifans  du  premier  polygone  font  pro- 
portionnels à  ceux  du  fécond* 

*6i»  Ce  Lemme  peut  aufli  s'appliquer  aux  polygp* 
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nés  irréguliers  femblables  ;  car  quoique  dans  les  poly- 
gones irréguliers  femblablcs  %  tels  que  font  les^  deux 
pentagones  ABDEF  &  abdef ,  on  ne  puifle  pas  tirer  du 
même  point  des  rayons  droits  égaux  fur  le  milieu  de 
chaque  côté ,  comme  dans  les  figures  régulières  :  ce- 
pendant on  peut  toujouis  élever  du  milieu  des  deux  cô- 
tés homologues  ,  comme  AB  &  a b ,  des  perpendicu- 
laires CG  &  cg ,  qui  foient  proportionnelles  à  ces  cô- 
tés. Or  ces  perpendiculaires,  que  nous  appellerons  rayons 
droits  ,  feront  auffi  proportionnelles  aux  périmètres  • 
parce  que  les  périmètres  font  entt'eux  comme  les  côtés 
homologues  AB  &  ab.  Cela  pofé ,  puifque  les  pentago- 
nes font  entièrement  femblables,  &  qu'ils  ne  différent 
que  parce  que  l'un  eft  plus  grand  que  l'autre ,  il  eft  évi- 
dent que  û  la  furface  du  premier  eft  égale  au  produit 
du  rayon  droit  CG  par  la  moitié  du -périmètre  ,  la  fur* 
face  ou  fécond  fera  auffi  égale  au  produit  du  rayon  cg 
par  la  moitié  de  fon  périmètre  ;  &  en  général  >  quoi- 
que l'on  ne  fçache  pas  par  quelle  partie  du  périmè- 
tre il  faut  multiplier  le  rayon  droit  d'un  des  pentago* 
nés ,  afin  d'avoir  fa  furface  ;  cependant  il  eft  clair  que 
la  partie  du  périmètre»  par  laquelle  il  faut  multiplier  le 
rayon  d'une  de  ces  figures  pour  avoir  la  fuperficie,  eft 
femblable  à  la  partie  du  périmètre  par  laquelle)  il  faut 
multiplier  le  rayon  de  l'autre  figure  pour  avoir  la  fuper- 
ficie*  Or  dans  ces  figures  femblables ,  les  rayons  droit! 
CG  &  cg  font  proportionnels  aux  périmètres  :  donc  ils 
font  auffi  proportionnels  aux  parties  femblables  de  ces 
périmètres ,  ou  alttrnanio  ,  le  rayon  droit  &  la  partie  du 
périmètre  d'une  figure  font  çroportionnels  au  rayon 
droit  &  à  la  partie  femblable  du  périmètre  de  l'autre  fi- 
gure  ;  par  conféquent  les  produifans  de  l'une  font  pro- 
portionnels aux  prodaifans  de  l'autret 

ida.  On  peut  voir  par  la  déponftration  de  ce  Lcfli- 
sne  que  dans  deux  figures  ou  polygones  femblables 
quelconques  ,  les  produifans  correlpondans  font  pro- 
portionnels aux  côtés  homologues  ;  pac  exemple ,  (Uns 
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l~fe.62.les  deux  pentagones,  femblables  dont  on  vient  de  parler» 
les  rayons  droits  CG  &  cg  ,  qui  font  des  produifans 
corrclpondans ,  font  proportionels  aux  côtés  homolo 
gués  ÀB  &  ab.  On  peut  même  dire  en  général  que  les 
produifans  correfpondans  des  deux  polygones  femblables 
font  proportionnels  aux  lignes  femblablement  tirées 
dans  ces  polygones ,  parce  que  ces  lignes  font  entr'elles 
comme  les  côtés  homologues  (67). 

Théorème    I. 

163.  Veux  parallelogrames  font  entSeux  comme  le 
produit  des  produifans  de  Vun  ejl  au  produit  des  produifans 
de  Vautre. 

DÉMOKSTRATieK. 

Soient  les  deux  parallélogrammes  de  la  figure  63  :  les 
produifans  de  l'un  font  A  &  B  ;  &  les  produifans  de  l'au- 
tre font  a  &  b.  Or  le  premier  parallélogramme  eft  le  pro- 
duit de  A  parB ,  &  le  fécond  parallélogramme  eft  le  pro- 
duit de  a  par  b  ;  donc  le  premier  parallélogramme  eft  au 
fécond  comme  le  produit  des  produifans  de  l'un  eft  au 
produit  des  produifans  de  l'autre»  Ce  qu'il  falloit  démon- 
trer. 

Corollaire     I. 

1 64.  Si  les  hauteurs  Aie  a  font  égales ,  les  parallélo- 
grammes font  entr'eux  comme  les  bafes  B  &  b  :  car  lorf- 
quedeux  grandeurs  font  multipliées  par  une  troifieme , 
les  produits  font  comme  les  grandeurs  avant'  leur  multn 
plication.  Or  dans  ce  Corollaire  il  s'agit  dé  deux  gran- 
deurs ;  fçavoir  >  les  deux  bafes  qui  fent  multipliées  par 
une, troifieme  »  qui  eft  la  hauteur  que  l'on  fuppofè  éga- 
le* dans  les  deux  parallélogrammes  ,  par  conséquent  les 
deux  produits  ,c'eft-à-dire ,  les  deux  parallélogrammes 
font  comme  les  bafes* 

Corollaire    III» 

1 6 j.  Si  les  bafes  font  égales  ,  les  parallélogrammes  font 
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comme  les  hauteurs  A  &  a  :  par  exemple,  fi  la  hauteur  -.  ^ 
de  l'un  eft  double  ou  triple  de  la  hauteur  de  l'autre  ,  le 
premier  parallélogramme  eft  le  double  ou  le  triple  du 
fécond.  Ce  Corollaire  Te  démontre  comme  le  premier. 

Corollaire    III. 

%66.  Si  les  deux  produifans  d'un  parallelog.  (ont  ré- 
ciproques aux  deux  produifans  d'un  autre  parallelog, 
enfortfc  qu'on  ait  la  proportion  A.a::b.B>  le  premier 
parallelog.  eft  égal  au  fécond.  La  raifon  en  eft  que  dans 
toute  proportion  le  produit  des  extrêmes  eft  égal  au  pro- 

ns.  Réciproquement  fi  les  deux  p; 
s  produifans  de  l'un  font  réciproqi 
lorfque  deux  produits  font  égaux . 
racines  ou  produifans  de  l'un  font  réciproques  à  celles  de 
l'autre. 

Corollaire     IV. 

167.  Si  le  côté  a  ou  b  d'un  quarré  eft  moyen  propor-  Fig.64; 
tionnel  entre  les  produifans  A  &  B  d'un  parallelog»  le 
quarré  eft  égal  au  parallelog.  C'eft  une  fuite  du  troisième 
Corollaire,  parce  que  dans  ce  cas  les  produifans  du  pa- 
rallelog. font  réciproques  à  ceux  du  quarré.  Réciproque- 
ment ii  le  quarré  eft  égal  au  parallelog.  le  côté  du  quarré 
eft  moyen  proportionnel  entre  les  produifans  du  parallé- 
logramme. 

Théorème     II. 

16$  La  raifon  qui  eft  entre  deux  parallélogrammes ,  Fk.ta. 
comme  ceux  de  la  Figure  63  ,  eft  compofée  des  raiforts  des 
produifans  correfpondans;  c  eft- à-dire  *  des  raifons  de  la, 
hauteur  à  la  hauteur  &  de  la  bafe  à  la  bafe. 

Démonstration. 
four  avoir  une  raifon  compose  de  deux  autres  »  il 
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Fiç.35.  faut  multiplier  les  deux  antécédens  Puu  par  l'autre  »  & 
les  deux  conféquens  de  même  (1  j6).  Or  le  premier  pa- 
rallelog. eft  le  produit  des  deux  antécédens  À  &  B  qui 
font  la  hauteur  flt  la  bafe  de  ce  premier  parallelog.  & 
le  fécond  parallelog.  eft  le  produit  des  deux  conféquens  a 
&  t  qui  font  la  hauteur  &  U  bafe  de  ce  fécond  paralle- 
log. :  donc  la  raifon  qui  eft  entre  les  deux  parallelog.  eft 
compofée  des  raifons  de  la  hauteur  à  la  hautejy ,  &  de 
la  bafe  à  la  bafe. 

On  peut  énoncer  ce  Théorème  de  cette  autre  manie* 
-   re  :  Deux  parallélogrammes  font  en  raifon  compofée  des 
hauteurs  &  des  bafes. 

Corollaire    L 

169.  Si  les  hauteurs  A  &  a  des  deux  parallelog»  font 
proportionnelles  aux  bafes  B  &  b  ,  enforte  qu'on  ait  la 
proportion  A.  a  :  :  B.  b ,  les  deux  parallelog,  font  en 
raifon  doublée  des  hauteurs  &  des  bafes. 

Démonstration. 

L'on  a  fait  voir  dans  le  Théorème  que  les  deux  paral- 
lelog. font  en  raifon  compofée  des  hauteurs  &  des  ba- 
fes. Or  on  fuppofe  dans  ce  corollaire  que  la  raifon  des 
„  hauteurs  eft  égale  à  celle  des  bafes  ;  par  corfféquent  la 
raifon  compofée  de  ces  deux  raifons  eft  doublée  :  ainfi 
deux  parallalog.  dont  les  hanteurs  font  proportionnelles 
aux  bafes t  font  en  raifon  doublée  de  ces  hauteurs  &  de 
ces  bafes. 

170*  Remarquez  qu'au  lieu  de  dire  que  les  paralle- 
log. dont  il  s'agit  dans  ce  Corollaire  »  font  en  raifon 
doublée  des  hauteurs  &  des  bafes ,  on  pourroit  dire 
que  ces  parallelog.  font  en  raifon  doublée  aes  hauteurs» 
ou  bien  en  raifon  doublée  des  bafes:  car  le  rapport  des 
hauteurs  étant  égal  à  celui  des  bafes ,  la  raifon  dpublée 
(le  ces  deux  jappons  eft  la  mégie  çhofe  (i£#)  que  la  rai» 
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fon  doublée  des  hauteurs ,  ou  que  celle  des  bàfes.  Cela  Fig.f  5i 
paraîtra  encore  par  le  Corollaire  fuivanu 

Corollaire    IL 

171.  Si  on  fuppofe,  comme  dans  le  Corollaire  pré-» 
cèdent ,  que  les  hauteurs  des  deux  parallelog.  font  pro* 
portionnelles  à  leurs  bafes ,  les  deux  parallelog,  font 
entr'eux  comme  les  quarrés  des  produifans  homologues  , 
c'eft-à-  dire  comme  AA  eft  à  aa ,  ou  comme  BB  eft  à  bb% 

Démonstration* 

•  Par  le  premier  Corollaire  la  raifon  des  deux  parallelog; 
eft  doublée  de  la  raifon  des  hauteurs  A  Se  a,  &  de  celle 
des  bafes  B  &  b  :  mais  d'ailleurs  la  raifon  des  quarrés 
ÀA  &  **  eft  doublée[des  raifons  £  &  ~  (  1  jp).  Donc  les 
deux  raifons  -£-  &  -fêtant  égales  aux  deux  autres  4-  &  -~»  il 
s'enfuit  que  la  raifon  des  parallelog.  [qui  eft  doublée 
des  deux  premiers ,  eft  égale  à  celle  des  quarrés  qui  eft 
doublée  oes  deux  derniers. 

On  peut  tourner  la  démonftration  en  cette  manière  l 
La  raifon  des  parallelog.  eft  doublée  de  celle  des  hau- 
teurs. Or  la  raifon  des  quarrés  des  hauteurs  eft  aulli 
doublée  de  celle  des  hauteurs ,  parce  que  les  quarrés  (ont 
en  raifon  doublée  des  racines.  Donc  la  raifon  des  paralr 
lelog.  dont  il  s'agit ,  &  celle  des  quarrés  des  hauteurs 
étant  chacune  doublée  de  la  même  raifon ,  font  égales 
entr'elles  *  c'eft-à-  dire  ,  que  ces  parallelog.  font  entrait* 
comme  les  quarrés  des  hauteurs. 

172.  Les  triangles  étant  moitiés  des  parallelog.  de 
même  bafe  &  de  même  hauteur ,  ils  font  entr'eux  comme 
les  parallelog.  Ainfi  les  triangles  qui  ont  même  hauteur 
font  entr'eux  comme  les  bafes  ;  &  ceux  qui  ont  même 
bafe  font  comme  leurs  hauteurs.  De  même  quand  la  hau* 
teur  &  la  bafe  d'un  triangle  font  réciproques  à  celles  de 
l'autre ,  les  triangles  font  égaux ,  &  (i  les  deux  triangles 
fent  égaux  ,  la  hauteur  &  la  bafe  de  l'uo  (ont  réciproque* 
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Fig.65.  à  celles  de  Fautre.  En  un  mot ,  tout  ce  que  nous  Ve- 
nons de  dire  dans  les  deux  Théorèmes  précédens  &  leun 
Corollaires ,  convient  aux  triangles. 

173.  Il  faut  néanmoins  remarquer  par  rapport  au  qua- 
trième Corollaire  du  premier  Théorème,  qu'afin  d'avoir 
un  quarré  égal  au  triangle ,  le  côté  du  quarré  doit  être 
moyen  proportionnel  entre  la  bafe  du  triangle  &  la  moi- 
tié de  la  hauteur,  &non  pas  la  hauteur  entière ,  parce  que 
le  triangle  n'eft  pas  égal  au  produit  de  fa  bafe  par  fa  hau- 
teur ;  mais  feulement  au  produit  de  fa  bafe  par  la  moitié 
de  fa  hauteur. 

174.  Si  les  côtés  d'un  parallelog.  qu'on  compare  , 
font  autant  inclinés  fur  leur  bafe,  que  les  côtés  de  l'au- 
tre font  inclinés  fur  la  leur ,  ou  ce  qui  revient  au  même , 

.  fi  les  deux  parallelog.  font  équiangles ,  on  pourra  mettre 
les  côtés  au  lieu  des  hauteurs  dans  les  deux  Théorèmes 
ptécédens  &  leurs  Corollaires;  &  ces  proportions  feront 
également  vraies ,  parce  qu'alors  les  côtés  font  enu'eux 
comme  les  hauteurs,  qui  font  des  perpendiculaires  :  par 
exemple ,  fi  les  côtés  CD  &  ci  des  parallélogrammes 
font  également  inclinés  fur  leur  bafe  ,  ils  font  comme  les 
hauteurs  A  &  a ,  &  par  conféquent  en  mettant  les  côtés  à 
la  place  des  hauteurs ,  le  même  rapport  fubfïftera  tou- 
jours :  on  pourra  donc  dire  que  les  parallelog.  équian- 
gles» ou  dont  les  côtés  font  également  incliné?  fonten- 
tr'eux  comme  le  produit  de  la  bafe  de  l'un  par  fon  côté  , 
eft  au  produit  de  la  bafe  de  l'autre  par  fon  côté  ;  &  qu'ite 
font  aufli  en  raifon  compofée  des  côtés  &  des  bafes.  En- 
un  mot ,  les  deux  Théorèmes  &  leurs  Corollaires  dé- 
montrés ci  defliis ,  conviennent  à  ces  parallelog.  en  met- 
tant les  côtés  à  la  place  des  hauteurs. 

175*.  Il  faut  remarquer  par  rapport  au  quatrième  Co- 
rollaire du  premier  Théorème ,  qu'un  parallelog.  n'eft 
pas  égal  à  un  quarré  dont  le  côté^eft  moyen  propor- 
tionnel entre  le  côté  &  la  baie  du  parallelog.  Mais  au 
lieu  du  quarré  ,  il  faut  fuppofer  un  rhombe  dont  les  cô- 
tés fgiont  autant  inclinés  que  ceux  du  parallelog.  &  pour 

Ion 


DO  RAPPORT  SIS  SURFACES,  l6t 

lors  ces  deux  figures  feront  égales  »  pourvu  que  le  côté 
du  rhombe  (bit  moyen  proportionnel  entre  le  côté  Se 
la  bafe  du  parallélogramme. 

176.  Lorfque  deux  parallélogrammes  font  femblables» 
leurs  côtés  font  également  inclinés  &  font  proportion- 
nels aux  bafes.  On  peut  dofte  dire ,  conformément  aux 
deux  Corollaires  du  fécond  Théorème ,  que  les"  paral- 
lélogrammes femblables  font  entr'eux  en  raifon  doublée 
des  côtés  ou  des  bafes  »  &  qu'ils  font  auffi  comme  les 
quarrés  de  ces  côtés  ou  de  ces  bafes.     1 

177.  Pareillement  les  triangles  femblables  font  en* 
tr'eux  en  raifon  doublée  des  côtés  homologués  *  ou 
comme  les  quarrés  de  ces  côtés  :  par  ekemple ,  dans  1* 
figure  65  ,  le  premier  triangle  CDE  eft  au  fécond  ede , 
en  raifon  doublée  du  côçé  CD  au  côté  ci  ,  ou  comme 
les  quarrés  de  ces  côtés» 

ThéorIme    III. 

»  *  < 

178.  Deux  Polygones  femblables ,  fait  th  raifon  doit* 
blée  des  produifans  correfponians  >  ou  bien  tomme  ici 
quarrés  de  ces  produifans*  r  - 

DiMONETUÏION, 

Lorfqiie  deux  polygones  font  femblables  ,  les  deUtt 
produifans  de  l'un  font  proportionnels  aux.  protfuifaju 
de  l'autre,  (160  Se  161)  ;  en  forte  que  fi  oh  abpeUe  les 
deux  produi  ans  du  premier  A  &  B  »  &  les  peux  prp-* 
duifârrs  du  fecènd  a  &  b  >  on  aura  la  prpportion  A.  ait 
B .  b  :  par  conséquent  >  félon  ce  que  nous  avons  dit 
<itfp&  171)  furies  pârallelogtamakes.»  ces  polygones 
femblables  fortt  en  raifon  doublée  des  produifans  corref- 
pondam  A  &  a  ou  fi  Scb  >  ou  biea  comme  les  quarrés 
<ie  ces  produifanr* 

Ce  Théorème  convient  également  aux  figures  régu- 
lières Se iixégulieres  femblables»  parce  que  leSprpdui- 
IL   Partie.  L 
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Jâns  de  deux  figures  irrégulieres  femblables  font  propor- 
tionnels ,  de  même  que  les  produifaos  de  deux  figures 
régulières  femblables. 

Corollaire    I. 

179.  Puifque  les  produiGins  correfpondans  des  deux 
figures  ou  polygones  femblables  font  proportionnels 
aux^cotés  homologues  (162)  9  &  généralement  aux  li- 
gnes femblablement  tirées  dans  ces  deux  figures ,  par 
exemple ,  aux  rayons  droits  ,  aux  rayons  obliques  ,  &c. 
Il  s'enfuit  que  les  figures  femblables  (ont  en  raifon  dou- 
blée des  côtés  homologues  ou  des  rayons  (bit  droits, 
foit  obliques  ,  .ou  bien  que  ces  figures  font  entr'elle* 
comme  les  quarrés  de  ces  lignes.» 

COROLLAIRE      II. 

1 80.  Deux  cercles  font  en  raifon  doublée  des  rayons, 
ou  comme  les  quarrés  des  rayons.  C'eft  une  fuite  évi- 
dente du  Corollaire  précédent ,  puifque  les  cercles  font 
des  polygones  réguliers  femblables. 

181.  Les  rayons  étant  entr'eux  comme  les  diamètres» 
comme  les  cordes  d'arcs  femblables»  commes  les  circon- 
férences, comme  les  arcs  femblables  (9  8)  &c. ,  on  peut 
dire  que  les  cercles  font  en  raifon  doublée  des  diamè- 
tres, des  cordes  d'arcsXemblables,  des  circonférences» 
des  arcs  femblables ,  &c;  ou  bien  comme  les  quarrés  de 
ces  lignes.  \     v 

182.  Remarquez  donc  que  les  oirconférertees  des  cer- 
cles font  entr'elles  comme  les  rayons  >  au  lieu  que  les 
fuperficies  des  cercles  font  en  raifon  doublée  des  rayons > 
ou  comme  les  quarrés  des  rayons  ;  en  forte  que  fi  le 
rayon  d'un  cercle  eft  d'un  pied  ,  &  le  rayon  d'un  autre 
cercle  eft  de  ?  pieds ,  les  circonférences  (ont  entr'elles 
comme  1  &  3  :  mais  les  cercles ,  ou  ce  qui  eft  la  même 
chofe ,  leuis  furfeces  font  emr'eUes  comme  le  quarrtf  1 
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dd  1  eft  au- quarré  de  3  ,  c'eft-à-dire ,  comme  1  eft  à  9* 
De  même  fi  le  rayon  d'un  cercle  eft  de  2  pieds ,  &  ld 
rayon  d'un  autre  cercle  eft  de  $  pieds ,  les  circonférence* 
font  entrée  lies  comme  2  &*•  jï  mais  les  furfaces  font 
comme  <£  &  2$ >  qui  font  les  quarrés  de  2  &  de  j* 

ThêorômbIV.  bî  fondamental, 

183.  ©iflj  un  trianglereQ  angle ,  Ze  qûànti  de  Vhypo* 
tcnufe  eft  égal  aux  quartés  des  deux  autres  Ufiu 

Démonstration.  - 

Soit  le  triangle  reâahgte  BAC  dont  BC  eft  l'hy  pote-  Fi^tfjj 
Oafe.  Je  dis  que  le  <^uarré*de  BC ,  fçavoir  BF  eft  égal 
à  la  (bmme  des  quartés  AH  &  AL  qui  font  les  quarrés 
des  deutrautres  côtés.  Pour  le  démohtrer ,  du  point  A 
qui  eft  Je  fbmmet  deJ'angle  droit ,  je  tire  la  ligne  ADG 
perpendiculaire  fur  l'hypoteûufe  ;  elle  partagera  ld 
quarré  BF  en  deux  redangles  BG  &  DFl-  Il  faut  prou- 
ver que  BG  eft  égal  àJAH  qui  eft  le  quarré  de  AB ,  & 
que  DF  eft  égal  à  AL  qaarré  de  AC  ?  c'éft  ce  que  jô 
fais  en  cette  manière  x  on  a  démontré  (  6 2 )c{ue  le  côté 
AB  eft  moyen  proportionnât  rentre  la  bafe  BC  &  la  par* 
tie  BD*  Or  BE=BC ,  donc  BE .  AB  \  2  ABJBD  ;  donc 
le  produit  des  extrêmes  eft  egaï  au  produit  dès  fnoyens* 
Or  le  produit  des  extrêmes' eft  le  re&angle;  BG  *  &  le 
produit  des  moyens  eft  le  quarré  de  AB  ;  dohc  le  reétad* 
gle  BG  efttégal  au  quarto  dfe  AB.  On  a  aûflî  démontré 
(da)  quçj'aûrre côté  AC^eft-taoyen  proportionnel  en- 
tre la  bafe  BC  &  Pautrè  p^îëDC.  OrBC—GF;  donc 
CF.  AC:.:  ÀC.  DC  *  d*nc  le  reftangle  BF  qui  eft  ld 
prodiiitjcte^^xtrjêmesV  éftê%&%\i  quatre  de  AG  produit 
des  mojfetté.  Nous  avons* donc' le  rectangle  'BG  égal  au 
quarré  de  AB ,  &  le  reâangle  DF  égal  au  quarté  de  AC. 
Or  ces  deux  re&angles  font. les-  deux  parties  du  quarré 
B£  i  donc' le  quarré  BF  >-qui  eft  le  quarré  de  Phypote^ 

JL  Ij 
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nufe,  eft  égal  au  quarré  de  AB ,  plus  au  quatre  de  AC. 
Cette  déponftration  eft  fondée  fur  les  proportion*: 
nous  en  allons  donner  une  autre  qui  en  eft  indépendante  ♦ 
&  qui  peut  être  facilement  entendue  par  ceux  même  qui 
ne  fçavent  que  les  premiers  élémens  de  la  Gçometne, 

Autre  Démonstration» 

rig.65.  Pour  prouver  que  BF  eft  égal  à  la  fomme  de  AH  & 
de  AL,  foit  tirée  la  ligne  ADG  perpendiculaire  fur  Phy- 
potenufe  &  fur  JLF  ,  &  par  conséquent  parallèle  aux 
deux  côtés  BE  &  CF  du  quarré  BF.  Soient  auflî  tirées  les 
lignes  AE ,  AF ,  CH ,  BL ,  00  aura. quatre  triangles  dont 
les  deux  ABE ,  HBC  font  égaux.  Car  l'angle  CBE  eft 
droit  de  même  que  l'angle  A#H  ;  &  par  conféqnent  en 
ajoutant  de  pan  &  d'auti  e  l'angle  ABC ,  on  aura  l'angle 
total  ABE  *gal  à  l'angle  total  HBC  :  d'ailleurs  AB  du 
premier  triangle  eft  égal  au  côté  BH  du  fécond  ,  parce 
que  ce  font  des  côtés  du  même  quarré.  Par  la  même 
raifon  le  côté  BE,  du  premier  eft  égal  à  BC  du  fécond. 
Donc  les  d*ux  triangles  ABE  &  HBC  font  égaux  en  tout 
(29).  Of  )e  triangle  AB£pft  la  moitié  du  reâangleBG» . 
parce,  que  ces  deux  figurés  .^qc  1»  môme  bafe  BE,  Se 
font  entre  les  mêmes  parallèle?  BE  &  AG.  Pareillement 
le  triangle  HBC  eft  la  moitié  du  quarré  AH  >  à  caufe 
qu'ils  ono  la  même  bafe  BH ,  de  qu'ils  font  entre  les  mê- 
mes parallèles  BH  &  CI.  Par  çonféquent  les  deux  trian- 
gles ABE ,  HBC  étant  égaux  ,  le  reôangle  BG  eft  égal 
au  quarré  AH. 

On  prouvera  de  la  mêmç  manière  que  le  re&angle 
DF  eft  égal  au  quarré  AL ,  parree  que  les  triangles  ACF 
&  LCB  font  égaux ,  &  que  qes  triangles  font  moitiés  du 
reétangle  DF  &  du  quarré  AJU 

On  peut  voir  dans  nos  élémens  in  4«\  vesaJa  fin  art* 
4  du  fupplément  une  autre  démonft  ration  qui  eft  relative 
à  la  Fig.  68 ,  &  qui  ne  fappofe  que  les  preatiers  élé- 
mens de  la  Géométrie»   ! 

La  découverte  de.ee  Théorème ,  qui  eft  la  quarante* 
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feptiéme  propofition  du  premier  livre  d'Euclide  »  eft 
attribuée  à  Pythagore  que  l'on  dit  avoir  immolé  cent 
bœufs  à  Tes  Dieux  pour  les  en  remercier ,  à  caufe  du 
grand  ufage  qu'on  en  fait  dans  la  Géométrie. 

1 84.  On  s'en  fert  dans  la  Trigonométrie  pour  trou-  Fîf .65. 
ver  le  troifiéme  côté  d'un  triangle  reâangle  dont  on  con- 
noît  les  deux  autres  :  fuppofons ,  par  exemple ,  que  le 
côté  AB  eft  de  fix  pieds ,  &  le  côté  AC  de  8  pieds  ;  je 
dis  que  l'hypotenufe  BC  contient  néceflàirement  10 
pieds  :  car  dans  cette  hypothèfele  quarré  du  côté  AB  eft 
36 ,  &  celui  du  côté  AC  de  64.  Or  la  fomme  de  ces 
deux  quarrés  eft  égale  au  quarré  de  l'hypotenufe  BC. 
Ainfi  le  quarré  de  BC  fera  100.  Donc  BC  fera  la  racine 
quarrée  de  100  ,  c'eft-à  dire  que  BC  aura  10  pieds.  Si 
on  connoiflbit  l'hypotenufe ,  &  un  des  côtés  de  l'angle 
droit ,  on  pourrait  trouver  auflî  l'autre  côté.  Soit  l'hypo- 
tenufe BC  de  1  o  pieds  &le  côté  AB  de  6  :  il  faudra  ôter 
le  quarré  du  côté  AB  du  quarré  de  l'hypotenufe  BC,. 
&  le  refte  fera  le  quarré  du  côté  AC  ;  j'ôte  donc  3  6  de 
1 00 ,  Ôc  le  refte  64  eft  le  quarré  du  côté  AC  :  par  con- 
féquent  le  côté  AC  eft  de  8  pieds. 

Nous  avons  démontré  dans  ce  Théorème ,  que  lorf* 
qu'un  angle  d'un  triangle  eft  droit ,  le  quarré  de  la  bafe 
de  cet  angle  eft  égal  aux  deux  quarrés  de  fes  côtés»  La 
propofition  înverfe  'ou  réciproque  de  ce  Théorème  eft: 
encore  vraie ,  c'cft-à  dire ,  que  fi  dans  un  triangle  le 
quarré  de  la  bafe  d'un  angle  eft  égal  aux  deux  quarrés 
des  côtés ,  cet  angle  eft  droit.  C'eft  ce  que  nous  allons 
démontrer  dans  le  Corollaire  fuivant. 

Corollaire    I. 
1 8  JT.  Un  angle  comme  A  eft  droit ,  Jorfque  le  quarré 
de  fa  bafe  BC  eft  égal  aux  quarrés  des  côtés  AB  &  AC  $ 
&  par  çonféquent  le  triangle  eft  reâangle. 

D   B  M   O  N  S   T  R  A  T  1    ON. 

On  a  fait  voir  dans  le  Théorème  que  l'angle  A  étant 
fuppofé  droit  a  le  quarré  de  la  bafe  BC  eft  égal  aux  deux. 

L  iij 
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Pig .6 3.  quarrés  des  côtés.  Or  les  deux  côtés  AB  &  AC  demeu- 
rant de  même  longueur ,  on  conçoit  que  fi  l'angle  droit 
A  diminue  &- devient  aigu ,  la  bafe  BC  fera  plus  petite , 
&  par  conséquent  fon  quarré  ne  fera  plus  égal  aux 
deux  quarrés  des  côtés  ;  &  fi  au  contraire  l'angle  droit 
augmente  &  devient  obtus ,  pour  lors  la  bafe  BC  feia 
plus  grande  ;  ainfi  fon  quarré  fera  aùfli  plus  grand  que  les 
deux  quarrés  des  côtés.  Donc  le  quarré  de  la  bafe  d'un 
angle  ne  peut  être  égal  aux  deux  quarrés  des  côtés ,  fi 
«cet  angle  n'eft  droit. 

Corollaire      IL 

1 8(5.  Dana  tout  quarré ,  comme  AE  Fig.  69 ,  le  quar- 
ré de  la  diagonale  BC  eft  double  du  quarré  AE  :  car 
la  diagonale  BC  eft  l'hypotenufe  du  triangle  rectan- 
gle BAC  ,  par  conféquent  le  quarré  de  la  diagonale 
eft  égal  aux  quarrés  de  AB  &  de  AC.  Or  ces  deux  li- 
gnes AB  &  AC  font  égales ,  parce  que  ce  font  des  cô- 
tés d'un  quarré.  Ainfi  leurs  quarrés  font  égaux.  Donc  le 
quarré  de  la  diagonale  eft  double  de  chacun  de  ces 
quarrés,  par  exemple,  du  quarré  de  A  B.  Or  le  quarré 
de  AB  eft  celui  dont  l'hypotenufe  BC  eft  la  diagonale: 
par  conféquent  le  quarré  de  la  diagonale  BC  eft  double 
clu  quarré  AE, 

Corollaire     III. 

187.  Si  on  conftruit  fur  les  côtés  d'un  triangle  rec- 
tangle des  figures  femblables  ,  par  exemple ,  des  cer- 
cles qui  aient  chacun  pour  diamètre  ou  pour  rayon  un 
des  côtés  du  triangle ,  pour  lors  le  cercle  qui  aura  pour 
diamètre  ou  pour  rayon  l'hypotenufe  du  triaàgle  fera 
ég^l  aux  deux  autres  cercles  pris  enfemble  :  car  ces  cer- 
cles font  entr'çux ,  comme  les  quarrés  des  diamètres  ou 
des  rayons  (1 80),  Or  le  quarré  de  l'hypotenufe  eft  égal 
aux  deux  autres  quarrés  ;  par  conféquent  le  cercle  dont 
le  diamètre  ou  le  raypq  çft  l'hypotenufe ,  eft  égal  aux 
deux  autres  cercles. 
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Corollaire   IV. 

1 88.   Si  on  fait  un  demi  cercle  fur  chacun  des  côtés  pjg 
d'un  triangle  retfangle,  comme  BAC,  la  fomme  des 
deux  lunules  ÀEBG  &  AFCH  terminées  par  les  demi-    . 
circonférences ,  fera  égale  à  ce  triangle. 

Démonstration, 

Le  demi  cercle  BAC  qui  a  pour  diamètre  l'hypQté^ 
nufe ,  eft  égal  aux  deux  autres  demi-cercles  AEB  & 
AFC  pris  enferoble  C  i  87  ).  Donc  fî  on  ôte  les  fegmens 
ABG  &  ACH  dont  le  premier  eft  commun  au  grand  de- 
mi-cercle &  au  petit  AEB ,  &  le  fécond  eft  commun  au 
même  grand  demi-cercle,  &  à  l'autre  petit  AFC  ,  les 
reftes  des  deux  petits  demi-cercles  feront  égaux  pris  en- 
femble  au  refte  du  grand ,  c'eft  à-dire ,  que  lafomme  des 
deux  lunules  fera  égale  au  triangle  reâangle  BAC. 

Si  les  deux  côtés  de  l'angle  droit  de  ce  triangle  fone 
égaux  ,  chacune  des  lunules  fera  égale  à  un  des  trian- 
gles égaux  ABD  &  ADC  formés  par  le  rayon  perpen- 
diculaire AD. 

U  eft  facile  de  réduire  l'un  ou  l'autre  de  ces  trian- 
gles à  un  quarré  égal  en  furface  (  149  )  %  &  par  confé- 
quent  on  peut  quarrer  la  lunule.  Il  eft  furprenant  qua 
l'ont  ait  trouvé  fi  facilement  la  quadrature  de  ces  lunules  x 
qui  font  terminées  chacune  par  des  portions  de  différen- 
tes circonférences ,  &  qu'on  n'^it  pu  découvrir  la  qua- 
drature du  cercle ,  qui  eft  terminé  par  une  feule  circon- 
férence. 

Théorème    VII* 

1 90.  De  tous  les  polygones  réguliers  ifopér mettes,  <?e/t* 
à-dire  ,  qui  ont  des  périmètres  égaux ,  celui  qui  a  k  plut 
de  côtés ,  eft  plus  grand  en  fuperfaie* 

♦      Démonstration. 

Le  quarré  &  te  pentagone  de  la  Figure  6j  font  iup- 

Liv 
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Fig.$7,poié$  réguliers   &  ifopérimetres  ;  je  di$  donc  que  le 
pentagone  eft  plus  grand  que  le  quarré  :  car  fi  l'on  in£> 
crit  un  cercle  dans  l'un  &  l'autre  polygone ,  Se  qu'on 
tire  les  rayons  CÀ  &  CB  >  on  verra  que  le  pentagone  eft 
égal  au  produit  de  la  moitié  de  fon  périmètre  par  le 
rayon  CB  (  14.7  ) ,  Sç  que  le  quarré  eft  auflï  égal  au  pro- 
duit de  la  moitié  de  fon  périmètre  par  le  rayon  CA  : 
alnfi  paifque  les  périmètres  font  égaux ,  le  pentagone  8c 
le  quaw  é  font  comme  les  rayons  CI}  &  CA.jOr  le  rayon 
CB  eft  plus  grand  que  le  rayon  CA  :  car  fi  ces  deux 
rayons  étoient  égaux ,  leurs  cercles  feraient  égaux  ;  & 
par  çonféquent  le  périmètre  du  pentagone  feroit  moin- 
dre que  celui  du  quarré,  perce  que  de  tqus  les  polygo- 
nes réguliers  circonferits  a  des  cercles  égaux  ,  celui  qui 
a  le  plus  de  côtés  a  un  moindre  périmètre  (  89  )♦  Or  les 
périmètres  du  pentagone  &  du  quarré  font  fuppofés 
égaux  ;  dont  le  cercle  du  pentagone  eft  plus  grand  que 
celui  du  quarré  ;  donc  le  rayon  DB  eft  plus  grand  que 
CA  ;  ainlï  la  furface  du  pentagone  eft  plus  grande  que 
celle  du  quarré. 

On  peut  démontrer  la  même  chofe  des  deux  autres 
polygones  réguliers  ifopérimetres ,  dpnt  l'un  aurait  plus 

de  côtés  <juç  l'acre, 

* 

Corollaire. 

!$!•  Le  cercle  étant  un  polygone  régulier  d'une  in* 
finité  de  côtés:  il  contient  plus  de  furface  que  toute  au* 
tre  figure  dont  le  périmètre  eft  égal. 

192,  Remarquez  que  fi  un  quarré  &  un  redangle 
oblong  font  ifopérimetres ,  le  quarré  eft  plus  grand  que 
le  reôangle.  Suppofons  par  exemple  >  un  quarré  dont 
ç^que  coté  ait  dix  toifes ,  &  un  reâangle  dont  la  bafe 
ait  1  y  toifes  >  &  le  côté  perpendiculaire  à  la  bafe  en  ait 
$  y  le  périmètre  ou  quarré  fera  de  40  toifes  auflî-bien 

2ue  celui  du  reâangle  :  cependant  le  quarré  contien- 
ra  109  toifea  quarréea  de  furface  1  &  le  reâangle  n'en 
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contiendra  que  77.  On  peut  inférer  de  la  qu'entre  les 
redangles  oblongs  ifoperimetres ,  ceux  qui  approchent 
plus  de  la  figure  du  quarré  font  plus  giands  que  les  au* 
très  ;  par  exemple  ,  un  reâtangle  dont  la  befe  eft  de  12 
toifes  &  le  côté  de  8 ,  eft  plus  grand  que  celui  dont  on 
vient  de  parler ,  quoiqu'ils  aient  des  périmètres  égaux» 
Il  paroit  par-là  que  deux  fonds  de  terre  >  comme  deux 
Parcs ,  ou  deux  Jardins  ,  &c.  peuvent  être  inégaux ,  quoi- 
que les  contours  des  murailles  qui  les  enferment  foient 
égaux, 

Problème. 

ipj.  Trouver  un  cercle  qui  fait  double  ,  triple  &c,  en 
m  mot  qui  ait  un  rapport  tel  qu'on  voudra  avec  un  cercle 
donné ,  ou  ce  qui  revient  au  mime  ,  dont  on  connoit  le 
diamètre. 

Prenez  une  ligne  qui  ait  avec  le  diamètre  du  cercle 
donné  un  rapport  égal  à  celui  que  doit  avoir  le  cercle 
cherché  :  par  exemple  >  fi  le  cercle  qu'on  cherche  doit 
être  double  du  premier,  il  faut  prendre  une  ligne  .qui 
(oit  double  du  diamètre  du  cercle  donné  t  &  chercher 
enfyite  une  moyenne  proportionnelle  entre  cette  ligne 
&  le  diamètre  connu  ;  cette  moyenne  proportionnelle 
fera  le  diamètre  d'un  cercle  double  de  celui  qui  eft  don- 
né :  car  nommant  m  la  moyenne  proportionnelle  qu'on 
a  trouvé  &  a  le  diamètre  que  Ton  connoît  »  la  ligne 
double  de  ce  diamètre  fera  2a  ;  on  aura  dçnc  la  pro- 
portion continue ,  ~  2&  m  a ,  ou  bien  >•$>  a.  m  2a. 
Ainfi  (félon  le  Théorème VIII  dufecondLivre  de  lu 
première  partie  )  le  quarré  du  premier  terme  eft  au 
quarré  du  fécond ,  comme  le  premier  eft  au  troisième  : 
nous  avons  donc  la  proportion  ,  aa.  mm  ::  a.  24.  Or 
le  conféquent  de  la  féconde  raifon  eft  le  double  de  fon 
antécédent  :  donc  le  conféquent  de  la  première  eft  auffi 
double  de  fon  antécédent  ;  c'eft-à-dire  que  le  quarré 
du  diamètre  m  eft  double  du  quarré  d'à.  Mais  d'ailleurs 
les  cercles  font  comme  les  qiiarrés  des  diamètres.  Donc  le 
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cercle  dont  le  diamètre  eft  m ,  cft  double  du  cercle  don- 
né dont  le  diamètre  eft  a* 

>  On  peut  fe  fervir  de  la  même  méthode  pour  trouver 
le  côté  ou  quelque  autre  ligne  d'une  figure  femblable  à 
une  autre  dont  on  connoît  un  côté  homologue  ou  une 
ligne  correfpondapte. 

jp4»  On  pourra  faire  par  le  moyen  du  troifieme  Co« 
foliaire  (  1 87  )  un  cercle  égal  à  la  (omme  de  deux  ou  mê- 
me de  plufieurs  autres  cercles  donnés  quoique  inégaux. 
Four  cela  il  faut  faire  un  angle  droit  dont  les  côtés 
foient  prolongés  indéfiniment  :  enfuite  il  faut  prendre 
avec  le  compas  la  longueur  du  diamètre  du  premier  cer- 
cle, &  mettre  une  des  pointes  du  compas  fur  le  Commet 
de  cet  angle  pour  marquer  fur  un  côté  la  longueur  de 
ce  diamètre  que  je  fuppofe  égalàAB  (Figure  6y). 
Il  faut  de  même  prendre  la  longueur  du  diamètre  an 
fécond  cercle  &  la  marquer  fur  l'autre  côté  de  l'angle 
(  fuppofons  cette  longueur  égale  à  AC) ,  après  cela  tirez 
la  bafe  BC  :  il  eft  évident  que  le  cercle ,  qui  auroic  pour 
diamètre  BC ,  feroit  ét*al  aux  deux  premiers  pris  enfem- 
Me*  On  peut  par  la  même  méthode  décrire  un  cercle 
égal  à  la  tomme  de  celui  qu'on  vient  de  trouver  dont 
le  diamètre  eft  BC  du  troifieme  cercle  donné.  Ce  nou- 
veau cercle  trouvé  feroit  égal  à  lafomme  des  trois  pre- 
miers donnés.  On  continuera  de  la  même  manière ,  s'il 
y  a  plus  de  trois  cercles  donnés. 

On  pourroit  de  la  même  manière  trouver  un  polygo- 
ne égal,  à  plufieurs  polygones  femblables ,  en  prenant  à 
la  place  des  diamètres  les  côtés  homologues  ou  les  li- 
gnes femblablement  tirées. 

Nous  finirons  ce  fécond  Livre  par  un  Théorème  qui 
fait  voir  qu'il  y  a  des  lignes  incommenfurables  f  c*eft  à- 
dire,  qui  n'ont  point  de  parties  aliquotes  communes, 
fi  petites  qu'elles  foient.  Mais  pour  démontrer  ce  Théo- 
rème ,  nous  nous  fervirons  de  la  définition  que  nous 
'allons  donner ,  &  des  propofitions  fuivantes  qui  ont  été 
prouvées  dans  le  traué  des  raifons  &  des  propofitiûes. 
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ip  y .  La  raifon  de  nombre  à  nombre  eft  celle  qui  peut 
être  exprimée  par  des  nombres  ;  ainfi  le  rapport  d  une 
toife  à  un  pied  eft  une  raifon  de  nombre  à  nombre  >  par- 
ce que  la  toife  eft  au  pied  comme  6  à  i. 

196.  Toute  raifon  doublée  de  raifon  de  nombre  à 
nombre ,  a  pour  expofans  des  nombres  quarrés  »  par 
exemple  ,  la  raifon  de  8  à  72 ,  qui  eft  doublée  des  rai* 
fons  égales  de  2  à  6 ,  &  de  4.  à  12 ,  a  pour  expofans 
1  &  p ,  qui  font  les  quarrés  de  1  &  de  3. 

197.  D'où  il  fuit  que  toute  raifon  redoublée  qui  n'a 
pas  pour  expofans  des  nombres  quarrés ,  n'eft  pas  dou- 
blée de  raifoade  nombre  à  nombre ,  c'eft-à-dire >  que  les 
raifons  (impies  dont  elle  eft  doublée  né  font  pas  de 
flombre  à  nombre. 

ip8.  Les  quarrés  font  en  raifon  doublée  des  raci- 
nes qui  font  les  côtés  de  ces  raifons  :  par  exemple, 

la  raifon  de  BC  à  BA  eft  doublée  de  la  raifon  de  BC  à  Fig.69, 
BA.  Tout  cela  pofé ,  il  fera  facile  de  démontrer  le  Théo- 
rème fuivant. 

Théokeme, 

ipp.  La  diagonale  cCun  quatre  tfi  inçommcnfurablc 
&u  U  côté. 

Démonstration. 

Le  quarré  de  la  diagonale  BC  eft  égal  au  quarré  de 
BA,  plus  au  quarré  de  AC  (  138  >  Or  les  deux  côtés 
B  A  &  AC  font  égaux  ;  dont  le  quarré  de  BC  eft  double 
du  quarré  de  jB A  ;  ainfi  ces  deux  derniers  quarrés  font 
comme  2  &  1.  Mais  2  n'eft  pas  un  nombre  quarré  ;  par 
conféquent  la  raifon  du  quarré  de  BC  au  quarré  de  B  A 
n  a  pas  pour  expofans  des  nombres  quarrés.  Or  cette  rai- 
fon qui  eft  entre  ces  quarrés  eft  double  (  198  )  :  voilà 
donc  une  raifon  doublée  qui  n'a  pas  pour  expofans  des 
nombres  quarrés  ;  ainfi  la  raifon  fimple  dont  elle  eft 
doublée  n'eft  pas  de  nombre  à  nombre  0  *97)*  Mais 
cette  raifon  fimple  eft  celte  de  BC  à  BA.  (  15)8  ;  j  donc 


■ 
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Fig.69.  ces  deux  lignes  ne  font  pas  entr'elles  comme  nombre  ij 
nombre  »  ou  »  ce  qui  eft  la  même  chofe  ,  ces  deux  lignes] 
font  incommenfurables. 

200.  Ce  Théorème  fait  voir  que  la  diagonale  &  h 
côté  (l'un  quarré  n'ont  point  d'aliquotes  communes  ,  en 
force  que  fi  l'on  prend  une  aliquote ,  par  exemple ,  U 
millième  partie  ou  la  cent  millième  »  ou  la  millioniè- 
me ,  &c.  de  la  diagonale ,  elle  ne  fera  pas  contenue  exac- 
tement dans  le  côté  BA  ;  mais  elle  y  fera  contenue  un 
certain  nombre  de  fois  avec  un  refte  moindre  que  lali- 
quote  ,  quelque  petite  qu  elle  foie  :  car  fi  une  partie  étoit 
contenue  1000  fois ,  par  exemple,  dans  la  diagonale, 
&  700  fois  exactement  dans  le  coté ,  ces  deux  lignes 
feroient  entr'elles  comme  1 000  eft  à  700  ;  &  par confé- 
quent  elles  feroient  entr'elles  comme  nombre  à  nombre, 
ce  qui  vient  d'être  démontré  impotfible. 

20 1.  Mais  quoique  la  diagonale  &  le  côté  d'un  quar- 
ré foient  incommenfuiables ,  cependant  leurs  quarrés 
font  commenfurables ,  puifqulls  font  entr'eux  comme  2 
&  2.  Pour  exprimer  cela,  les  Géomètres  difent  que  la 
diagonale  &  le  côté  font  incommenfurables  en  longueur, 
&  commenfurables  en  puiflance.  Nous  allons  prouver 
dans  les  Corollaires  fuivans  qu'il  y  a  des  lignes  incom- 
menfurables tant  en  puiflànce  qu  en  longueur ,  c'eft-à- 
dire  >  que  les'quarrés  de  ces  lignes  font  incommenfura- 
bles ,  aufli-bien  que  les  lignes  elles-mêmes. 

Corollaire    L 

202.  Le  quarré  de  la  moyenne  proportionnelle  en- 
tre la  diagonale  &  le  côté  d'un  quarré ,  eft  incommen- 
furable  avec  le  quarré  de  la  diagonale  :  car  foit  nom- 
roée  FG  cette  moyenne  proportionnelle  v  on  aura  la 
proportion  continue  -£  BC ,  FG  »  B A  ;  &  par  confé- 
quent  »  félon  qu'il  a  été  démontré  dans  le  traité  des 
proportions ,  le  quarré  du  premier  terme  eft  au  quarré 
eu  fécond ,  comme  le  premier  terme  eft  ?u  troiiieme  » 
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c'efe-à-dirc ,  BC,  FG  :  :  BC.  BA.  Or  la  r'aïïon  de  BC  à 
BAn'eft  pas  de  nombre  1  nombre  ;  donc  celle  de  BC  à 
FG  n'eft  pas  non  plus  de  nombre  à  nombre ,  ou  ce  qui 
eft  l&iréme  choie  »  les  deux  quarrés  BC  &.FG  font  in- 


commenfuràhles. 

Corollaire     I J. 

203  II  fuît  de  ce  premier  Corollaire  que  les  lignes 
BC  êc  FG  font  auffi  iricômmenfurable*  :  car  fi  ces  deux 
lignes  étoient  comme  nombre  à  nombre ,  par  exemple» 
comme  y  eft  à  4,  il  eft  évident  que  leurs  quarrés  fe* 
rotent  comme  25*  à  16  ;  &  par  conféquent  ces  quarrés 
feroient  commenfurables  ;  ce  qui  eft  contraire  au  prei 
mierCprollaire. 

Ce  que  l'on  vient  de  dire  des  lignes  BC  &  FG  dan* 
ces  deux  Corollaires ,  convient  auffi  aux  lignes  FG  te 
BA  comparés  enfemble ,  puifque  la  raifon  BC  à  FG 
eft  égale  à  celle  de  FG  à  BA. 

'  t     • 
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LIVRE  TROISIEME. 

DES    SOL  IDES. 

Î  Ans  le  premier  Livre  nous  avons  parlé  àt 
ta  ligne  qui  eft  l'étendue  en  longueur  ;  dan* 
le  fécond  nous  avons  traité  de  la  furfàce ,  qui 
eft  l'étendue  en  longueur  &  en  largeur.  B 
nous  refte  à  parler  <iu  corps  ou  foltde  qtn 
eft  rétendue  cpnfidérée  avec  les  trois  dimentions ,  loin 
gueur ,  largeur  &  profondeur. 

Il  y  a  des  folides  qui-  ne'-foni  terminés  que  par  des 
plans  ,  d'autres  par  une  ou  plufieurs  furfaces  courba, 
d'autres  enfin  font  terminés  par  des  furfaces  dont  la 
unes  font  planes  &  les  autres  courbes.  Ceux  du  premicf 
genre  font  appelles  e!ï  générçl  polyèdres. 

Entre  les  corpsdeïdïfférentes  figures,  on  conlidere 
principalement»  les  Prifmes  .  les  'Cylindres  ,  les  Pyrami- 
des &  les  Cents.*  "  ..*""""  _.  , 
Art.  i.  Un  Prifme  eft  un  corps  qui  a  une  groflear  égale 
dans  toute  la  longueur ,  &  dont  lès  bafes  fupérieure  * 
inférieure  font  des  polygones  entièrement  égaux  fi  elles 
font  parallèles. 

2.  Une  Pyramide  eft  un  corps  dont  la  baie  eft  m 
polygone  ,  &  qui  finit  en  pointe. 

a  Le  Prifme  &  la  Pyramide  prennent  différons  noms 
fuivant  le  nombre  des  côtés  de  la  bafe  i  fi  la  bafe  eft  un 
triangle  ,  le  priline  eft  appelle  triangulaire  jficeftn 
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pentagone,  le  prifme  eft  appelle  pentagcnal ,  ainfi  de 
fuite.  Ceft  la  même  chofe  que  la  pyramide.  Il  y  a  une 
efpece  de  prifme ,  qu'on  appelle  parallélépipède ,  ç'eft 
celui  dont  la  bafe  eft, un  parallélogramme.  Cette  dé- 
nomination ne  convient  pas  a  la  pyramide. 

4,  Le  Cylindre  eft  un  corps  rond  dont  la  grofleureft 
égale  dans  toute  fa  longueur ,  &  dont  les  bafes  font  des 
cercles  égaux  en  fuppofant  ces  bafes  perpendiculaires 
aux  côtés  ;  telle  feroit  une  colonne  donc  la  grofièur  fe~ 
roit  par  tout  la  même. 

y.  Un  cône  eft  un  corps  qui  finit  en  pointe,  &  donc 
la  bafe  eft  un  cercle. 

<$.  On  peut  regarder  le  cylindre  comme  un  prifme» 
dont  la  baie  eft  un  polygone  régulier  d'une  infinité  de 
côtés.  Et  de  même  le  cône  eft  une  pyramide  donc  la 
bafe  eft  un  polygone  régulier  d'une  infinité  de  cotés. 

En  parlant  des  prifmes  &  des  cylindres ,  nous  fuppo- 
ferons  toujours  que  la  bafe  fupérieqre  eft  parallèle  à 
1  intérieure.  %,  .. 

7.  Dans  un  cylindre ,  la  ligne  tirée  du  centre  <le  h 
bafe  fupérieure  au  centre  de  la  bafe  inférieure,  eft 
appellée  Y  axe  du  cylindre  ;  &  dans  le  cône ,  la  ligne  ri* 
rée  du  fommet  ou  de  la  pointe  du  çone  au  centre  de  la 
bafe,  eft  auffi  appellée  Vaxe  du  cône.  On  peut  de  même 
concevoir  des  axes  dans  les  prifmes  &  les  pyramides 
dont  les  bafes  font  des  polygones  régijli.ers. 

8.  Lorfque  les  axes  font  perpendiculaires. aux  bafes» 
les  prifmes ,  les  cylindres ,  les  pyramides  &  les  cônes 
font  appelles  droits  ;  au  contraire  ces  corps  font  appelles 
obliques ,  lorfque  les  axes  font  obliques. 

S.  B.  Quoique  Ja  bafe  d'un  prifmç  ne  foit  point  urf 
polygone  régulier ,  &  que  ce  prilme  n'ait  point  d'axe ,  ce> 
pendant  il  peut  erre  droit ,  pourvu  que  les  re&angles  qui 
lui  fervent  de  faces  foient  perpendiculaires  à  la  bafe.  L 
-  $.  Les  parallélogrammes  qui  font  autour  du  prifme  •& 
les  triangles  qui  font  autour  de  la  pyramide  font  fouvenÉ 
appelles  les  cotèi  du  prifme  &  de  1?  pyjcajnjdç  :  maisconr 
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me  on  appelle  auffi  côtés  les  lignes  qui  terminent  ces  p& 
rallelo grammes  ou  ces  triangles  ;  afin  d'éviter  l'équivo- 
que ,  nous  ne  nous  fervirons  du  terme  de  côtés ,  que  pour 
défigner  des  lignes  :  par  exemple  »  nous  appellerons  une 
ligne  tirée  du  ljmmet  d'un  cône  à  la  circonférence  de  h 
bafe.  côté  du  cône  :  quant  aux  parallélogrammes  des  priâ- 
mes ,  &  aux  triangles  de  pyramides  «  nous  les  appelle- 
rons les  faces  de  ces  corps* 

10.  Dans  les  folides  terminés  par  des  plans ,  comme 
font  les  prifmes  &  les  pyramides  »  on  remarque  des  angles 
folides.  On  entend  par  angle  folide  une  efpace  folide  ter* 
miné  en  pointe  par  plufieurs  angles  plans  qui  ont  un  fom* 
met  commun  :  telle  eft  la  pointe  d'une  pyramide  s  tels 
font  auffi  les  coins  d'un  defc  à  jouer. 

Outre  les  quatre  principaux  folides  dont  nous  avons 
parlé,  on  diftingue  encore  d'autres  efpeces  de  corps 
qu'on  nomme  réguliers  :  il  n'y  en  a  que  cinq  efpeces  ter- 
minées par  des  (urfaces  planes. 

13.  On  entend  ici  par  corps  régulier  ,  celui  dont 
toutes  les  faces  font  des  polygones  réguliers ,  égaux  & 
femblables  ,  &  dont  tous  les  angles  folides  font  formes 
par  un  égal  nombre  d'angles  plans.  Il  y  en  a  cinq ,  com- 
me nous  venons  de  le  dire  :  fçavoir ,  le  tétraèdre ,  com- 
pris fous  quatre  triangles  égaux  &  équilatéraux  ;  ?o3ae- 
dre  y  compris  fous  huit  triangles  égaux  &  équilatéraux  ; 
Yicofaedre,  compris  fous  vingt  triangles  égaux  &  équi- 
latéraux ;  Vexàedre  ou  le  cube ,  compris  fous  fix  quarrés 
égaux  ;  &  le  dodécaèdre  ,  compris  fous  doute  pentagones 
égaux  &  réguliers» 

On  démontre  dans  l'ouvrage  dont  nous  faifons  IV 
brégé ,  qu'il  ne  peut  y  avoir  que  ces  cinq  efpeces  de 
<éorps  réguliers. 

1  y.  Si  on  appliqué  deux  tétraèdres  égaux  l'un  contre 
l'autre ,  le  folide  que  forment  ces  deux  corps  joints  en- 
femble ,  n'eft  pas  régulier ,  quoiqu'il  foit  terminé  par 
fix  triangles  égaux  &  équilatéraux ,  parce  que  des  cinq 
angles  folides  dont  ce  corps  eft  compofé ,  il  y  en  a  trois 

qui 
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qui  font  terminés  par  quatre  angles  plans,  &  les  deux 
autres ,  fçavoir ,  ceux  qui  font  oppofés  aux  bafes  appli- 
quées l'une  contre  l'autre  ,  ne  font  formés  que  par  trois 
angles  plans  :  c'eft  pourquoi  ceux  qui  définirent  le  corps 
régulier  en  difant  que  c'eft  celui  qui  eft  terminé  par  des 
polygones  réguliers ,  égaux  &  femblables  ,  donnent  une 
définition  peu  exafte  ;  il  faut  ajouter  que  chaque  angle 
folide  du  corps  régulier  eft  formé  par  un  égal  nombre 
d'angles  plans  de  ces  polygones. 

Nous  partagerons  ce  troméme  Livre  en  deux  parties. 
Dans  la  première ,  nous  parlerons  de  la  furface  des  foli- 
dcs ,  &  dans  la  féconde ,  nous  traiterons  de  leur  folidité. 

DE  LA  SURFACE  DES  SOLIDES. 

16.  Si  une  ligne  ,  comme  Aa ,  que  l'on  fuppofé  per-  Fig.  i. 
pendiculaire  à  la  bafe  d'un  prifme  droit  tourne  autour 

de  cette  baie  en  demeurant  toujours  perpendiculaire  , 
elle  décrira  la  furface  convexe  ou  latérale  du  prifme , 
c'eft-à  dire ,  le  contour  fans  y  comprendre  les  deux  ba- 
fes. De  même,  fi  une  ligne,  comme  Aa ,  demeurant  fig.  3. 
toujours  perpendiculaire  à  la  bafe  d'un  cylindre  droit , 
parcourt  la  circonférence  de  cette  bafe ,  elle  décrira  la 
furface  du  cylindre. 

17.  S'il  s'agit  d'une  pyramide  ou  d'un  cône  ,  il  faut  Fig.  *> 
concevoir  une  ligne  attachée  au  fommet  A ,  laquelle  &  4* 
tourne  autour  de  la  pyramide  ou  du  cône ,  elle  décrira 

la  furface  de  ces  folides. 

18.  On  peut  encore  avoir  une  notion  plus  fenfble  de  Fig.  *• 
la  furface  au  prifme  droit ,  en  imaginant  tu  e  barde  de 
papier  collée  tout  autour  du  prifme.  Il  eft  évident  que 

«  on  ôtoit  cette  bande  &  qu'on  la  développât,  il  pa- 
roîtroit  un  redangle  qui  auroit  la  même  hauteur  que  le 
prifme  t  &  qui  auroit  pour  bafe  une  ligne  droite  égale 
au  périmètre  de  la  bafe  du  prifme  :  ce  redangle ,  qui 
•ft  néceflairement  égal  à  la  furfyce  du  prifme ,  peut  être 
IL  Ptrtk.  M 
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appelle  développement  du  prifme.  Le  développement  du 
cylindre  droit  eft  aufli  un  reâangle  qui  a  pour  bafe  une 
ligne  égale  à  la  circonférence  de  la  bafe  du  cylindre ,  te 
qui  a  même  hauteur  que  le  cylindre» 

Fi£»  4.  1 8  fi.  Le  développement  de  la  pyramide  eft  la  (bm- 
me  de  tous  les  triangles  qui  en  font  la  face  ;  ainfi  la 
fomme  de  tous  ces  triangles  eft  la  furface  de  la  pyrami- 
de. Toutes  les  lignes  droites ,  comme  AB ,  tirées  du 
fommet  du  cône  droit  aux  points  de  la  circonférence  de 
la  bafe ,  étant  égales ,  il  eft  évident  que  fi  on  développe 
la  furface  du  cône  droit ,  ce  développement  fera  un  lec- 
teur du  cercle  qui  aura  pour  rayon  le  coté  AB  du  cône, 
&  un  arc  égal  à  la  circonférence  de  la  bafe  du  cône. 
1 9.  Lorfque  la  bafe  de  la  pyramide  eft  un  polygone 
régulier  ,  &  que  la  pyramide  eft  droite ,  tous  les  trian- 
gles qui  en  font  les  faces  ont  même  hauteur  &  (bat 
égaux  entr'eux  ;  &  par  conféquent  ils  font  égaux  à  un 
feul  triangle  qui  auroit  la  même  hauteur  que  celle  d'un 
des  triangles ,  &  une  bafe  égale  à  la  fomme  des  bafes 
de  tous  les  triangles  ,  ou  ,  ce  qui  eft  la  même  chofe , 
égale  au  périmètre  de  la  bafe  de  la  pyramide.  La  fur- 
face  d'une  pyramide  droite  dont  la  bafe  eft  un  polygo- 
ne régulier ,  eft  donc  égale  à  un  triangle  qui  a  pour  hife 
le  périmètre  de  la  bafe  de  la  pyramide  »  &  la  même 
hauteur  que  celle  d'un  des  triangles  qui  fervent  de  fa- 
ces à  la  pyramide. 

Fig.  3.  20.  Remarquez  que  la  hauteur  de  chaque  triangle 
qui  fert  de  face  à  la  pyramide  eft  une  ligne  »  comme  AF  , 
tirée  du  fommet  A  perpendiculairement  fur  1a  bafe  du 
triangle  ,  au  lieu  que  la  nautaur  d'une  pyramide  eft  une 
ligne  tirée  du  fommet  A  perpendiculairement  fur  la 
bafe  même  de  la  pyramide  :  d'où  il  fuit  que  fi  la  pyra- 
mide eft  droite ,  la  hauteur  de  chaque  triangle  eft  tou- 
jours plus  grande  que  celle  de  la  pyramide  ;  parce  que 
ces  deux  lignes  étant  tirées  du  même  point  A ,  &  la 
féconde  étant  perpendiculaire  à  la  bafe  de  la  pyramide, 
il  eft  néceffaire  que  la  première ,  qui  eft  la  hauteur  du 
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.triangle  *  foie  oblique  à  cette  même  bafe  ;  &  pat  confé-  $vè  * 
qtient  plus  grande  que  la  hauteur  de  la  pyramide. 

21 .  Le  cône  n'étant  qu'une  pyramide  dont  la  bafe  eft 
un  polygone  régulier  d'une  infinité  de  côtés ,  la  furface 
d'un  cône  droit  eft  égale  à  un  triangle  qui  a  pour  bafe 

.  une  ligne  droite  égale  à  la  circonférence  de  la  bafe  du 
cône  1  &  pour  hauteur  le  côté  AB  du  cône* 

22.  Ce  côcé  AB  du  cône  eft  la  hauteur  de  chaque 
triangle  infiniment  petit,  qui  compofe  la  furface  du  cô- 
ne. ,  parce  que  ce  triangle  étant  ifocele,  &  ayant  une 

.bafe  infiniment  petite,  la  perpendiculaire  tirée  du  fom- 
met  fur  fa  bafe ,  ne  diffère  du  côté  que  d'une  partie  in- 
finiment petite ,  &  pat  confëquent  on  peut  prendre  ce 
côté  pour  la  perpendiculaire* 

23»  Le  triangle  qui  a  pour  hauteur  le  côté  AB  du  coi 
ne  droit ,  &  pour  bafe  une  ligne  droite  égale  à  la  circon- 
férence de  la  bafe ,  eft  égal  au  fe&eur  du  cercle  qui  a 
pour  rayon  le  côté  AB  >  &  dont  l'arc  eft  égal  à  la  baie  du 
triangle  (Liv.  II.  art.  132)  ,  &  par  conféquent  à  la  cir- 
conférence de  la  bafe  du  cône.  Ce  feéteur  eft  le  dévelop- 
pement du  cône  droit ,  comme  nous  l'avons  dit 

24*  De  tout  ce  qu'on  vient  de  dire,  il  fuit  que  pour 
avoir  la  mefure  de  la  furface  du  prifme  droit ,  il  faut 
multiplier  le  périmètre  de  la  bafe  par  la  hauteur  du  prif- 
me. Et  de  même  pour  avoir  la  furface  du  cylindre  droit , 

-  il  faut  multiplier  la  circonférence  de  la  bafe  par  la  hau- 

-  teur  du  cylindrée 

2 y.  Si  la  hauteur  du  cylindre  droit  eft  égale  au  dia- 
mètre de  la  bafe ,  la  furface  du  cylindre  eft  quadruple 
de  la  bafe  2  car  la  furface  du  cylindre  eft  égale  au  pro- 

:  duit  de  la  circonférence  de  la  bafe  fcar  la  hauteur  en- 
tière ,  qui  eft  le  diamètre  de  la  bafe  :  &  la  furface  4u 

.  cercle  qui  fert  de  bafe ,  eft  égale  feulement  au  produit 
de  cette  circonférence  (Liv.  IL  art.  142)  par  le  quart 

•  du  diamètre  ou  la  moitié  du  rayon. 

26.  Pour  avoir  la  furface  d'une  pyramide  droite  dont 

•  la  bafe  eft  un  polygone  régulier  ,  il  faut  multiplier  le 

M  ij 
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Tig.  4.  périmètre  de  la  bafe  par  la  moitié  de  la  hauteur  d*uh  dtii 
triangles  qui  font  les  faces  de  la  pyramide  »  ou  bien  il 
faut  multiplier  cette  hauteur  par  la  moitié  du  périmètre , 
ou  enfin  multiplier  la  hauteur  du  triangle  par  le  péri- 
mètre ,  &  prendre  la  moitié  du  produit.  « 

27.  Ennn  pour  avoir  la  furface  d'un  cône  droit ,  il 
faut  multiplier  la  circonférence  de  la  bafe  par  la  moitié 
du  côté  AB  du  cône  >  ou  multiplier  ce  côté  entier  par  la 
moitié  de  la  circonférence  ,  ou  enfin  multiplier  le  côté 
par  la  circonférence ,  &  prendre  la  moitié  du  produit. 

28.  Si  le  côté  du  cône  droit  eft  égal  au  diamètre  du 
cercle  qui  fert  de  bafe ,  la  furface  du  cône  eft  double  de 
la  bafe  :  car  la  furface  du  cône  eft  égale  au  produit  de 
la  circonférence  de  la  bafe  par  la  moitié  du  côté ,  ou  du 
diamètre  :  &  la  bafe  eft  égale  au  produit  de  là  circon- 
férence par  la  moitié  du  rayon  ou  par  le  quart  du  dia- 
mètre. Or  ces  deux  produits  font  entr'eux  comme  les 
prùduifans  inégaux  ,  qui  font  la  moitié  du  diamètre  & 
le  quart  du  diamètre;  c'eft- à-dire,  que  le  premier  eft 
le  double  du  fécond.  Far  conféquent  la  furface  du  cône 
eft  double  de  (a  bafe. 

2p.  Ce  cône  dont  le  côté  eft  égal  au  diamètre  de  fa' 
bafe ,  eft  appelle  équilatcral.  On  conçoit  qu'il  eft  formé 
par  la  révolution  il'un  triangle  équilatéral  qui  tourne 
autour  d'une  perpendiculaire  tirée  du  fommet  d'un  an- 
gle fur  le  côté  oppofé.  Ainfi  la  furface  du  cône  équila- 
téral eft  double  dans  fa  bafe  :  ou ,  ce  qui  revient  au  mê- 
me ,  elle  eft  à  cette  bafe  comme  2  eft  à  1  :  &  par  confé- 
quent la  furface  totale  en  y  comprenant ,  la  bafe ,  eft  à 
cette  bafe  comme  3  eft  à  1. 

.  30.  Remarquez  que  quand  on  parle  de  la  furface  de 
Ces  corps ,  foit  prifmes ,  cylindres ,  pyramides  ou  cônes  , 
on  entend  le  contour  de  ces  folides  fans  y  comprendre 
les  bafes ,  à  moins  qu'on  ne  l'exprime  ,  comme  nous  ve- 
nons de  faire  à  la  fin  de  l'article  précédent.  Pour  mar- 
quer que  l'on  ne  comprend  pas  les  bafes  du  cylindre , 
lorfqu'on  parle  de  la  fivfacç  ,  on  ajoute  fouvent  le  ter-t 
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convexe ,  en  difant  la  furface  au  la  fuperficie  con- 
vexe d'un  cylindre.  On  peut  fe  fervir  de  la  même  ex- 
predie»  pour  le  cône  >  &  dire  la  furface  convexe  d'un 
cône. 

3 1  •  On  a  vu  qu'entre  les  corps  terminés  par  des  fur- 
faces  planes  ,  il  y  en  a  cinq  réguliers  :  mais  il  n'y  en  a 
qu'un  feul  qui  (bit  parfaitement  régulier  entre  ceux  qui 
font  compris  par  des  fuperficies  courbes;  fçavoir,  la 
fphert  ou  le  globe.  La  fphere  eft  un  corps  terminé  par 
une  furface  dont  tous  les  points  font  également  diftans 
d'un  point  qu'on  nomme  ctnttt  >  qui  eft  en  dedans  du 
corps. 

Nous  allons  examiner  la  formation  de  la  fphere ,  en- 
fuite  nous  en  chercherons  la  fuperficie. 

32.  Si  on  conçoit  qu'un  demi  cercle  ,  comme  ADB  »  Fig.  5* 
tourne  autour  de  fon  diamètre  AB ,  il  fe  formera  une 
fphere  dont  la  furface  eft  décrite  par  la  demi- circonfé- 
rence. Le  diamètre  AB  autour  duquel  le  demi- cercle  a 
tourné  eft  appelle  dxe  ou  cjfîeu ,  &  les  deux  extrémités 
A  &  B  de  l'axe  font  zpptllécs  pôles  de  la  fphere. 

■33.  Il  eft  é video t que  la  courbure  de  la  furface  d'une 
fphere  eft  uniforme  :  c'eft- à-dire  »  que  cette  courbure  eft 
par  tout  égale  »  de  même  que  celle  de  la  circonférence 
d'un  cercle.  De  cette  uniformité  de  la  fphere  on  déduic 
les  propriétés  fuivantes, 

34.  i°*  Tous  les  rayons  (ont  égaux  entr*eux ,  auflt- 
bien  que  tous  les  diamètres. 

3j.  2°.  On  peut  prendre  pour  axe  chacun  des  diamè- 
tres ,  en  obfervant  que  les  pôles  font  toujours  les  ex- 
trémités du  diamètre  que  Ion  prend  pour  axe. 

3  6.  30.  Si  on  coupe  une  fphere  par  un  plan  >  la  feâion 
c  eu-à-dire ,  la  nouvelle  furface  qui  paroît  après  avoir 
coupé  la  fphere  »  cette  fé&ioa  dis- je,  eft  un  cercle  1 
car  fi  \t  plan  pafle  par  le  centre  de  la  fphere,  il  eft  évi-* 
dent  que  la  feâion  eft  un  cercle  dont  le  diamètre  eft  égal 
à  celui  de  la  fphere. 

Si  le  plan  qui  coupe  la  fphere  ne  pafle  pas  par  le  cen-» 

M.  iij. 
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Flç.  Si  tre ,  la  feâion  eft  encore  un  cercle  :  pour  en  avoir  la 
démonstration  ,  il  faut  concevoir  une  ligne  ,  comme  CF 
tirée  du  centre  de  la  fphere  perpendiculairement  fur 
cette  feâion ,  &  une  infinité  d'obliques ,  comme  Ce , 
Cd ,  tirées  du  même  centre  a  tous  les  points  qui  (ont  les 
extrémités  de  la  même  feâion  :  tous  ces  points  étant  à 
la  furface  de  la  fphere ,  les  lignes  obliques  en  font  des 
rayons  ,  &  par  conféquent  elles  font  égales  entr'elles  ; 
donc  cçs  obliques  font  également  éloignées  de  la  per- 
pendiculaire ;  ainfi  elles  font  dans  la  circonférence  d'un 
cercle  ,  au  centre  duquel  aboutît  la  perpendiculaire; 
donc  la  feâion  d'une  fphere  coupée  par  un  plan  eft  un 
cercle  ,  foit  que  le  plan  pafle  par  le  centre  de  la  fphere  » 
OU  qu'il  n'y  paflê  pas. 

37.  On  appelle  grands  cercles  de  la  fphere  ceux  qui 
paflent  par  le  centre  de  la  fphere ,  &  les  autres  dont 
le  plan  ne  pafle  pas  par  le  centre  >  font  appelles  petits 
cercles. 

Lorfqu  on  parle  des  cercles  de  la  fphere  »  on  entend 
ceux  dont  la  circonférence  eft  fur  la  face  de  la  fphere, 

38. 4°,  Deux  grands  cercles ,  c'eft-â-dire,  deux  cercles 
qui  patient  par  le  centre  de  la  fphere  fe  coupent  nécef- 
fairement ,  &  leur  commune  feâion  eft  une  ligne  droite 
qui  pafle  par  le  centre ,  &  qui  par  conféquent  eft  un  dia* 
inetre  de  l'un  &  de  l'autre  cercle* 

On  peut  encore  inférer  les  propriétés  fuivantes  de  la 
manière  dont  nous  avons  formé  la  fphere. 

3p.  i°.  Les  points  4 >  d%  d,  ix  de  la  demi-circonfé» 
rencç  que  l'on  a  fait  tourner  autour  du  diamètre  AB  dé* 
çrivent  des  circonférences  parallèles  entr'elles. 

40.  2°.  Tous  les  points  de  chacune  de  ces  circonfé- 
rences parallèles  (ont  également  éloignés  d'un  des  pôles 
A  de  la  fphere  ;  ils  font  aùfO  également  éloignés  de 
l'autre  pôle  B  :  c'eft  pourquoi  ces  pôles  À  &  B  peu- 
vent être  appelles  les  pôles  de  ces  circonférences  pa* 
ralleles ,  &  le  diamètre  AB  eft  leur  axe. 

4*.  3*.  Tous  les  cercles  parallèles  ont  les  deux  WÂ- 

mes  pôles  k  le  même  axe* 
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42.  4°*  L'axe  de  ces  cercles  pafiè  par  leurs  centres  & 

eft  perpendiculaire  à  leurs  plans  »  &  par  conféquent  il 

xneiure  la  diftance  d'un  cercle  à  l'autre ,  &  celle  ducentre 

de  la  fphere  &  des  pôles  à  chacun  des  cercles. 

4.3.  y°.  Il  eft  évident  que  le  plus  grand  de  tous  les  cer- 
cles parallèles  eft  celui  qui  a  le  même  centre  que  la  fphere  > 
&  qui  par  conféquent  eft  également  éloigné  des  deux 
pôles  ;  que  deux  cercles  également  diftans  ducentre  de  la 
fphere ,  l'un  vers  le  pôle  A ,  l'autre  vers  le  pôle  R,  font 
égaux  ;  enfin  que  les  cercles  parallèles  qui  font  entre  le 
centre  de  la  fphere  &  un  des  potes ,  font  d'autant  plus  pe- 
tits qu'ils  font  plus  près  du  pole*w 

Il  faut  à  préfent  chercher  la  mefure  de  la  furfece  d*une 
fphere  ;  pour  cela  nous  nous  fervirons  du  cône  tronqué 
touchant  lequel  nous  établirons  deux  Lemmes ,  en  fup- 
pofant  toujours  ce  cône  droit ,  fans  qu'il  foit  aéceflaire 
d'en  avertir  davantage. 

L  E  M  M  E     I. 

44.  La  furface  cmvexe  du  cône  tronqué  eft  égale  à  m 
trapèze  qui  a  pour  hauteur  les  côtés  Bb  du  cône  tronqué ,  & 
dont  les  bafes  font  parallèles  entr  elles  Gr  égales  aux  cirçon^ 
férençes  des  bafes  fupérieure  &*  inférieure  du  cône. 

DÉMOtfSTEÀTlOH. 

Soit  le  cône  entier  BAC  dont  la  partie  inférieure  BicC  Fig.  <. 
eft  un  cône  tronqué.  Nous  avons  fait  voir  que  la  furface 
convexe  du  cône  entier  eft  égale  au  triangle  EDF,  qui 
a  pour  hauteur  le  côté  du  cône  &  pour  bafe  la  circonfé- 
rence de  la  baie  du  cône  (  on  fuppofe  ici  ce  triangle  rec- 
tangle ) ,  par  conféquent  li  de  ce  triangle  redangle  on 
ôte  la  furface  du  petit  cône  bAc ,  qui  eft  l'autre  partie  du 
cône  entier ,  il  reftera  la  furface  du  cône  tronqué.  Or  la 
furface  du  petit  cône  bAc  eft  égale  au  petit  triangle 
eDjf,  qui  a  pour  hauteur  le  côté  du  petit  cône  ,  te 

Mit 
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Fig,  6.  dont  la  bafe  eft  parallèle  à  celle  du  triangle  EDF  :  car 
la  furface  d'un  cône  eft  égale  à  un  triangle  qui  a  pour 
hauteur  le  côté  du  cône ,  &  pour  bafe  la  circonférence 
de  la  bafe.   Or  par  l'hypothefe  la  hauteur  De  du  petit 
triangle  eD/eft  égale  au  coté  Ab  du  petit  cône ,  &  d'ail- 
leurs la  bafe  ef  du  triangle  eft  égale  à  la  circonférence 
de  la  bafe  de  ce  cône  :  car  à  caufe  des  triangles  fetnbla- 
bles  EDF  &  eD/\  Pon  a  la  proportion  DE  .De  :  :  EF ,  ef 
De  même  à  caufe  des  deux  autres  triangles  femblables 
BAC  &  bAc  du  cône  >  la  raifon  des  cotés  AB  &  Ai  eft 
égale  à  la  raifon  des  bafes  BC  Se  bc ,  qui  font  les  diamè- 
tres des  bafes  du  cône  tronqué.  Or  la  raifon  de  ces  dia- 
mètres eft  égale  à  celles  de  leurs  circonférences  BCB  & 
beb  ;  par  conféquent  on  a  la  féconde  proportion  AB . 
Ab  :  :  BCB .  bcb.  Il  eft  vifible  que  dans  ces  deux  propor- 
tions les  deux  premières  raifons  font  égales»  puifque 
par  rhypothefe  DE  =  AB  &  De  =  Ai  ;  par  conféquent 
les  deux  dernières  raifons  font  aufli  égales  ;  ce  qui  donne 
cette  troifieme  proportion  EF  .  ef:  :  BCB.  bcb ,  dont 
les  ahtécédens  font  égaux  par  la  ûippofition  :  d'où  il  fuit 
que  les  conféquens  (ont  aufli  égaux  (  Liv.  I.  an.  162); 
c'eft-à-dire  que  la  bafe  du  petit  triangle  eDf  eft  égale  à 
la  circonférence  de  la  bafe  du  petit  cône  bAc.  Mais  par 
l'hypothefe ,  la  hauteur  du  petit  triangle  eft  encore  égale 
au  côté  Ai  du  petit  cône  ;  donc  la  furface  du  petit  triangle 
eft  égale  à  celle  du  pçtit  cône  %  ainfi  l'autre  partie  du 
grand  triangle  eft  égale  à  1  autre  partie  de  la  furface  du 
cône  entier  ,  ou,  ce  qui  eft  ta  même  chofe,  la  furface 
du  cône  tronqué  eft  égale  à  un  trapèze  dont  la  hauteur 
eft  le  côté  du  cône  tronqué ,  &  dont  les  bafes  font  parai* 
leles  entr'elles ,  &  égales  aux  circonférences  des  baies  du 
cône  tronqué.  Ce  qu'il  fallait  démontrer» 

COROLLAIRK      L 

45\  La  furface  convexe  du  cône  tronqué  eft  égale 
au  produit  de  fon  côté  Bb  par  une  ligne  moyenne  pro 
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porttonnelle  arithmétique  entre  la  circonférence  de  laFig.  & 
bafe  fupérieure  •  &  la  circonférence  de  la  bafe  inférieure* 

Démonstration. 

On  vient  de  faire  voir  due  la  furface  du  cône  tron- 
qué eft  égale  à  un  trapèze  dont  la  hauteur  eft  le  côté  du 
cône  tronqué  &  dont  les  bafes  font  parallèles  entr'elles , 
&  égales  aux  circonférences  des  baies  du  cône  tronqué. 
Or  la  furface  du  trapèze  eft  égale  au  produit  de  (à  hau- 
teur par  une  ligne  moyenne  arithmétique  entre  les  deux 
bafes  (Liv.  II.  art.  143) ,  donc  la  furface  du  cône  tron- 
qué eft  égale  au  même  produit. 

Corollaire    IL 

46.  La  furface  convexe  du  cône  tronqué  eft  égale  au 
produit  de  fon  côté  Bb  par  la  circonférence  MNM  éga- 
lement éloignée  des  deux  bafes  du  cône» 

Pour  faire  voir  que  ce  Corollaire  eft  une  fuite  nécef- 
faire  du  premier ,  il  n'y  a  qu'à  éprouver  que  la  circonfé- 
rence MNM ,  que  l'on  fuppofe  également  éloignée  des 
deux  bafes  fupérieure  &  intérieure  du  cône  tronqué  *  eft 
moyenne  proportionnelle  arithmétique  entre  les  circon- 
férences de  ces  bafes*  Pour  cela  confiderez  que  comme 
on  a  fait  voir  dans  la  démonftration  du  Lemme  que  la 
ligne  e/parallele  à  la  bafe  du  triangle  EDF  eft  égale  à  la 
circonférence  correfpondante  du  cône  ;  on  pourroit  de 
même  démontrer  que  toutes  les  lignes  du  triangle  pa« 
ralleles  à  la  même  bafe  font  égales  aux  circonférences 
correfpondantes  qui  compofent  la  furface  du  corps  ;  pac 
conféquent  fi  on  tire  du  point  G  ,  également  éloigné  des 
extrémités  £  &  e ,  la  ligne  GH  parallèle  à  la  bafe  du 
triangle ,  elle  fera  égale  à  la  circonf.  MNM ,  également 
éloignée  des  deux  bafes  du  cône  tronqué.  Or  la  paral- 
lèle GH  eft  moyenne  proportionnelle  arithmétique  en- 
tre les  deux  bafes  EF  &  efà  çoa?aie  on  Ta  le  voir  sainfi 
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Tt$.  6.  la  circonf.  MNM  du  cône  eft  aufli  moyenne  arithméti- 
que entre  les  circonférences  fupérieure  &  inférieure  qui 
font  égales  aux  deux  bafes  du  trapèze. 

47 .  On  a  fuppofé  dans  ce  fécond  Corollaire  que  la 
parallèle  GH  qui  eft  tirée  du  point  G  également  éloi- 
gné des  extrémiés  de  la  pei  pendic.  Ee ,  étoit  moyenne 
proportionnelle  arithmétique  entre  les  deux  bafes  EF  & 
ef  du  trapèze.  En  voici  la  preuve  :  foient  tirées  les  per- 
pendiculaires /K.  &  HL  ;  ces  perpendic.  font  égales  > 
puifque  la  parallèle  GH  efttirée  du  point  G  également 
éloigné  des  extrémités  de  la  ligne  Ee:  d'ailleurs  lesrrian* 
gles/KH ,  HLF  font  feroblables  à  caufe  des  parallèles 
GH ,  EF  ;  donc  les  côtés  homologues  KH  &  LF  font 
auffi  égaux  :  ainfi  la  bafe  EF  furpafTe  autant  la  ligne  GH, 
que  cette  ligne  GH  furpafle  l'autre  bafe  tf  ;  donc  GH 
eft  moyenne  proportionnelle  arithmétique  entre  les 
deux  bafes. 

Avant  de  pafler  au  fécond  Lemme  ,  il  eft  néceflairc 
de  fçavoir  ce  que  c'eft  qu'un  cylindre  ou  un  autre  corps 
circonferit  à  une  fphere. 

48.  Le  cylindre  circonferit  eft  celui  qui  renferme  la 
fphere  :  enforte  qu'il  ait  pour  bafe  le  grand  cercle  de 
cette  fphere  ,  &  pour  hauteur  fon  diamètre. 

49.  De  même  le  cube  circonferit  à  une  fphere  >  eft 
celui  qui  renferme  la  fphere  ;  enforte  que  chacune  de 
fes  trois  dimenfions  eft  égale  au  diamètre  de  la  fphere. 

yo.  Pour  le  cône  ,  on  l'appelle  circonferit  à  la  fphere 
lorlqu'il  la  renferme  ,  &  que  (a  furface  touche  celle 
de  la  fphere  dans  une  de  fes  circonférences,  quoique 
ce  cône  ait  une  hauteur  différente  du  diamètre  de  la 
fphere. 

y  l .  Quand  quelque  corps ,  comme  ceux  dont  nous 
venons  de  parler ,  eft  circonferit  à  une  fphere ,  cette 
fig.  7  fphere  eft  appellée  inferite  par  rapport  au  corps  cir- 
conferit. 

J2.  Dans  le  Lemme  fuivaot  nous  fuppoferons  une 

trôgeste  »  comme  EF  *  dam  les  deux  extrémités  E  &  F 
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font  également  éloignées  du  point  S  qui  touche  le  demi-p^  - 
circonférence  ADB.  Nous  fuppoferons  une  aurre  tan- 
gente GD  qui  aboutit  à  l'extrémité  du  rayon  CD  per- 
pendic. à  l'axe  AB ,  autour  duquel  il  faut  concevoir  que  > 
la  demi  circonférence  tourne  avec  les  tangentes  EF  & 
GD.  Cela  pofé ,  on  voit  facilement  x°.  que  la  demi-cir- 
conférence décrit  en  tournant  la  furface  d'une  fphere  s 
2°.  que  la  tangente  EF  décrit  la  furface  d'un  cône  tron- 
qué circonfcrit  à  la  fphere.  30.  Enfin  que  l'autre  tan^ 
gente  GD  décrit  la  furface  d'une  partie  d'un  cylindre 
circonfcrit  à  la  même  fphere. 

53.  Si  on  tire  par  les  extrémités  de  la  tangente  EF  les 
deux  lignes  parallèles  GI  &  HN  qui  foient  perpendic. 
à  l'axe  AB  ,  auffi  bien  que  le  rayon  CD  ;  &  qu'on  tire 
du  point  E  la  perpendic.  EL  entre  les  deux  parallèles , 
elle  marquera  la  hauteur  du  cône  circonfcrit ,  et  fera 
égale  à  GH  ,  qui  eft  auflî  perpendic.  entre  les  deux  mê- 
mes parallèles.  Nous  n'avons  pas  befoiri  dans  le  Lem- 
me  fuivant  de  toute  la  furface  cylindrique  décrite  par 
GD ,  mais  feulement  de  la  partie  décrite  par  GH ,  que 
nous  allons  démontrer  égale  à  la  furface  du  cône  décrite 
par  la  tangente  EF. 

f  4.  Remarquez  que  les  trois  lignes  GI ,  HN  &  CD 
qui  font  fuppofées  perpendic.  à  l'axe  AB ,  font  nécef- 
feirement  parallèles  eptr'elles  (Liv.  I.  art.  96)  ,  &  tjue 
la  tangente  GD  &  l'axe  AB  font  aufli  des  lignes  paral- 
lèles ,  parce  qu'elles  fontperpendic.  au  rayon  CD. 

y 5*.  On  peut  encore  remarquer  qu'on  a  prolongé  1$ 
tangente  BF  &  l'axe  AB  jufqu'au  point  K  ,  où  ces  lignes 
fe  rencontrent  afin  de  faire  voir  ienfiblement  que  la  li- 
gne KF  décrit ,  en  tournant  avec  la  demi- circonférence , 
la  fuperficie  d'un  cône  circonfcrit  à  la  fphere ,  &  que 
par  conféquept  la  tangente  EF  décrit  la  furface  d'un  co- 
pe  tronqué, 

IEMME    II. 
5J)»  Lafurfecc  du  çont  tronqué  circonfcrit  décrite  par  là 
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Kg,  j.  tangente  EF  eft  égale  à  la  furface  du  cylindre  dt  mène  ha*  | 
leur ,  décrite  par  GH. 

DEMONSTRATION 

Après  avoir  tiré  encore  le  rayon  CS  &  la  ligne  SMP 
perpendic.  à  l'axe  AB  >  &  par  conféquent  parallèle  aux; 
deux  autres  GI  &  HN  ;  on  a  les  deux  triangles  CMS' 
&  FLE ,  quç  je  dis  être  femblables  :  car  l'angle  M  <fol 
premier  eft  égal  à  l'angle  L  du  fécond ,  parce  qu'ils  font1* 
tous  les  deux  droits  :  pareillement  l'angle  C  ou  SCA  du 
premier  qui  a  pour  mefure  l'arc  SA ,  eft  auffi  égal  à  l'an- 
gle EFL  du  fécond  »  parce  que  cet  angle  EFL  eft  égal  i 
l'angle  ESP  >  à  caufe  des  parallèles  HN  &  SP.  Or  l'an- 
gle  ESP  formé  par  une  tangente  &  par  une  corde,  a 
pour  mefure  SA  (Liv.  I.  art.  x  29)  ,  qui  eft  la  moitié  de 
l'arc  SAP  foutenu  par  la  corde  SP  ;  donc  il  eft  égal  à 
l'angle  SCA  »  &  par  conféquent  les  deux  angles  SCA 
&  EFL  font  égaux  ;  donc  les  deux  triangles  CML  &  FLE 
font  femblables  ;  donc  les  côtés  homologues  font  pro- 
portionels  ;  ces  côtés  homologues  font  CS  &  EF  d'u- 
ne part  ;  &  de  l'autre  ,  SM  &  EL.  On  a  donc  la  propor- 
tion CS.  EF  :  :  SM.  EL-  Or  le  rayon  CS  eft  égal  à  l'au- 
tre rayon  CD  ,  &  ce  dernier  rayon  eft  égal  à  la  Iigoe 
HN ,  parce  que  ce  font  deux  perpendiculaires1  entre  les 
parall.  GD  &  AB  :  d'ailleurs  la  ligne  EL  eft  égale  à  GH; 
donc  au  lieu  de  la  proportion  précédente  >  on  aura  HN, 
EF  :  :  SF.  GH ,  &  alternàndo,  HN.  SM  :  :  EF,  GH. 
Mais  à  la  place  de  HN  &  SN,  on  peut  prendre  les  cir- 
conférences dont  ces  lignes  foat  les  rayons  >  lefquelles 
font  en  même  raifon  ;  ainfi  en  marquant  ces  circonfé* 
rences  en  cette  manière  OHN  OSM ,  on  aura  encore 
la  proportion  »  OHN.  OSM  ;  :  EF.  GH  ;.  donc  le  pro* 
duit  des  extrêmes  GH  x  OHN  eft  égal  au  produit  des 
moyens  EF  x  OSM,  Or  le  premier  produit  eft  égal  a  la 
furface  cylindrique  décrite  par  GH  (  24  )  ,  &  le  pro- 
duit des  moyens  eft  égal  à  la  furface  du  cône  décrite  par 
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h  tangente  EF  (46) ,  puifque  le  point  S  étant  le  mf-  Fig%  ?# 
lieu  de  la  ligne  EF,  la  circonférence  OSM  eft  également 
éloignée  des  deux  bafes  du  cône  tronqué  ;  donc  ces  deux 
furfaces  font  égales.  Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

On  voit  que  la  dernière  propofition  de  laquelle  on 
déduit  immédiatement  la  propofition  à  démontrer  eft 
celle-ci ,  la  circonférence  de  la  bafe  du  cylindre  eft  à  la 
circonférence  du  cône  tronqué  également  éloignée  de 
fes  deux  bafes ,  comme  le  côté  du  cône  eft  à  la  hauteur 
du  cylindre ,  laquelle  proportion  eft  marquée  en  cette 
manière ,  OHN.  OSM  :  :  EF.  GH. 

Théorème     I. 

57.  La  fur  face  d'unefphtre  tft  égale  à  lafuperficu  con& 
yexe^du  cylindre  circonferit. 

Démonstration. 

Soit  la  demi  circonférence  ÀDB  qui  foit  environnée  Fig.  ti 
de  plufieurs  tangentes  S ,  S ,  S ,  &c.  qui  touchent  la  de- 
mi-circonférence ,  enforte  que  le  point  de  contingence 
et  chacune  foit  également  éloigné  de  fes  extrémités; 
foit  aùflï  la  tangente  EF  égale  &  parallèle  à  Taxe  AB.  Si 
on  conçoit  que  la  demi-circonférence  tourne  autour  de 
l'axe  AB  avec  les  petites  tangentes  S ,  S ,  S ,  &  la  ligne 
EF  ,  on  verra  que  les  petites  tangentes  décriront  des 
furfaces  de  cônes  tronqués ,  &  que  la  ligne  EF  décrira 
la  furface  d'un  cylindre  circonferit.  Or  fi  on  tire  les  li- 
gnes de >  de,  de s  &c»  qui  partent  par  les  extrémités  des 
tangentes ,  &  qui  foient  perpendiculaires  à  l'axe  AB  & 
à  la  ligne  parallèle  EF  »  ces  perpendiculaires  diviferont 
la  ligne  EF  en  plufieurs  parties  Ed  >dd  >dcLt  Sec.  qui 
ont  décrit  en  tournant  avec  la  demi-circonférence  des 
furfaces  cylindriques  >  qui  font  chacune  égales  aux  fuper- 
ficies  des  cônes  décrites  par  les  tangentes  correfpondan» 
tes  :  &  par  conféquent  la  furface  cylindrique  décrite  par 
la  ligne  entière  EF ,  qui  contient  toutes  les  parties  Èd , 
dd  >dd,ddt8cç9 eft  égale  à  la  foouoe  des fuperfiçies  dé- 
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Jpg-  8.  crites  par  les  petites  tangentes  S ,  S ,  S.  Mais*  fi  on  fup- 
pofe  les  tangentes  infiniment  petites,  elles  (e  confon- 
dront avec  la  demi-circonféredce  ;  ainfi  elles  décrira* 
la  furface  de  la  fphere  ;  &  par  conséquent  la  furface  de 
la  fphere  eft  égale  à  la  fuperficie  convexe  du  cylindre 
circonfcrit.  Ce  qu'il  falloit  démontrer.  On  peut  faire 
contre  ce  Théorème  une  objeftion  qui  eft  fort  fpécieufe. 
La  voici  :  les  élémens  de  la  furface  convexe  du  cylindre 
font  une  infinité  de  circonférences  égales  à  celle  de  h 
bafe ,  dont  le  nombre  eft  mefuré  par  celui  des  points  de 
la  hauteur  qui  eft  le  diamètre  de  la  fphere  :  &  les  élé- 
mens de  la  furface  de  la  fphere  font  auffi  une  infinité  de 
circonférences  qui  vont  en  augmentant  jufqu'à  celle  du 
milieu  de  là  hauteur,  &  enfuite  en  diminuant  jufqu'au 
fommet  de  la  fphere  ;  &  le  nombre  de  ces  circonfé- 
rences eft  auffi  mefuré  par  le  diamètre  qui  eft  la  hau- 
teur du  cylindre.  Or  il  paroît  que  la  fomme  de  ces  cir- 
conférences inégales  ne  peutxompofer  une  furface  égale 
à  celle  du  cylindre ,  puifque  le  nombre  des  circonfé- 
rences étant  le  même  de  part  &  d'autre ,  il  n'y  en  i 
qu'une  feule  de  la  fphere  ,  fçavoir ,  celle  du  milieu , 
qui  foit  égale  à  celle  du  cylindre.  Donc  la  furface  de  la 
fphere  eft  moindre  que  celle  du  cylindre. 

Réponfe.  Ces  circonférences  ne  forrt  pas  des  lignes 
.fans  épaifleur  ou  hauteur  ;  autrement  elles  ne  pourroient 
xompofer.les  furfaces  de  ces  folides.  Or  en  fuppofant 
les  hauteurs  de  ces  circonférences  égales  dans  les  deux 
;  corps ,  on  conçoit  que  les  circonférences  de  la  fphere, 
quoique  plus  petites ,  peuvent  préfenter  autant  de  fur* 
faces  que  celle  du  cylindre ,  à  caufe  que  les  furfaces  des 
premières  font  inclinées  en  un  talus,  comme  celles  des 
cônes  tronqués  ;  au  lieu  que  celles  des  circonférences 
du  cylindre  font  droites ,  c'eft-àdire  ,  perpendiculaires: 
il  n'y  a  que  la  circonfér.  du  milieu  de  la  fphere  qui  foit 
taillée  comme  celles  du  cylindre. 

Nous  avons  dit  qu*on  conçoit  que  les  furfaces  (laté- 
rales )  des  circonfér.  de  la  fphere  peuvent  être  égales  i 
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celles  des  circonfér.  du  cylindre ,  mais  la  démonfixation 
du  fécond  Lemme  fait  voir  que  les  premières  font  effec- 
tivement égales  aux  autres  *  puifque  les  premières  font 
décrites  par  des  obliques ,  comme  EF  ,  fig.  14  >  &  les 
autres  par  des  perpendiculaires ,  telles  que  GH ,  en  fup» 
pofant  ces  deux  fortes  de  lignes  infiniment  petites. 

Corollaire    I. 

58.  La  furface  de  la  fphere  eft  égale  au  produit  de 
fon  diafrietre  par  la  circonférence  d'un  grand  cercle  t 
car  nous  venons  de  (aire  voir  que  la  furface  de  la  fphe- 
re eft  égale  à  celle  du  cylindre  circonfcrit.  Or  pour  avoir 
la  furface  du  cylindre  circonfcrit  »  il  faut  multiplier  la 
hauteur  (24) ,  qui  eft  le  diamètre  de  la  fphere ,  par  la 
circonférence  de  la  bafe ,  qui  eft  aulli  un  grand  cercle  de 
|a  fphere;  par  conséquent  pour  avoir  la  furface  de  la 
fphere ,  il  faut  multiplier  fon  diamètre  par  la  circonfé- 
rence d'un  de  fes  grands  cercles. 

Corollaire    IL 

5*9.  La  furface  de  U  fphere  eft  quadruple  d'un  grand 
cercle  :  car  pour  avoir  la  furface  d'un  grand  cercle ,  il 
faut  multiplier  le  rayon  par  la  moitié  de  la  circonféren- 
ce (Liv.  IL  art.  142)  ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même  ,  il 
faut  multiplier  la  moitié  du  rayon  ou  le  quart  du  dia~ 
jnetrepar  la  circonférence  d'un  grand  cercle  de  la  fphere* 
Mais  on  vient  de  démontrer  que  la  furface  de  la  fphere 
>eft  égale  au  produit  du  diamètre  entier  par  la  circonf. 
d'un  grand  cercle  ;  par  conféquent  la  furface  d'un  grand 
.cercle  de  la  fphere ,  &  celle  de  la  fphere  même ,  font 
comme  ces  produits.  Or  ces  produits  ayant  tous  deux 
Ja  circonférence  d'un  grand  cercle  pour  une  de  leurs  ra- 
cines ,  font  comme  les  autres  racines  qui  font  le  quart 
du  diamètre  d'une  part ,  &  le  diamètre  entier  de  l'autre  ; 
-ainfi  la  furface  du  grand  cercle  eft  à  celle  de  la  fphere  » 
comme  le  quart  du  diamètre  eft  au  diamètre  ;  donc  la 
furface  de  la  fphere  eft  quadruple  d'un  grand  cercle. 
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CoiOLLAIRI      III. 

60.  La  fuperficie  convexe  du  cylindre  circonicrit; 
étant  égale  à  la  furface  de  la  fphere  »  elle  doit  contenir 
quatre  grands  cercles  de  la  fphere  »  auxquels  fi  on  ajou- 
te les  deux  bafes  du  cylindre ,  qui  font  auffi  des  grands 
cercles  de  la  fphere ,  la  fuperficie  totale  du  cylindre  fe- 
ra égale  à  fix  grands  cercles  de  la  fphere  ;  ainfi  la  furface 
totale  du  cylindre  »  y  compris  les  bafes  ,  eft  à  celle  de  la 
fphere  infcrite ,  comme  6  eft  à  4 ,  ou  comme  3  eft  à  2: 
mais  dans  la  fuite  nous  démontrerons  (135")  que  la  fo- 
lidité  du  cylindre  eft  auffi  à  celle  de  la  fphere ,  comme 
3  eft  à  2  ;  par  conféquent  la  furface  du  cylindre ,  y  com- 
pris les  bafes ,  eft  à  celle  de  la  fphere  infcrite ,  comme 
la  folidité  du  cylindre  eft  à  la  (blidité  de  la  fphere. 

Archymede  ayant  découvert  ce  que  nous  venons  de 
démontrer  fur  la  furface  du  cylindre ,  &  celle  de  la  fphe- 
re dans  le  Théorème  &  les  Corollaires  précédera,  en 
fut  fi  fatisfait ,  &  fur- tout  du  troifieme  Corollaire ,  qu'il 
voulut  qu'on  repréfentâc  fur  fon  tombeau  un  cylindre 
circonfcrit  à  une  fphere. 

Corollaire    IV. 

61.  La  furface  de  la  fphere  eft  égale  à  celle  d'un  cer- 
cle qui  a  pour  rayon  le  diamètre  de  la  fphere ,  ou ,  ce 
qui  revient  au  même  »  qui  a  un  diamètre  double  de  ce- 
lui de  la  fphere.  Car  la  furface  de  la  fphere  eft  quadru- 
ple du  grand  cercle  de  la  fphere  ,  c'eft-à-dire ,  du  cercle 
qui  a  le  même  diamètre  que  la  fphere.  Or  le  cercle  qui 
a  un  diamètre  double  de  celui  de  la  fphere ,  eft  aufli  qua* 
druple  du  cercle  qui  a  même  diamètre  que  la  fphere  • 
puifque  les  cercles  font  comme  les  quarrés  des  diamètres. 

Corollaire    V, 

vig.  9.  92*  De  ce  (Iue  nous  avons  dit  ,  il  fuit  que  la  furface 
d'une  calotte  fphérique  ,  tel  que  IAL ,  eft  égale  à  la  fu- 
perficie cylindrique  dopt  la  hauteur  eft  égale  à  AX,  qui 

eft 
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feft  la  hauteur  de  la  calotte  ;  ainii  pour  avoir  la  furfacd 
d'une  calotte  fphérique ,  il  faut  multiplier  la  circonfé* 
rence_d5nn  grand  cercle  de  la  fphere  parla  hauteur  de  la 
calotte.  Par  la  même  raifon ,  pour  avoir  la  furface  d'une 
fcone,  comme  KILM»  terminée  par  deux  cercles  parallè- 
les ,  il  faut  multiplier  fa  hauteur  XY  par  la  circonferen* 
ce  d'un  grand  cercle  de  la  fphere» 

COROLLAIR    fi      VI» 

.  63 .  La  furface  d'une  fphere  eft  au  quarré  de  fort  dia- 
mètre >  comme  la  circonférence  eft  au  diamètre  :  car  la 
furface  de  la  fphere  eft  égale  au  produit  du  diamètre  pat 
la  circonférence  d'un  grand  cercle  >  &  le  quarré  du  dia- 
mètre eft  le  produit  du  diamètre  par  le  diamètre.  Or  ce* 
deux  produits  ont  une  racine  commune ,  fçavoir ,  le  dia- 
mètre delà  fphere  ;  donc  Us  font  entr'eux  comme  les  ra- 
cines inégales ,  qui  font  la  circonférence  d'une  part  >  & 
le  diamètre  dé  l'autre  ;  pat  cdnféqûent  la  furface  d'une 
fphere  eft  au  quarré  de  Ion  diamètre ,  comme  la  circon- 
férence eft  au  diamètre. 

Il  arrive  fouvent  aux  commençans  de  s'exprimer  mal 
en  parlant  des  furfaces  des  corps  :  ils  difent  »  par  exemple  » 
que  la  fphere  eft  égale  au  cylindre  circonfcrit ,  au  lieu  de 
dire  que  la  furface  de  la  fphere  eft  égale  à  celle  du  cylin- 
dre. Il  faut  donc  nommer  expreflement  la  furface  d'un 
corps  toutes  les  fois  qu'on  en  veut  parler.  Il  n'en  eft  pas 
de  même  de  la  folidité  .*  on  dit  fort  bien ,  par  exemple  » 
que  la  fphere  eft  les  deux  tiers-du  cylindre  circortlcrit* 
Cela  fignifie  la  même  chofe  que  fi  on  difoit  *  la  folidité 
de  la  fphere  eft  les  deux  tiers  de  celle  du  cylindre  »  parc* 
qu'un  corps  n'eft  autre  chofe  que  fa  folidité. 

Il  nous  refte  encore  à  parler  du  rapport  des  fuperficiôl 
des  corps  femblables ,  c'eft  ce  que.  nous  allons  faire. 

DU  RAPPORT    DES    SUPERFICIES 

des  folides  femblables* 

.78.  Deux  folides  font  appelles  fimfrtabUs ,  lorfqu^ilj 
IL  Partie*  N 
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ont  un  même  nombre  de  furfaces  femblables  qui  les  fe> 
minent  »  &  que  les  angles  folides  de  l'un  font  égaux  à  ceux 
de  l'autre  chacun  à  chacun ,  c'eft-à-  dire ,  que  les  angles 
plans  qui  forment  chaque  angle  folide  du  premier  font 
égaux  en  grandeur  &  en  nombre  à  ceux  qui  tonnent  l'an- 
gle folide  correfpondant  de  l'autre.  Afin  donc  que  deux 
corps  foient  femblables ,  il  ne  fuffit  pas  que  les  faces  de 
l'un  foient  femblables  aux  faces  de  l'autre  ;  autrement  un 
tetraede  feroit  femblable  a  un  odaedre.  Mais  il  faut  de 
plus  qu'il  y  ait  autant  de  faces  à  l'un  des  corps  qu'à  l'autre, 
&  que  les  angles  folides  de  l'un  foient  égaux  à  ceux  de 
l'autre ,  félon  que  nous  venons  de  le  dire. 

n 2.  Il  fuit  de  là  que  deux  corps  ne  peuvent  être  fem- 
blables ,  à  moins  qu'ils  ne  foient  de  même  efpece ,  ainfî, 
par  exemple,  un  prifme  ne  peut  pas  être  femblable  à  une 
pyramide ,  un  prifme  droit  à  un  prifme  oblique ,  un  prif- 
me oblique  à  un  autre  prifme  oblique  plus  ou  moins  in- 
cliné, un  prifme  triangulaire  à  un  prifme  pentagonal, 
&c.  En  un  mot ,  afin  que  deux  corps  foient  femblables, 
il  faut  qu'ils  aient  la  même  figure,  &  qu'ils  ne  différent 
entr'eux  que  parce  que  l'un  a  plus  de  folidité  que  l'autre. 
73.  Remarquez  que  lorfque  deux  corps  font  fembla- 
bles ,  les  lignes  tirées  dans  l'un  de  ces  corps  font  propos 
tiqnnelles  aux  lignes  correfpondantes ,  ou  femblable- 
ment  tirées  dans  l'autre ,  enforte  que  fi  dans  le  premier 
corps  une  de  ces  lignes  eft  double  ou  triple  de  la  corref» 
pondante  dans  le  fécond  ,  les  autres  lignes  du  premier 
feront  auffi  doubles  ou  triples  de  leurs  correfpondantes 
dans  le  fécond  :  par  exemple,  (ï  deux  cylindres  font  fem- 
blables ,  les  hauteurs  font  proportionnelles  aux  circon- 
férences des  bafes  ou  à  leurs  rayons  :  c'eft  la  même 
chofe  dans  deux  cônes.  Cette  remarque  eft  la  même  que 
celle  que  nous  avons  faite  fur  les  polygones  femblables 
C  Liv.  II.  Art.  58  ). 

ThéorIme. 
74.  Lorfqut  deux  corps  font  ftmbfobUs ,  itsfup  erficia 
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/ont  m  râi/ôn  doublée  des  lignes  correfpondantes  *  ou  torri* 
me  les  quarrés  de  ces  lignes* 

On  parle  ici  des  fuperficies  ou  des  furfaces  totale*  i 
c*eft-à-  dire  qu'on  y  comprend  les  baies  &  les  faces  dei 
corps» 

DiMONJTRATÎON. 

Si  on  conçoit  que  ces  furfaces  totales  folent  devetop* 
pées  ,  il  eft  évident  que  les  développemens  feront  de* 
figures  femblables.  Or  les  figures  femblables  (  Liv.  IL 
Art.  17P  ) ,  font  entr'elles  en  raifon  doublée  des  lignes 
correfpondanres ,  ou  comme  les  quarrés  de  ces  lignes! 
ar  conséquent  les  furfaces  totales  des  corps  fertiblableS 
ont  en  raifon  doublée  des  lignes  correfpondantes  »  OU 
comme  les  quarrés  de  ces  lignes* 

Autre  démonftration  en  lettres.  Les  produifàns  de  ta 
Superficie  du  premier  corps  foient  appelles  A  ic  B ,  & 
ceux  de  la  fur  fa  ce  du  fécond  a  icb  ,  on  aura  la  propor- 
tion ,  A.  a  :  :  B.  b  ,  parce  que  ces  furfaces  étant  déva* 
loppées ,  offrent  des  figures  femblables  ,  &  d'ailleurs  lei 
produifàns  des  figures  femblables  font  proportionnel 
(  Liv.  IL  Art.  1 60  ).  Âinfi  en  prenant  le  produit  des  afl- 
técédens  &  celui  des  conféquens  »  ces  produits  AB  & 
<A  font  en  raifon  doublée  des  produifàns  homologue* 
(Liv.  IL  Art.  i$6).  Or  ces  produits  repréfententlesfd* 
perfides  des  corps  femblables.  Par  conféquent  ces  fu* 
Perfides  font  entr'elles  en  raifon  doublée  des  produifàns 
Homologues.  Mais  ces  produifàns  font  proportionnel* 
aux  lignes  correfpondantes.  (  Liv.  IL  Art,  163  ).  Donc 
les  furfaces  font  en  raifon  doublée  des  lignes  correfpon-* 
dantes ,  ou  comme  les  quarrés  de  ces  lignes. 

Corollaire, 

7?.  Les  fpheres  étant  des  corps  femblables ,  les  fupéf~ 
ficies  de  deux  fpheres  font  en  raifon  doublée  des  dia* 
mètres ,  ou  comme  les  quarrés  des  diamètres,  Veid  iXÊê 
démonftration  particulière  de  ce  Corollaire  i  felofl  1* 
premier  Corollaire  du  premier  Théorème  ,  U  (îttftf* 
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de  la  première  fpbere  eft  égale  au  produit  du  diametrt 
par  la  circonférence  d'un  grand  cercle  de  cette  fphere  » 
ou ,  ce  qui  eft  la  même  chofe ,  à  un  redangle  qui  a  pour 
hauteur  le  diamètre ,  &  pour  bafe  la  circonférence  d'un 
grand  cercle  ;  pareillement  la  fui  face  de  l'autre  fphere  eft 
égale  à  un  reéfcangle  qui  a  pour  hauteur  le  diamette  & 
pour  bafe  la  circonférence  a'un  grand  cercle  de  cette  fé- 
conde fphere.  Or  ces  deux  reâangles  font  femblables, 
puifque  les  hauteurs  qui  font  des  diamètres ,  font  comme 
lès  circonférences  qui  fervent  de  bafe  aux  reâangles  : 
par  conféquent  les  deux  reâangles  font  en  raifon  doublée 
des  diamètres  qui  font  les  hauteurs, ou  comme  les  quar- 
tes de  ces  diamètres  (Liv.  IL  Art.  161  &  171);  ainfiles 
furfaces  des  fpheres  font  aufïi  en  raifon  doublée  de  leuri 
diamètres,  ou  comme  les  quarrés  de  leurs  diamètres. 

Problème. 

75.  Trouver  à  peu  près  lafurface  £  une  fphere  dont 
on.connoît  le  diamètre. 

Cherchez  la  circonférence  d'un  grand  cercle  de  la  fphe« 
re  par  le  moyen  du  rapport  approché  du  diamètre  à  la  cir- 
conférence trouvé  par  Archimede ,  enfuite  multipliez  la 
circonférence  par  le  diamètre ,  le  produit  fera  la  furface 
de  la  fphere  :  par  exemple ,  fi  le  diamètre  eft  de  3  00  pieds 
il  faut  chercher  la  circonférence  qui  eft  9^2*  pieds  ,  la- 
quelle étant  multipliée  par  300,  donnera  au  produit 
282857  pieds  quarrés ,  plus  \  d'un  pied  quarré.  Ce  pro- 
duit eft  à  peu  près  la  furface  de  la  fphere  dont  le  dia- 
mètre eft  ae  300  pieds. 

Si  on  avoit  fuppofé  le  rapport  du  diamètre  à  la  cir- 
conférence égal  à  celui  de  1 1 3  à  3  5*7  ,  on  auroit  trouvé 
d'abord  192  -pj  pour  la  circonférence  d'un  grand  cercle 
du  globe ,  laquelle  étant  multipliée  par  le  diamètre  300, 
le  produit  auroit  été  282743  77.  Ce  produit  approche 
plus  de  la  furface  du  globe  »  que  le  premier  produit 
282857!. 

77.  Le  produit  qu'on  trouve  en  fe  fervant  de  l'un  8c 
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de  l'autre  rapport  eft  plus  grand  que  la  furface  qu'on 
cherche ,  parce  que  le  diamètre  étant  fuppofé  de  7  ,  la 
circonférence  eft  moindre  que  22  j  &  pareillement  le 
diamètre  étant  fuppofé  de  113  ,1a  circonférence  eft  un . 

S  eu  moindre  quejyy:  cela  vient  de  ce  que  le  rapport 
e  la  circonférence  au  diamètre  eft  plus  petit  que  celui 
de  22  à  7 ,  &  même  que  celui  3  y  y  à  1 1 3. 

80.  On  peut  auffi  chercher  la  furface  d'une  fphere 
par  une  proportion  dont  les  deux  premiers  termes  fôienc 
deux  nombres  qui  expriment  à  peu  près  le  rapport  du 
diamètre  à  la  circonférence ,  tels  que  font  11 3.  &  3  y  y  »  ' 
&  le  troifîeme  foit  le  quarré  du  diamètre  de  la  fphere 
dont  on  cherche  la  furface.  Ainfi  pour  trouver  la  furfa- 
ce de  la  fphere  dont  le  diamètre  eft  300 ,  je  ferai  la  pro- 
portion 113  .  35-5:  :„•  50000  .  x  :  le  quatrième  terme 
qu'on  trouvera  fera  un  peu  plus  grand  que  la  furface 
cherchée ,  parce  que  le  conféquent  3  y  y  eft  un  péu'trop 
grand ,  comme  nous  l'avons  dit. 

Voici  la  raifon  de  cette  méthode  :  les  quarrés  des  dia- 
mètres font  entt'eux  comme  les  furfaces  dus  fpheres* 
Ainfi  le  quarré  de  1 1 3  eft  au  quarré  de  3  OO  >  comme 
la  furface  de  la  fphere  dont  le  diamètre  eft  1 1 3  ^  eft  à 
celle  de  la  fphere  dont  le  diamètre  eft  300.  Or.  le  quar- 
ré du  diamètre  113  eft  113x113,  le  quarré  du  diamè- 
tre 300  eft  90000,  &  la  furface  de  la  fphere  qui  a  pour 
diamètre  113  eft  3  y  y  x  1 1 3  (  y  8  ).  Voici  donc  la  pro- 
portion,  11 3-t-i  13  ::<?00$q  ::3yyxiI3  .#, ou *Zfer- 
nando,  113x113. 3  yyxii3  ::  90000.*.  Or  les  deux 

Î>remiers  termes  de  cette  proportion  font  en  même  rai- 
bn  que  113  &  3  c y ,  puifque  ces  deux  termes  font  les 
produits  des  nombres  1 1 3  &  3yy  multipliés  l'un  &  l'au- 
tre par  il  3.  On  peut  donc  mettre  ces  nombres  à  la 
place  des  deux  premiers  termes  :.  &  pour  lors  la  der- 
nière proportion  fera  réduite  à  celle-ci  *  11 J  .  3yy  :i 
90000 .  x. 

81.  Ces  deux  méthodes  peuvent  auffi  fervir  à  trou- 
ver la  furface  d'un  cercle  dont  on  çonnoît  le  diamètres 

Niij 
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car  lg  fuperficie  de  la  fphere  eft  quadruple  de  celle  d'un 
cercle  qui  a  le  même  diamètre  que  la  fphere.  Et  par 
çonféquent  fi  après  avoir  trouvé  la  fuperficie  de  la  fphe- 
re on  en  prend  le  quart ,  on  aura  la  furface  du  cercle, 

DES  SOLIDES  OU  CORPS  CONSIDÉRÉS 

félon  leur  folidité. 

En  traitant  de  la  folidité  des  corps ,  nous  parlerons 
»*•  de  leur  égalité ,  3#.  de  leur  mefure ,  j,°.  de  leur  rap- 
port, 

DE  LÉGALITÉ  DES  SOLIDES. 

$2,  De  même  que  ta  furface  eft  compofée  de  lignes» 
le  corps  eft  aufli  compofé  de  furfaces,  ou  plutôt  de  tran- 
che? d'une  épaiflèur  infiniment  petite  :  par  exemple ,  le 
prifme  eft  compofé  d'une  infinité  de  tranches  égales  & 
parallèles  à  la  bafe  :  on  nomme  ces  tranches  élémens  des 
fol  ides  ;  dans  les  prifmes  &  les  pyramides  ces  élémens 
font  des  prifmes  droits  d'une  hauteur  indéfinie  ,  &  tou- 
jours divifiblç. 

En  comparant  deux  corps ,  nous  fuppoferons  toujours 
que  les  élémens  de  l'un  ont  une  hauteur  ou  épaiflèur 
égales  à  celle  des  élémens  de  l'autre. 

83,  Nous  avons  fait  voir  en  parlant  des  furfaces, 

3u'en  multipliant  une  ligne  par  une  autre  ,  le  produit 
onne  une  furface  ;  mais  fi  on  multiplie  une  furface  par 
une  ligne ,  le  produit  eft  un  folide  :  par  exemple  ,  fi  on 
multiplie  la  bafe  d'un  prifme  par  fa  hauteur ,  c'eft-à-dire , 
fi  on  prend  la  bafe  du  prifme  autant  de  fois  qu'il  y  a  de 
points  dans  fa  hauteur ,  le  produit  kr^  le  prifme. 

$4«  Si  on  confidéroit  la  furface  fans  aucune  épaiflèur. 
une  infinité  de  furfaces  pofées  les  unes  fur  les  autres  *  ne 
pourraient  produire  une  folidité,  C'eft  pourquoi  on  re- 
garde ici  U  furface  comme  ayant  une  épaiflèur  ou  hau- 
teur infiniment  petite  ?  &  à  proprement  parler .  ç'çft  plu* 
tôt  une  tranche  qu'une  furface, 
8j«  LQrfqu'Qn  dit  que  deux  corps  ou  folides  font 
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égaux  ,  cela  s'entend  toujours  de  leur  folidité ,  enforte 


premier  eft  égale  à  celle  du  fécond  :  pour  s'exprimer 
avec  plus  de  précifîon ,  on  dit  quelquefois  que  les  corps 
font  égaux  en  folidité ,  mais  cela  n'eft  pas  néceflaire, 

86.  Avant  de  pafler  au  Théorème  fuivant ,  il  eft  à 
propos  de  remarquer  que  c'eft  la  même  chofe  dédire 
que  deux  corps  ont  une  même  hauteur ,  ou  qu'ils  font 
compris  entre  deux  plans  parallèles  ;  enforte  que  quand 
deux  corps  ont  des  hauteurs  égales ,  ils  peuvent  toujours 
être  compris  entre  deux  plans  parallèles  ;  &  réciproque- 
ment Iorfque  deux  corps  peuvent  être  compris  entre  des 
plans  parallèles ,  ils  ont  des  hauteurs  égales. 

Théorème   I. 

87.  Deux  prifmes  de  même  bafe  &  de  mime  hauteur 
font  égaux  ,foit  qu'il  y  en  ait  un  droit  fir  Vautre  oblique  t 
foit  que  tous  les  deuxfoient  droits  ou  obliques. 

Démonstration. 

Deux  prifmes  font  égaux ,  lorfqu'ils  ont  le  même 
nombre  d'elémens  égaux.  Or  deux  prifmes  de  même 
bafe  &  de  même  hauteur,  ont  un  même  nombre  d'elé- 
mens égaux.  i°.  Ils  ont  des  élémens  égaux,  puifque 
les  bafes  font  fuppofées  égales.  20.  Le  nombre  de  ces 
élérnens  eft  égal  dans  les  deux  prifmes ,  à  caufe  qu'ils  ont 
même  hauteur  2  donc  les  deux  prifmes  font  égaux  en  fo- 
lidité. Ce  qu'il  falloir  démontrer, 

88.  On  voit  aifément  que  la  même  démonftration 
peut  être  appliquée  à  deux  cylindres  de  même  bafe  & 
de  même  hauteur;  &  même  fi  on  compare  un  piifme 
avec  un  cylindre ,  on  démontrera  de  la  même  manière  , 
qu'ils  font  égaux ,  lorfqu'ils  ont  des  bafes  &  des  hauteurs 
égales.  Dans  les  prifmes  &  les  cylindres  même  obli- 
ques ,  il  faut  concevoir  que  les  éiçmens  font  des  prifmes 
#u  des  cyliedres  droits* 

Niv 
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8p.  Il  paroît  d'abord  difficile  à  comprendre  qu'un  cy- 
lindre droit  foie  égal  à  un  cylindre  oblique  de  même 
bafe  &  de  même  hauteur  :  car  le  cylindre  oblique  eft 
plus  long  que  le  cylindie  droit  ;  d  ailleurs  ,  s'ils  ont  mê- 
me bafe  ,  ne  font  ils  pas  nécefïairement  de  pareille  grof- 
feur  ?  Ainfî  le  cylindre  oblique  a  plus  de  folidité  que 
l'autre. 

Il  eft  vrai  que  les  cylindres  ayant  même  hauteur, 
l'oblique  eft  plus  long  que  le  droit;  mais  auflTi  il  a  moins 
de  grofleur ,  quoique  les  bafes  foient  fuppofées  égales , 
parce  que  la  bafe  ne  mefurepas  la  grofleur ,  lorfque  le 
contour  n'eft  pas  perpendiculaire  à  la  bafe  ,  puifque  la 
grofleur  eft  d'autant  moindre ,  que  le  contour  eft  plus 
oblique  fur  la  bafe*  Il  faut  juger  des  cylindres  comme 
des  parallélogrammes  dont  la  bafe  demeurant  la  même» 
la  largeur  eft  d'autant  moindre ,  que  les  côtés  font  plus 
obliques  fur  la  bafe.  Il  faut  dire  la  même  chofe  du  prif- 
me  droit  comparé  au  prifme  oblique. 

89.  B.  On  démontre  dans  ce  Théorème  que  C  deux 
prifmesont  même  bafe  &  même  hauteur ,  ils  font  égaux. 
On  peut  dire  réciproquement  que  s'ils  font  égaux,  & 
qu'ils  aient  même  nauteur ,  ils  ont  aufïî  même  bafe  :  car 

Euifqu'ils  font  égaux  quand  ils  ont  même  bafe  &  même 
auteur,  il  eft  évident  que  fi  ayant  même  hauteur ,  l'un 
«voit  une  bafe  plus  grande  ou  plus  petite  que  l'autre, 
ils  ne  feroient  plus  égaux.  Pareillement  s'ils  font  égaux 
&  qu'ils  aient  même  bafe ,  ils  auront  même  hauteur. 
Ainii  de  ces  trois  conditions  de  deux  prifmes  compa- 
rés enfemble ,  être  égaux ,  avoir  des  bafes  égales ,  avoir 
des  hauteurs  égales,  deux  étant pofées,  la  troifieme  s'en- 
fuit ;  il  en  eft  de  même  des  cylindres,  foit  qu'on  les 
compare  entr'eux  %  foit  qu'on  compare  un  prifme  avec 
vu  cylindre* 

Théorème     II. 

90,  Deux  pyramides  demtme  bafe  Gr  de  même  hauteur 
font  égalas  y  foit  qu'il  y  en  ait  une  droite  £r  Vautre  oblique  h 
jQit  £2tf  tQMts  les  deux  foient  droites  ou  obliques,. 
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Démonstration.  # 

Soient  les  pyramides  de  la  figure  10  que  l'on  fuppofe 
de  même  bafe  &  de  même  hauteur  ;  je  dis  qu'elles  font 
égales.  Il  n'y  a  qu'à  faire  voir  qu'il  y  a  autant  d'élémens 
dans  l'une  que  dans  l'autre ,  &  que  les  élémens  de  l'une 
font  égaux  aux  élémens  correfpondans  de  l'autre.  i°.  Il 
y  a  même  nombre  d'élémens  dans  les  deux  pyramides , 
parce  qu'elles  font  fuppofées  avoir  des  hauteurs  égales. 
2°.  Les  élémens  de  l'une  font  égaux  aux  élémens  corref- 
pondans de  l'autre  :  car  fuppofons  que  ces  pyramides 
fbient  entre  deux  plans  parallèles  ,  &  qu'elles  foient 
coupées  par  un  troifieme  plan  parallèle  aux  deux  pre- 
miers, lequel  forme  les  feâions  ou  les  furfaces  cor* 
refpondantes  g  Se  h.  Voici  comme  nous  démontrerons 
que  ces  furfaces  ou  tranches  correfpondantes  foht  éga- 
les :  à  caufe  du  troifïeme  plan  parallèle  »  les  deux  côtés  Fig.io* 
AB  &  Ai  de  la  première  pyramide  font  proportionnels 
aux  côtés  DE  &  De  de  la  féconde  ;  ainfi  on  a  la  propor- 
tion AB.  Ab  :  :  DE.  De,  Mais  dans  la  première  pyrami- 
de les  deux  triangles  femblables  BAC  &  bAc  donnent 
la  proportion ,  AB.  Ab  :  :  BC.  bc.  pareillement  dans  la 
féconde  pyramide ,  DE.  De  :  ;  EF .  tf.  Or  dans  la  féconde 
&  la  troifieme  proportion  les  deux  premières  raifons 
font  égales ,  comme  il  paroît  par  la  première  propor- 
tion ;  donc  les  deux  dernières  raifons  font  aufli  égales  ; 
c'eft-à-dire ,  qu'on  a  la  quatrième  proportion  BG.  bci  : 
EF.  zf;  par  conféquent  les  quarrés  de  ces  lignes  font  en- 

*— x —  X 1 X 

core  proportionnels  ;  ainfi  BC.  bc  :  :  EF.  ef.  Or  la  bafe 
G  &  la  tranche  g  de  la  première  pyramide  font  des  po- 
lygones femblables  ;  par  conféquent  ces  figures  font 
comme  les  quarrés  des  côtés  homologues  (  Liv.  II.  art. 

J7P),  dont  on  a  la  proportion  BC.ic::G.g.  Par  la 

—  X— X 

même  raifon  dans  la  féconde  pyramide,  EF .  ef:  :  H.  ft# 
Pans  ces  deux  dernières  proportions  les  premières  rai* 
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fons  ,  font  égales ,  à  caufe  de  la  proportion  précédente 

BC  bc  :  :  EF  .  ef;  donc  les  fécondes  raifons  font  aufli 
égales  ;  ainfi  G  .g  :  :  H  •  h ,  &  alttrnando  ,G.H:  :g+ 
h  ;  c'eft  à-dire ,  que  les  deux  bafes  font  comme  les  tran- 
ches correfpondantes  ;  ainfi  puifque  les  bafes  font  éga- 
les ,  les  tranches  le  font  aufli  i  donc  dans  les  pyramides 
de  même  bafe  &  de  même  hauteur  les  élémens  corref- 
pondans  font  égaux.  D'ailleurs  il  y  a  autant  d'élémens 
dans  Pune  que  dans  l'autre  ;  &  par  conféquent  ces  pyra- 
mides font  égales  en  folidité.  Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

Voici  en  peu  de  mots  à  quoi  fe  réduit  cette  déaionf- 
tration.  Les  deux  pyramides  ont  chacune  un  égal  nom- 
bre d'élémens ,  puifqu'elles  ont  même  hauteur.  D'ail- 
leurs les  élémens  de  l'une  font  égaux  aux  élémens  cor- 
refpondans de  l'autre  :  car  ces  élémens  correfpondans 
étant  à  égale  diftance  des  baies  »  ils  ont  le  même  rap- 
port à  ces  bafes ,  &  en  font  par  conféquent  des  parties 
femblables.  Or  les  bafes  font  fuppofées  égales.  Donc 
leurs  parties  femblables  font  aufli  égales.  Donc  les  élé- 
mens correfpondans  font  égaux.  Par  conféquent  les  py- 
ramides  font  égales. 

Dans  la  d  ?monftration  précédente  pour  prouver  que  ' 
les  élémens  correfpondans  font  égaux  ,  on  a  fuppofé  que 
ce  font  des  furfaces  :  néanmoins  ces  élémens  font  des 
tranches  qui  ont  quelque  épaiflèur  :  car  il  eft  impoflible 
que  de  (impies  furfaces  compofent  un  folide.  Mais  cela 
n'empêche  pas  la  force  de  la  démonftration ,  parce  que 
le  rapport  des  tranches  eft  le  même  que  celui  des  furfa- 
ces ,  en  fuppofant  que  ces  tranches  font  de  petits  prif- 
mes de  même  hauteur  :  car  lorfque  la  hauteur  de  deux 
prifmes  eft  la  même ,  il  eft  évident  qu'ils  font  entr'eux 
comme  les  bafes ,  enforte  que  (i  une  bafe  eft  double  de 
l'autre ,  un  des  prifmes  eft  aufli  double  de  l'autre. 

91.  Remarquez  qu'il  n'eft  pas  néceflaire  pour  la  vé- 
rité du  Théorème  ,  que  les  bafes  des  deux  pyramide* 
(eiéot  des  polygones  d'un  mémt  nombre  de  côtés  ;  â 
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fuffit  que  ces  bafes  foie  ne  égales  en  furtaces ,  quoique 
l'une  foit ,  par  exemple ,  un  exagone ,  &  l'autre  un  pen- 
tagone régulier  ou  irrégulier. 

£2.  Il  fuit  de- là  que  les  cônes  de  même  bafe  &  do 
même  hauteur  font  égaux ,  parce  que  les  cônes  ne  font 
que  des  pyramides  dont  les  bafes  font  des  polygones  ré- 
guliers aune  infinité  de  côtés. 

93.  Si  on  compare  une  pyramide  avec  un  cône ,  on 
peut  aflurer  que  ces  folides  font  égaux  lorfqu'ils  ont  mê- 
me bafe  &  même  hauteur.  Cela  eft  évident  par  rapport 
aux  pyramides  &  aux  cônes  »  comme  par  rapport  aux 
piifmes  &  aux  cylindres. 

9  3 .  £.  On  a  fait  voir  dans  le  Théorème  fécond  que  fi 
1  ^pyramides  ont  des  bafes  &  des  hauteurs  égales ,  elles 
font  égales  en  folidité  ;  réciproquement  fi  elles  font  éga- 
les &  qu'elles  aient  des  hauteurs  égales ,  leurs  bafes  font 
égales  ;  &  fi  les  pyramides  étant  encore  égales  k  les  ba- 
fes font  aufli  égales ,  elles  ont  des  hauteurs  égales.  Cela 
eft  clair  pour  les  pyramides  comme  pour  les  prifmes.  Il 
en  eft  de  même  descon^s ,  foit  qu'on  les  compare  en* 
tr'eux ,  foit  qu'on  compare  une  pyramide  avec  un  cône. 

Il  eft  prefque  impoflible  d'entendre  bien  la  démons- 
tration du  Théorème  fuivant ,  fans  avoir  un  prifme 
triangulaire  divifé  en  trois  pyramides ,  telles  qu'on  les 
fuppofe  dans  la  démonftration  ;  c'ëft  pourquoi  il  on  n'en 
a  point ,  il  faut  en  faire  un  de  cirç  ou  de  quelque  autre 
matière  qui  foit  facile  à  couper. 

ÎH  éORBME      III. 

94.  Une  pyramide  triangulaire  eft  le  tiers  dfun  prifme 
triangulaire  de  même  bafe  fy  de  mime  hauteur  que  lapyr** 
mi  de. 

BéMpNSTRATI    ON. 

Soit  le  prifme  triangulaire  CADEBF  ;  je  dis  qu'une  Fig.i  i, 
pyramide  de  même^bafe  &  de  même  hauteur ,   n'eft 

que  le  tiers  de  ce  prifme.  Ce  que  je  démqntre  ainfi  :  Si 
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on  conçoit  un  plan  qui  coupe  le  prifme  par  l'angle  A, 
cnforte  qu'il  paflè  par  les  diagonales  AE  &  AF  ,  la  fec- 
tion  formera  la  pyramide  EAFB ,  qui  a  la  même  bafe 
que  le  prifme;  fçavoir,  le  triangle  EBF,  &  quiaaulli 
la  même  hauteur  ,  puifqu'elle  a  le  même  coté  AB.  Pa- 
reillement fi  on  conçoit  qu'un  pian  coupe  le  refte  du 
prife  par  l'angle  F ,  en  paflant  par  les  diagonales  FA 
&  FC,  il  en  réfultera  deux  autres  pyramides,  dont  l'u- 
ne eft  AFCD ,  qui  a  pour  bafe  le  triangle  CAD ,  qui  eft 
l'autre  bafe  du  prifme ,  &  qui  a  auffi  même  hauteur 
que  le  prifme ,  puifqu'elle  a  le  même  côté  DF.  L'autre 
pyramide  qui  refaite  de  la  dernière  fe&ion ,  eft  ECAF , 
dont  la  figure  eft  fort  irrégtiliere.  Or  les  deux  premières 
Fig.ii.  pyramides  EAFB  &  AFCD  font  de  même  bafe  &je 
même  hauteur ,  puifqu'elles  ont  chacune  même  bafe  & 
même  hauteur  que  le  prifme  ;  donc  ces  deux  pyramides 
font  égales  entr'elles  :  d'ailleurs  fi  on  compare  la  fécon- 
de pyramide  AFCD  avec  la  troifiéme  ECAF ,  &  qu'on 
prenne  pour  bafe  de  la  féconde ,  le  triangle  FDC ,  & 
pour  bafe  de  la  troifiéme  le  triangle  CEF  »  on  trouvera 
que  ces  deux  pyramides  font  égales:  car  i°.  les  trian- 
gles qu'on  a  pris  pour  bafes  font  égaux ,  puifque  ce  font 
ces  moitiés  du  parallelog.  CEFD ,  qui  eft  une  des  faces 
du  prifme  ,  &  qui  a  été  divifé  également  par  la  diago- 
nale CF.  2°.  Ces  deux  pyramides  ont  même  hauteur» 
puifqu'elles  finifTent  au  même  point  A,  Donc  la  troifié- 
me pyramide  eft  aufli  égale  à  la  première  :  ainfi  les  trois 
pyramides  font  égaies  entr'elles  ;  par  conféquent  une  de 
ces  trois  pyramides ,  par  exemple  »  la  première  qui  a 
même  bafe  &  même  hauteur  que  le  prilrre  ,  n'eft  que 
1$  tiers  du  prifme.  Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

Corollaire    I. 

9 y.  Toute  pyramide  eft  le  tiers  d'un  prifme  de  même 
bafe  &  de  même  hautear  :  par  exemple ,  une  pyramide 
pentagonale  eft  le  tiers  d'un  prifme  pentagonal  de  même 
bafe  &  de  même  hauteur» 
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Démonstration. 

Si  d'un  point  pris  dans  la  bafe  du  prifme ,  on  con- 
çoit des  lignes  tirées  au  Commet  des  angles ,  qui  divU 
fent  le  pentagone  qui  fert  de  bafe ,  en  cinq  triangles ,  & 
que  le  prifme  pentagonal  foit  divifé  en  cinq  prifmes 
triangulaires ,  qui  aient  chacun  pour  bafe  un  des  trian- 
gles du  pentagone  :  fi  on  conçoit  de  même  que  le  pen- 
tagone qui  eft  la  bafe  de  la  pyramide ,  eft  divifé  en  cinq 
triangles  parfaitement  égaux  à  ceux  de  la  bafe  du  prifme , 
&  que  la  pyramide  pentagonale  eft  partagée  en  cinq  py- 
ramides triangulaires  de  même  hauteur  que  la  pyramide 
pentagonale  ,  qui  aient  chacun  pour  bafe  tin  des  trian- 
gles du  pentagone  ,  pour  lors  cnacune  des  pyramides 
triangulaires  fera  le  tiers  du  prifme  triangulaire  corref- 
pondant  •  comme  on  l'a  démontré  dans  le  Théorème  ; 
par  conféquent  la  pyramide  pentagonale  qui  eft  la  fom- 
me des  cinq  pyramides  triangulaires  ,  eft  le  tiers  du 
prifme  pentagonal ,  ou  de  la  fomme  des  cinq  prifmes 
triangulaires.    Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

On  voit  clairement  que  la  même  démonftration  peut 
s'appliquer  à  toute  pyramide  ,  quelle  que  foit  là  bafe , 
en  la  comparant  avec  un  prifme  qui  ait  même  bafe  & 
même  hauteur. 

Corollaire  1 1. 

96*  Le  cône  n'étant  qu'une  pyramide  dont  la  bafe  éft 
un  polygone  d'une"infinité  de  côtés ,  &  le  cylindre  n'é-J- 
tant  qu'un  prifme ,  il  s'enfuit  que  le  cône  eft  le  tiers  du 
cylindre  de  même  bafe  &  de  même  hauteur. 

97.  On  peut  remarquer  à  l'occafion  du  premier  Co- 
rollaire ,  que  la  fomme  de  plufieurs  prifmes  de  même 
hauteur  eft  égale  à  un  feul  prifme  dont  la  bafe  eft  égale 
à  celle  de  tous  les  autres  prifmes  pris  enfemble ,  &  la 
hauteur  égale  à  celle  de  ces  mêmes  prifmes-  Pareille- 
ment la  fomme  de  plufieurs  pyramides  de  même  hau- 
teur eft  égale  à  une  feule  pyramide  dont  la  bafe  eft  égale 
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à  la  fomme  des  bafes  des  autres  pyramides ,  &  la  hait- 
teur  égale  à  celle  de  ces  pyramides*  Cela  paroît  aflel 
clairement  après  tout  ce  qu'on  a  dit  jufqu'icié 

Il  eft  évident  qu'on  peut  dire  la  même  chofe  des  cy- 
lindres &  des  cônes, 

Nous  allons  propofer  une  autre  démonftration  pour 
faire  voir  que  toute  pyramide  eft  le  tiers  d'un  piifme  de 
même  bafe  &  de  même  hauteur.  Elle  ne  fuppofe  point  de 
figure  difficile  à  imaginer  comme  la  précédente. 

97»  B.  Four  cette  démonftration  nous  fuppoferoos 
d'abord  que  deux  pyramides  de  même  hauteur  font  en- 
d'elles  comme  leurs  bafes.  Que  l'on  conçoive  ces  deux 
yramides  divifées  dans  le  même  nombre  d'élémens* 
es  élémens  de  l'une  feront  à  ceux  de  l'autre  dans  le 
même  rapport  que  les  bafes  :  cela  a  été  prouvé  dans  la 
démonftration  de  l'art.  90.  Far  conféquent  les  pyrami- 
des de  même  hauteur  lont  aufli  comme  les  baies.  Ce 
rapport  eft  encore  plus  facile  à  appercevoir  dans  les 
prilmes  de  même  hauteur* 

97.  C.  Voici  une  autre  proportion  dont  nous  avons 
encore  befoin.  Une  pyramide  quarrée  dont  la  hauteur 
eft  la  moitié  du  côté  de  la  bafe ,  eft  le  tiers  du  prifme 
quai  ré  de  même  bafe  &  de  même  hauteur.  Il  faut  con- 
cevoir un  cube  divifé  en  fix  pyramides  égales  qui  aient 
toutes  leur  fommet  au  centre  du  cube ,  &  dont  chacune 
ait  pour  bafe  une  des  faces  du  cube  :  chacune  de  ces  py- 
ramides eft  la  fixiéme  partie  du  cube.  Par  conféquent  fi 
on  retranche  la  moitié  de  ce  cube  par  un  plan  parallèle 
à  la  bafe  ,  la  pyramide  de  même  bafe  &  de  même  hau- 
teur que  le  prifme  quarré  qui  reftera ,  fera  le  tiers  de  ce 
prifme ,  parce  que  cette  pyramide  eft  une  de  celles  du 
cube.  Or  la  hauteur  de  cette  pyramide  quarrée  eft  la  moi- 
tié du  côté  de  fa  bafe.  On  peut  donc  dire  en  général 
3u'une  pyramide  quarrée  dont  la  hauteur  eft  la  moitié 
u  côté  de  fa  bafe,  ou,  ce  qui  revient  au  même ,  qui  4 
le  côté  de  fa  bafe  double  de  la  hauteur ,  eft  le  tiers  d'ua 
prifme  quarré  de  même  bafe  &  de  même  hauteur. 
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P7»  D.  Cela  pofé  ,foit  une  pyramide  quelconque,  par 
exemple  pencagonale ,  je  dis  qu'elle  eft  le  tiers  d'un  prif- 
me  pencagonal  de  même  bafe  &  de  même  hauteur.  Car 
foie  une  autre  pyramide  quarrée  qui  ait  la  même  hau- 
teur &  donc  la  bafe  foit  un  quarré  dont  le  côté  foit  dou- 
ble de  la  hauteur  :  cette  pyramide  fera  le  tiers  d'un  prit 
me  quarré  de  même  bafe  &  de  même  hauteur.  C57  C), 
Les  deux  pyramides  ayant  l'une  &  l'autre  la  même  hau- 
teur, font  entr'elles  comme  leurs  bafes  (5)7  É);  c'eft- 
àrdire,  que  la  raifon  de  la  pyramide  pentagonale  à  la  py- 
ramide quarrée  eft  égale  à  celle  de  leurs  bafes.  Pareille* 
ment  la  raifon  des  deux  prifmes  pentagonal  &  quarré 
eft  égal  à  celle  de  leurs  bafes.  Or  la  dernière  raifon  de 
ces  deux  proportions  eft  la  même ,  parce  que  les  bafes 
des  prifmes  (ont  les  mêmes  que  celles  des  pyramides. 
Par  conféquent  les  deux  premières  raifons  de  ces  pro- 
portions font  égales ,  c'eft-à  dire  que  les  deux  pyrami- 
des font  entr'elles  comme  les  deux  prifmes  »  8cralternan- 
do,  la  pyramide  pentagonale  eft  à  fon  prifme  comme 
la  pyramide  quarrée  eft  au  fïen.  Or  la  pyramide  quarrée 
eft  le  tiers  de  fon  prifme  :  donc  la  pyramide  pentagonale 
eft  auffi  le  tiers  du  fïen. 

Théorème    IV. 

98.  Une  fphere  eft  égale  a jtne pyramide  ou  à  un  cont 
qui  a  pour  hauteur  le  rayo  n  de  la  fphere ,  êr  une  bafe  égale 
à  lafurface  de  lafphere. 

Démonstration. 

On  peut  concevoir  que  la  fphere  eft  compofée  d'une 
infinité  dp  pyramides  qui  ont  leur  fommet  au  centre  de 
la  fphere ,  &  dont  chacune  a  pour  bafe  une  partie  infi- 
niment petite  de  la  furface  de  la  fphere.  Or  la  fomme 
de  toutes  ces  pyramides  eft  égale  à  une  feule  pyramide 
ou  à  un  cône,  qui  auroit  une  hauteur  égale  à  celle  de 
toutes  les  pyramides  ;  fçavoir ,  le  rayon  de  la  fphere 
&  doat  la  bafe  feroit  égale  à  la  fomme  de  toutes  les  ba- 
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fes  des  pyramides  (97) ,  c'eft-à-dire ,  égale  à  la  furfactf 
de  la  fphere  :  donc  une  fphere  eft  égale  à  une  pyramide 
ou  à  un  cône  qui  a  pour  hauteur  le  rayon ,  &  pour  bafe 
la  fuperficie  de  la  fphere.  Ce  qu'il  falloic  démontrer. 

Après  tout  ce  que  nous  venons  d'établir  fur  l'égalité 
des  corps  folides  ,  on  entendra  facilement  ce  qu'il  y  a 
à  dire  fur  leur  mefure  ;  c'eft  pourquoi  nous  en  traite- 
rons en  peu  de  mots. 

DES  MESURES  DES   CORPS    OU  SOLIDES. 

pp.  Les  mefures  des  corps  font  des  toifes  cubiques, 
des  pieds  cubiques  ,  des  pouces  cubiques ,  &c.  Une  toife 
cubique  eft  un  cube  compris  fous  fix  faces ,  dont  cha- 
cune eft  une  toife  quarrée.  De  même  le  pied  cubique 
eft  un  cube  compris  fous  fix  faces ,  dont  chacune  eft  uo 
pied  quarré. 

Théorème. 

ïoo.  Lesprifmes  &  les  cylindres  droits  ou  obliques  font 
égaux  au  produit  de  leur  bafe  par  leur  hauteur. 

.   Démonstration, 

Soit  un  prifme  dont  la  bafe  ait  fix  pieds  quarrés  Se  ta 
hauteur  trois  pieds  en  longueur  ;  je  dis  que  la  folidité 
de  ce  prifme  eft  de  18  pieds  cubiques  (1 8  eft  le  produit 
de  la  bafe  par  la  hauteur.  > 
-Pour  le  démontrer,  il  faut  concevoir  que  le  prifme 
eft  partagé  en  autant  de  tranches  parallèles  à  la  bafe, 
qu'il  y  a  de  pieds,  dans  la  hauteur ,  c'eft-à-dire,  en  trois 
dans  cet  exemple  9  dont  chacune  ait  un  pied  de  hauteur. 
Cela  étant ,  il  eft  évident  que  les  trois  tranches  ayant 
la  même  bafe  que  le  prifme ,  chacune  contient  autant 
de  pieds  cubiques  que  la  bafe  contient  de  pieds  quarrés, 
c'eft  à-dire  ,  fix  ;  par  conféquent  les  trois  tranches  pri- 
fes  énfemble  contiennent  trois  fois  fix  ou  dix-huit  pieds 
cubiques  :  donc  la  folidité  d'un  prifme  eft  égale  au  pro- 
duit de  fa  bafe  par  fa  hauteur.  On  peut  appliquer  la  me* 
me  démonftration  au  cylindre» 

Corollaire. 
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Corollaire,    I. 

iôt.  Les  pyramides  &  lés  cônes  font  égaux  au  pro- 
duit dé  leur  bafe  par  le  tiers  de  leur  hauteur.  Cela  fuie 
de  ce  que  les  pyramides  &  les  cônes  font  le  tiers  des 

Êrifmes  &  des  cylindres  de  même  bafe  &  de  même 
auteur. 

Corollaire   II. 

102.  La  fphere  eft  égale  au  produit  dé  fa  fur&cepat 
le  tiers  de  fon  rayon  ;  car  une  fphere  eft  égale  à  un  conè 
oui  a  pour  hauteur  le  rayon  *  &  pour  bafe  la  fupérficie 
tielafphere(p8). 

Ce  que  nous  venons  de  dire  de  la  mefure  des  folides 
peut  fervir  à  trouver  la  folidité  de  tous  les  corps ,  parce 
qu'ils  peuvent  être  réduits  en  pyramides ,  de  même  que 
les  figures  planes  peuvent  être  réduites  en  triangles.  Noua 
allons  parler  à  préfent  du  rapport  des  folides. 

D  U    RAPPÔRf   DES    SOLtDËS 

tonfiâérês  Jdon  leur  fîlidité. 

1Ô3  •  Pour  connoître  le  rapport  des  folides ,  qh  fe  fert 
des  produifans.  On  entend  par  produifans  d'un  folide ,  les 
lignes  qu'il  faut  multiplier  pour  avoir  la  folidité. 

104.  Il  yen  a  trois  ;  car  d*abord  on  multiplie  deux 
lignes  l'une  par  l'autre,  afin  d'avoir  une  furrace  :  en- 
fuite  il  faut  multiplier  cette  furface  par  uue  trôifiemé  lignes 
&  ié  produit  de  la  folidité  du  corpsv  Par  exemple  * 
dans  un  prifme  tel  qu'eft  celui  de  la  Fig.  1 2 ,  les  deux  pre  • 
miers  produifans  font  la  longueur  CD  ,  &  la  largeur  1$Q 
c'eft-à  dire  les  deux  lignes  qu'il  faut  multiplier  pour  avoir 
la  bafe,  &  le  troifieme  eft  la  profondeur  ou  la  hauteur 
AB  d'un  prifme* 

ioj.  Lorfqu'il  s'agit  d'une  pyramide,   le  troifieme! 

{>roduifant  n'eft  pas  la  hauteur  entière  ,  iftiis  feulement 
e  tiers  de  la  hauteur  ,•  parce  que  pour  avoir  la  foïiditl 
IL  Partie*  Q 


2io        Livre     troiiiem*. 

d'une  pyramide ,  on  ne  multiplie  la  bafe  que  parle  tien 
de  la  hauteur.  Il  en  eft  de  même  pour  le  cône. 

106.  On  peut  auffi  ne  confidérer  que  deux  produi- 
fans  dans  un  folide  ;  fçavoir,  une  furface  telle  qu'eft  la 
bafe  du  corps,  &  la  ligne  par  laquelle  on  multiplie  la 
furface  afin  d'avoir  la  folidité  du  corps  :  dans  ce  cas  oa 
regarde  la  furface  comme  un  feul  produifant.  Nous  ver* 
rons  que  pour  trouver  le  rapport  des  corps ,  il  eft  quel- 
quefois utile  de  ne  conftdcrer  que  deux  produifans,  & 
que  d'autres  fois  il  en  fautconfidérer  trois. 

Pour  entendre  ce  que  nous  dirons  fur  le  rapport  des 
folides  ,  il  faut  fe  fouvenir  des  raifons  triplées  :  nom 
allons  en  répéter  quelque  chofe. 

107.  Une  raifon  triplée  eft  celle  qui  eft  conapofce  de 
trois  raifons  égales ,  ou,  ce  qui  eft  la  même  chofe,  c'eii 
le  produit  de  trois  raifons  égales.  Or,  pour  avoir  le  pro- 
duit de  trois  raifons,  il  faut  multiplier  les  trois  antécé* 
dens  l'un  par  l'autre ,  &  multiplier  de  même  les  trois 
conféquens  :  par  exemple ,  fi  on  a  les  trois  raifons  éga- 
les 7  »■£•  y  ^n  multipliant  les  trois  antécédens  &  les  trois 
conféquens»  on  aura  les  produits  12  Se  $6 ,  dont  la 
raifon  ~  eft  triplée  de  trois  premières. 

108.  Afin  qu'une  raifon  loit  triplée,  il  n'eft  pas  né- 
ceflfaire  que  les  raifons  compofantes  foient  exprimées  par 
différens  termes ,  elles  peuvent  être  toutes  trois  exprimées 
par  les  mêmes  termes  ;  par  exemple ,  au  lieu  de  trois  rai- 
fons compofantes  f  >  \  »  4  s  on  auroit  pli  prendre  les  fuivan- 
tes  \ ,  \ ,  \ ,  dont  la  raifon  triplée  eft  ,-~. 

109.  De*  là  il  fuit  que  la  raifon  qui  eft  entre  deux 
cubes  eft  triplée  de  celle  qui  eft  entre  les  racines  :  par 
exemple,  la  laifon  des  cubes  27  &  216  eft  triplée  de 
celle  des  racines  3  &  6.  De  même  la  raifon  des  cubes 
h  ttedi  eft  triplée  de  celle  des  racines  b  &cd.  La  manière 
la  plus  ordinaire  de  s'énoncer  pour  exprimer  cette  pro- 
priété des  cubes,  eft  de  dire  que  les  cubes  font  en  raifon 
triplée  des  racines.  *. 

Avant  de  propofer  lus  Thiorcmes  qui  regardent  le 
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fcappoit  4ei  corps  folides ,  il  faut  expofef  ici  lin  LefrH 
me  pareil  à  celui  que  nous  avons  démontré  fur  les  poly^ 
gones  femblables  (  Lm  II  art.  160  &  161)1 

•  -     * 

LEMME, 

t 

iio.  Lôrfque  deux  corps  font  femblahlcs  i  les  trois  prd* 
duifans  de  Vun  font  proportionnels  aux  trois  produifans  hd* 
molôgàes  de  Vautre  ;  enfôrte  quejï  oh  appelle  les  trois  pro- 
duifans  du  premier  ,  A ,  B ,  G ,  &  Us  trou  produifans  du 
fécond  ,à>b  hc9on  aura  les  proportions  A.  a  :  *  B.  b  :  :  C.  c« 

Cette  propofîtion  fe  aérhqntre  de  la  même  manière 
que  nous  avons  prouvé  (LHr.'II.  art.  ï6i  te  t6x)  qua 
deux  polygones  femblables  quelconques  ofit  leufs  pie- 
duifans  proportionnels.  Suppofons  donc  deux  corps 
femblables,  par  exemple  j  deux  globes;  je  dis  que  quoi- 
que l'on  ne  fçût  pas  quels  font  leurs  produifans ,  il  eft 
cependant  évident  que  les  produifans  de  l'un  font  Ûes 
lignes  correfpondantes  aux  produifans  de  l'autre  ;  & 
jpar  conféquedt  lés  prôdûitëas  dû  premier  font  propor* 
tionnels  à  ceux  du  fécond  (73)  >  enforte  que  C  les  troli 
produifans  d'un  globe  font  la  circonférence  d  un  dé  fes 
grands  cercles  ,  le  diamètre  &  le  tiers  du  rayon  ;  le* 
trois  produifans  de  l'autre  gtobe ,  font  aufli  la  circônfé- 
rente  d'un  de  fes  grands  cercles ,  le  diamètre  &  le  tieM 
du  rayon.  Il  eh  eft  de  même  de  tous  les  corps  femblà* 
blés  ,  réguliers  ou  irrégulierè; 

îii;  Remarquez  que  les  ptodùifaris  de  deux  tdfjte 
femblables  étant  des  lignes  correfpondantes ,  OU  *  ce 
qui  eft  la  même  chofe  des  lignée  fembletnefit  tirées  9 
il  s'enfuit  que  dans  deux  corps  femblables  les  pr'dduî- 
(ans  font  proportionnels  à  toutes  les  lignes  fêmblablé- 
inént  tirées  :  c'eft-à-dire ,  qu'un  produifanc  d'un  corps 
eft  au  prodiJiiànt  horfiolo&uè  de  l'autre  ,  comme  une  li- 
gne du  premier  eft  à  une  ligne  femblablement  tirée  du 
fécond.  Tout  cela  étant  préfuppofé ,  nous  allons  d'abord 
confidérer  les  folides*  comme  ayant  feulement  deux; 
torçduifanSé 

Oij 


\ 


2î2  . LîVre  -*Rcrtstri*»; 

Si  on  neconfidere  que  deijx  produtfans  daos  10  fo* 
lides ,  fçavoir ,  la  bafe  &  U  .hauteur  ,  ce  que  nous  ayooj 
dit  des  furfaces,  en  pariât  dd  leur.  tappûrfc,  cdmrienC 
aufli  aux  folides  ;  c'eft  ,pourqijoi  il  ti'eft  pas  néceflàire 
de  nous  étendre  beaucoup;  ' 

TrfioïiliB    I. 

112»  Icj  prifmes  font  emreux  comme  Us  produits  h 

leur  bafe  par .  leur  hauteur* 

1>  *  M   0    ïf  S  *  R   À   f   ION. 

Si  Ton  prend  deux .  prifmes ,  le  premier  çft  égal  au 
produit  de  fa  bafe  par  fa  hauteur  ;  &  de  même  le  fécond 
eft  égal  au  produit  de  fa  bafe  par/a  hauteur  ;  par  coofé* 
quent  le  premier  prifme  eft  au  fécond*  cornent*  le  pro- 
duit de  ta  bafe  du  premier,  par  fa  hauteur ,  eft  au  pro- 
duit de  la  bafe  du  fécond  par,  fa  hauretar* 

C  O  R  O   t    L  A  *  R  E     I. 

113,  Les  prifmes  qui  ont  des  bafes  égales  *  font  connut 
leurs  hauteurs  ;  car  lorfque  des  produits  coropofés  de 
deux  racines  en  ont  une  commune ,  ,ik  (ont  enjeux 
comme  ;les  racines  inégales.  ,Qr  les  prifmes  /ont  Cap* 
pofés  ici  avoir  une  raqi^comnume  ;  fçavoir»  la  bafe: 
donc  ils  font  entr'eux  comme  les  hauteurs  qui  (ont  la 
racines  inégales»  Réciproquement  fi  les  pctfmes  font 
comme  leurs  hauteurs ,  ils  ont  des  bafes  égales,  car  puis- 
qu'ils font  comme  leurs  hauteurs  quand  les  baies  font 
égales  ,  il  eft  évident  que  li  les  bafes  font'  inégales ,  ils 
ne  peuvent  plus  être  comme  leurs  hauteurs. 

Corollaire    IL 

114;  !Les  prifmes  qui  ont  des  hauteurs  égales,  font 
comme  les  bafes.  Ceft  kirxnéme  démonstration  que  ceBe 
du  Corollaire  précédent.  Réciproquement  fi  les  pri£ 
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mes. foo^CQp^e  les  bafe*  >  les  hauteurs  font  égales. 

ÇOKOLLÀÏRÈ      IL 

1 1  p  Lorfque  Ja  hauteur  &  la  bafe  d'un  prifme  font 
réciproques  à  1^  hauteur  &  à  la  bafe  d'un  autre  prifme  ft 
c'eft-à-dire,  lorfque  la  hauteur  du  premier  prifme  eft 
à  la  hauteur  du  fécond ,  comme  la  bafe  du  fécond  eft  à 
la  bafe  du  premier  ».  pour  lore  tes  deux'  prifmes  font 
égaux  :  car  dans  ce  cas  le  premier  prifme  eft  égal  au 
produiç  des  extrêmes  de»  la:  proportion  ,  &  le  fécond  eft 
çgal  au  produit  des  moyen» s  par  conféqoent  les  deuxT 
Irifmes  (ont  eg^ux.  Réciproquement  fi  Us  prifmes  font 

;gaux\,J^  hauteur  &  là  bafe  de  l'un  font  réciproques  à 
la  hauteuf  Sç  ^la  bafe  de  l'autre  ;  car  quand  les  produits 

(je  (Ceux;  grandeurs  fo»t  égaux  v  les  racines  de  run  font 
jjecipjoqyes  p.  cetlçs  de  l'autre^ 


•  •»  —  t> 


T  H  É  O  R  V  MX      II. 


.  2  \6.  .Les  frifints  font  en  raifort  cempofée  de  Itt'bafe  à  la 
bafe ,  fy '  Ae  l&  hauteur  à  la  hàuttur* 

D4MO.NS.TBiT10K...   1,    . 

:  Si,  on.  compare  la  bafo  du*  premier  prifme  â*  celle  du 
fécond,  &  qu'on  compare  de>même  la  hauteut;  en  pre- 
iuieç  $  |a  hauteur  du  fécond  >  on  aura  deux  ràifons  donc 
la  ba&,&  U  hauteur  du  premier  prifme  feront  les  anré- 
cédens ,  &  la  baie  &  la.  hauteur  du  fécond  fecônt  les 
cqnféquçgSt.Qr  le  premier  *  prifme  eft  égal  au  produit 
des  deux)  ^ntécédtns  %  8c  lé:  fécond  eft  égal  au  produit 
des  cftnféquçi)*»  amfîla  raison  de  ces  deux  pritmes  eft 
cofl^ofce  des  raifuos  4e  U  bafe  à  ta  bafe;  &  delà  hàu? 
tçuràkhatttfcur. 


f  T    w  i  •'  «  i 


) 


C  O  R  O  1   fX  l  K  E   ':t% 

.197,  Lo*ftjue  4e£lbefe*iopt  proportionnelle  aux 


3f4  I^IVnï  TROISIEME 

hauteuf»  f  cnfortç  que  Ja  bafc^de  l'un  eft  à  la  fcafe  de 
l'autre  f  comme  la  hauteur  du  premier  eft  à  la  hauteur 
dt|  fécond  ,  pour  lor$  les  «prifmes  font  en  raifon  doublé* 
dt  leurs  bafes  ou  de  leurs  hauteurs  :  car  dans  ce  cas  le* 
jaifons  çompofantes  étant  égales ,  la  raifon  des  prifmes 
qui  eft  cpmpofée  de  ces  raifons  égales ,  eft  néceflair^ 
jnent  doublée, 

Corollaire   IL 

il 8.  Lorfque  les  bafes  font  proportionnelles  aux  bain 
teurç,  comme  dans  le  premier  Corollaire;  le?  prifmes 
font  comme  les  q narrés  des  hauteurs  ':  car  on  vient  de 
f^ire  voir  que  dans  ce  cas  la  raïftxn  des  prifmes  eft  dou- 
blée dç  celle  des  hauteurs.  Or  la  raifon  des  quarrés 
4ç?  hauteurs  eft  aufli  doublée  de  celle  des  hauteurs  ;  par 
conféauent  la  raifon  des  pri&aei  eft  pour  lors  égale  à 
celle  des  quarrés  des  hauteurs. 

1 if.  Il  eft  çlfcif  que  ce  queiPon  vient  il e  dire  des  prif- 
mes dans  les  deux  Théorèmes  préçédens  &  leurs  Corol- 
l^irçs,  copyient  aufli  aux  cylindres ,  foit  qu'on  compa- 
re les  cylindres  entr'eux»  foit  qu'on  les  compare  avec 
(les  priimes, 

1 20.  Les  pyramides  étant  le  tiers  des  prifmes  de  rqê-i 
ipe  bafe  ft*  de  même  hauteur  ,  etWs  font  comme  ces  prit: 
mes  :  &  par  conséquent  tout  ce  que  l'on  vient  de  dire 
ctans  le?  deux  Théorèmes  <&ileurs  Corollaires  convient 
pux  pyramides,  U  en  eft  de  m<Jnfte  des  cone&  comparés 
entr^ux  ou  ivec  les  pyramides ,-  puisqu'ils  font  le  tiers 
descylincUes  de.mème  bafe  &  de  même  hauteur,  com- 
jnq  les  pyramides  font  le  :  tier*  des  prifmes*  Où  peut 
dope  dire,  pac  exemple,  que  les  pyramides  qui  ont 
menies  {pafes  pp  des  bafes  égales,  (ont  entr'ell  es  comme 
leurs  fiautçurs  ,  &  que  celles  qui  ont  même  hauteur 
font  comme  leyrs  bafes,  Ç'e#  |a  mêrrçç  çjiofe  pour  les 
çones.  **  "  "  ^ 

Nçttf  ^Iooji  parler  à -prêtent  des  rapports  ^ue  l'on 


["  KV 
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peut  connoître  en  confidérant  les  trois  produifans  des 
lolides. 

Théorème     III. 

121.  Veux  folides  font  en  raifon  compofée  des  trois  pro- 
duifans de  V  un  aux  trois  produifans  de  Vautre, 

Démonstration. 

Si  on  prend  deux  folides  ,  par  exemple ,  deux  prifroes," 
on  peut  confidérer  les  trois  produifans  de  l'un  comme  les 
aunécédens  de  trois  raifons ,  dont  les  produifans  corref- 
pondans  de  l'autre,  font  les  conféquens.  Or  le  premier 
prifme  eft  égal  au  produit  des  trois  antécédens ,  &  le  fé- 
cond prifme  eft  égal  au  produit  des  conféquens  :  donc  la 
raifon  de  ces  deux  prifmes  eft  compofée  des  trois  raifon» 
des  produifans  de  l'un  aux  produifans  de  l'autre.  Ce  qu'il 
falloit  démQptrer* 

COROL  LAI  RE     L 

122.  Si  les  trois  produifans  d'un  folide  font  propor- 
tionnels aux  trois  produifans  d'un  autre  folide ,  ces  corps 
font  en  raifon  triplée  des  produifans  du  premier  à  ceux  du 
fécond  :  car  on  vient  de  démontrer  que  la  raifon  de  deux 
folides  eft  compofée  des  trois  raifons  des  produifans  de 
l'un  aux  produifans  de  l'autre.  Or  on  fuppofe  dans  ce 
Corollaire,  que  ces  trois  raifons  font  égales;  ainfi  la  rai- 
fon des  deux  folides  eft  triplée ,  puifiju'elle  eft  compofée 
de  trois  raifons  égales. 

123.  Remarquez  qu'au  Heu  de  dire  que  les  folides  donc 
les  produifans  font  proportionnels ,  font  en  raifon  tri- 
plée des  trois  produifans  de  l'un  aux  trots  produîfaos 
de  l'autre  ,  on  pourroit  dire  que  ces  folides  font  en 
raifort  triplée  d'un  produisant  d'un  folide  au  produi- 
fànt  correfpondant  de  l'autre  :  car  les  trois  rapports  des 
produifans  du  premier  folide  aux  produifans  ou  fcçpod 
ctanc  égaux .  la  raifon  triplée  de  ces  trots  rapports  eft 

Oiv 
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aitf  Livre    troisième. 

|a  même  çhpfé^que  la  raifon  triplée  d'un  feul  (*q8), 

12^..  Si  les  trois  produifans  d'un  fôlide.font  encorç 
fuppolés  proportionnels  aux  trois  produifans  d'un  autrç 
folide ,  ces  deux  corps  font  entr'eux  comme  les  cubes 
des  produifans  correfpondans ,  par  exemple ,  des  hau- 
teurs :  car  par  le  Corollaire  précédent  &  fa  remarque, 
la  raifon  de  deux  corps  qui  ont  les  produifans  proportion- 
nels eft  triplée  du  rapport  des  produifans  correfpondans , 
par  exemple  ,  d«s  hauteurs.  Or  la  raifon  qui  eft  entre  les 
cubes  de  ces  hauteurs  eft  auffi  triplée  du  rapport  des  hau- 
teurs (109  )  ;  donc  la  raifon  qui  eft  entre  deux  corps  dont 
}es  produifans  font  proportionnels,  eft  égale  à  celle  de$ 
cube;  des  produifans  correfpondans. 

Corollaire      III, 

126.  Les  fblides  fernblables  font  en  raifon  triplée  des 
trois  produifans  dç  l'un  aux  trois  produifans  de  l'autre; 
ils  font  quffi  entr'eux  comme  les  cubes  des  produifans  ho- 
mologues. C'eft  une  fuite  évidente  des  deux  Corollaires 
précèdent  >  puifque  les  corps  fernblables  ont  les  produi-r 
fans  hotaologues  proportionnels  (  1 1  o  ). 

Corollaire    IV* 

127,  Puifque  les  produifans  correfpondans  de  deu* 
corps  fernblables  font  proportionnels  aux  côtés  homo- 
logues de  ces  corps ,  &  généralement  aux  ligne?  fembla- 
blement  tirées  (m)',  il»  s'enfuit  que  les  co/ps  fernblables. 
font  eh  raifon  triplée  des  lignes  femblabjement  tirées,  ou  • 
goaufle  les  cubes  de  ces  lignes.      ' 

Corollaire    V, 

,l£$%  Les fpheres font  en  raifon  triplée  d^leursi 


\ 
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mètres ,  ou  comme  les  cubes  de?  diamètres.  C'eft  unq 
fuite  évidente  du  précédent  Corollaire  >  parce  que  les 
fpheres  font  des  corps  ferablables ,  &  que  d'ailleurs  les 
diamètres  font  des  lignes  femblablement  tirées.  Si  on 
veut  une  démonstration  particulière  de  ce  corollaire  ,  en 
voici  une. 

Nous  avons  vu  que  pour  avoir  la  folidité  d'une  fphere  » 
il  faut  multiplier  la  furface  par  le  tiers  de  fon  rayon 
(102).  Or  la  furface  de  la  fphere  eft  égale  au  produit 
du  diamètre  par  la  circonférence  d'un  grand  cercle  (y  8); 
donc  les  trois  produifans  de  la  fphçre  font  la  circonfé^ 
rence  d'un  grand  cercle  ,  le  diamètre  &  le  tiers  du 
rayon*  Si  donc  on  compare  deux  fpheres.,  il  eft  évident 
que  les  preduifans  de  l'unq  font  proportionnels  au* 
produifans  de  l'autre  ;  par  conséquent  ces  fpkeres  font . 
entr*elles  en  raifon  triplée  des  dwneues,  ou  comme 
les  cubes  des  diamètres*:  par  ^empLe*»  fi  le  diamètre 
d'une  fphere  eft  d'un  pied,  &  quek^àtaroetxe  d'une  autre 
fphere  foit  de  deux  pied?  >  k  precaieie  de*  ces  fpheres 
eft  à  la  féconde  ,coaun»  i*eft  à  8.  (Ces  doux-nombres  font 
les  cubes  de  i  &  2  ).  De  même  flics  diamètres  de  àem 
fpheres  font  coxnme  3  &  J>  ces  fpheres  font  entrïeUe? 
comme  les  cubes  deqes  nombre,  c'eft-à-dire,  commet 
27  a  iay, 

I2p,  On  peut  voir  par-  là  quel  eft  le  rapport  de  far 
.  terre  au  Soleil ,  en  (uppofànt  que  l'on  connoît  le  rap- 
port de  leurs  diaraefres  :  car  le  diafnptïe  de  la  terre  étant! 
a  peu  près  à  celui  du  Soleil  comme  1  eft  à  zoo  \  il 
s'enfuit  que  ta  foji4ttâ *k  Ja  terr$ eftà  celle?  du  Sotôl  >% 
comme  J  eft  à  1 000000 ,  c'eft-à-idire  ;  que  le  Soleil-  ^ft- 
un  million  de  fois  plus  gros  que  la  terre.  P?reiUeme«çr  fol 
diamètre  de  la  t^rre  é&nt  prefque  à  celui  de  h  Lune  »i 
comme  4  çft  à,  1 ,  la  terre  eft  environ  64  fois  plu»  grà&deP 
que  la  Lune*  Je  dis  environ ,  parce  qt»ç  Iç  diamètre  dfe  fep 
terre  n'étant  pas  tout -à- fait  4  fois  plus  grand  que  celui> 
de  la  Lune ,  la  terre  ffeft  pas  non  plus  64  fbisiplps  grànd% > 


*i8  Livre    troisième. 

Selon  M.  de  la  H  ire  dans  fes  tables  aftronotniques, 
le  diamètre  de  la  terre  eft  à  celui  de  la  Lune  ,  comme 
;i2i  eft  à  33  ,  ou  comme  1 1  eft  à  3  ;  8c  par  conféquecc 
la  terre  eft  à  la  Lune ,  comme  le  cube  de  n  eft  au  cube 
de  3,  c'éft-à-dire,  qu'elle  eft  à  peu  près  49  fois  pïus 
grofle  que  la  Lune ,  en  fuppofant  ce  rapport  des  dia- 
mètres de  la  terre  &  <(e  la  Lune»  dont  fe  fert  M.  deU 
Hire. 

130,  Ce  rapport  des  fpheres  paroît  affei  furprenaac; 
nous  allons  ajouter  un  autre  exemple  du  rapport  des  corps 
femblables,  qui  ne  le  paroîcra  pas  moins.  Si  on  compare 
un  pied  cubique  avec  un  pouce  cubique ,  la  hauteur  du 
premier  corps  étant  à  celle  du  fécond ,  comme  1  Jt  eft  à  1 , 
leurs  folidités  feront  entr'elles  comme  le  cube  de  1 2 ,  qui 
f  û  ï  728 ,  çft  au  cube  de  1  ;  ainfi  un  pîçd.  cubique  contient 
11728  pouces  cubiques* 

131.  Remarquer  que  dans  la  comparaifon  de  deux 
fpheres  »  il  7  a  beaucoup  de  différence  entre  le  rapport 
des  circonférences  dé  s^  grands  cerdes ,  celui  des  furfaces 
de  ces  fpheres:, &  celui  de  leurs  ïofidîtés  :  car  i°,  les  cir- 
conférences des  grands  cercles  font  entrelles  comme  les 
diamètres.  2°.  Les  furfaces  de  ces  fpheres  font  en  raifon 
doublée  de  leurs  diamètres  >  ou  comme  les  quarrés  de  ces 
diamètres.  30.  Enfin  les  folidités  font  en  raifon  triplée ,  ou 
comme  les  cubes  des  mêmes  diamètres. 

-  On  aurait 'pu  mettre  dans  ces  rapports  les  rayons  a  U 

Îlftcô  des  diamètres ,  parce  que  les  rayons  font  comme 
>s  diamètres, 

,  ;i?$a.  Il  paroît  par  ce  qu'on  vient  de  dire»  que  tes 
ffttfëces  des  -fpheres  n'augmentent  pas  dans  la  méms 
jtfoportion  qtie  leurs  folidités  ,  puifque  les  fiirfaces 
ij'ftttglûeotent  que  comme  les  quarrés  des  diamètres; 
ait:  lieu  que  lés  folidités  croiflènt  comme  les  cubes  de 
qess  diamètres  i  fuppofons,  par  exemple,  deux  globes, 
dont  l'un  ait  dix  pouces  de  diamètre ,  &  Pautre  un  pou- 
ce :  la  furfacô  du  premier  fera  feulement  100  fois  plus 
grande  que  celte  du  fécond ,  parce  que  le  qnarré  de  IQ 
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eft  X  00  :  mais  le  cube  de  10  étant  1000 ,  la  folidité  du 
premier  globe  fera  i  ooo  foÎ3  plus  grande  que  celle  du 
fécond.  Il  faut  dire  la  nrême  cholç  de  tou?  les  corpg 
femblables  ,  puifque  leurs  furfaces  ne  (ont  entr'elles 
que  comme  les  quarrés  des  lignes  pu  des  côtés  homolo« 
gués ,  &  que  leurs  fol  i  dit  es  font  comme  les  cubes  do 
cçs  mêmes  lignes, 

1.33.  On  peut  conclure  de-là  que  fi  on  compare  des 
ççrps  femblables  >  les  gros  ont  moins  de  furface  à  pro-» 
portion  que  les  petits  :  aipfi  le  globe  qui  à  10  pouces  do 
tfiametre ,  a  moins  de  furface  à  proportion  que  celui  qui 
n'a  qu'un  pouce  ;  car  afin  quç  le  premier  globe  eût  au-*, 
tant  de  (lirface  4  proportion  que  le  fécond ,  il  faudroit 
que  le  premier  ayant  fnille  fols  plus  de  folidité  que 
l'autre ,  eût  aufli  mille  fois  plus  de  furface.  Or  il  n'a  ce-* 
pendant  que  cent  fois  plu?  de  fypçrfiçlç  que  le  fçcond  , 
comme  on  vient  dé  le  prouver. 

134*  Dans  le  Théorème  fui  van t  nous  comparerons 
la  folidité  de  la  fphere  avec  celle  du  cylindre  çirconfcrit  ; 
c'eft  par  le  moyen  des  produifans  de  l'un  $  de  l'autre, 
€orps  que  ndus  démontrerons  leur  rapport.  Nous  avons 
déjà  lès  produifans-  dô  1a  fphere  (128).  Pour  çonnoître 
ceux  du  cylindre  çirconfcrit,  il  faut  faire  attention  que 
la  folidité  de  ce.  cylindre  eft  égale  au  produit  de  fa  bafe 
p^r  fa  hauteur ,  qui  eft  un  .diamettre  :  d'ailleurs  la  bafe 
oui  eft  jin  grand  cercle  de  la  fpherç  eft  égale  (I<iv.  II» 
art,  14^0  au  produit  de  la  moitié  de  la  circonférence 
par  \ç  rayqn  ,  ou ,  ce  qui  eft  la  même  chofe  ,  au  produis 
ce  la.  circonférence  par  la  moitié  du  çayon  ;  par  confé-. 
«juent  les  trois  proauifaris  du  cylindre  çirconfcrit  font 
la  circonférence  d'un  grand  çercjç  dç  la  fphçre  ,  le  dia^. 
fpefre  5c  la  moitié  du  rayon. 


« 
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'  x  3  y.  La  fyhere  ejl  au  cylindre  çirconfcrit ,  corfime  3  tft . 
4  3 ,  c'ejfi-d-dire  qu'elle  èjl  les  deux  tiçrs  du  cylindre 


àao  Livre    troïjieuf. 

•  *  'Les  Géoirçetrés  expriment  le  rapport  du  cylindre  à  la 
fflhere  infcrite  ,  en  difant  que  le  cylindre  eft  à  la  fphere 
en* raifon fefqirialtcre ,  c'eft  à-dire,  quç  le  cylindre  con* 

tient  la  fphere  une  fois  &  demi. 

.  •         •  • 

Çi«   ÔN   JTRATIQN, 

•    ■      •' 

Les  trois  produifans  de  la  fphere  font ,  comme  on  l'a 
felè  voir  dans  la  démonftration  du  cinquième  Corollai- 
re ,*  la  circonférence  d'un  grand  cercle ,  le  diamètre  &  le 
tiers  du  raydiir  &  les  trois  produifans  du  cylindre  cir- 
confcrit ,  lotft ,  comme  on  vient  de. le  dire  ltla  circonf.  la 
diamètre  &  hr  moitié  du  rayon.  Il  y  a 'donc  deuxprodui-. 
fans  de  la  fphere  ,  qui  font  les  mêmes  que  ceux  du  çy- 
Knâre,  fçavQfr',  h  çïrcônf.  &  lç  diamètre j  par  conlé- 
qutfnt  ce*  deux  cçrps  font  comme  les  produifans  inégaux, 
n'eft-à-dirè  ;  ebfiirtiê  le  tiers  dû  rayon  éft  à  la  moitié  du. 
rayon.  Or  fi  on  double  ces  deux  termes  ^  le  même  rap- 
port (hbfiftera  î  &  on  aura  lés  deux  tiers  du  rayon ,  &  la 
rayon  entier  :Vmfi  la  fphere  eft  au  çyllndrje.circonfcrit 
cdmme  les  ddux  tiers  du  rayon  font  au  r^yon  entier  ; 
donc  la  fphere  eft  les  deux  tiers  ^cylindre  circonfcriu 
6ë  qu'il  falloit  d&nonçrer.  ..    .  ; 

.    G-gtr  O  l  t  A  I  H  !•" 

j  3  6.  La  fphere  eft  le  double  du  cône  qui  à  même  bafe 
8c  même  haureur  que  le  cylindre  cirçorifcrit  K  ou.  ce  qui 
eft  fa  même  chofe ,  qui  a  pour  bafe  uri  des  grands  cercles 
<fe  la  fphere  :  &  "peut  hauteur  le  diamètre  :  car  on  fçait 
que  le  cône  n'eftque  le  tiers  du  cylindre  ;  mais  d'ailleurs 
on.  vient  de  foire  voir  qtië  la  fphere  eft  les  deux  tiers  du 
même  cylindre  î'donc  la  fphere  çft  le  double  du  cône, 

~Tth  |o.Rî  ^  b.   V. 

r  137'.  La fphere  efi  au  cube  circonfcrk ,  comme  Ufisitm* 
f&hiç  de  la  cfr  conférence  ejt  au'diàmetrz* 


ùi  ,/u  J.inr  n/.  ,/s  h  liiim 
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Démonstration 

Les  trois  produits  de  la  fphere  font  la  circonféren- 
ce ,  le  diamètre  &  le  tiers  du  rayon  ,  ou  la  fixieme  partie 
du  diamètre  :  mais  à  la  place  de  la  circonférence  entière* 
&  de  la  fixieme  partie  du  diamètre ,  on  peut  prendre 
le  diamètre  entier ,  de  la  fixieme  partie  de  la  circonfé-» 
rence  ;  &  pour  lorS  les  trois  produifans  de  la  fphere  fe- 
ront deux  diamètres ,  &  la  fixieme  partie  de  la  circonfi 
mais  les  produifans  du  cube  circonferit  font  trois  diamè- 
tres :  lalphere  &  le  cube  ont  dooe  deux  produifèn*  com- 
muns, fçavoir,  deux  diamètres  de  part  &d autre;  par 
conféquent  le  premier  de  ces  corps  eft  au  fecond  cont-* 
me  la  fixieme  partie  de  la  circonférence ,  qui  eft  le  troi- 
iieme  produifant  de  la  fphere ,  eft  au  diamètre  qui  eft  le 
troiGeme  produifant  du  cube. 

Dans  cette  démonftration ,  à  la  placé  de  la  circonfé- 
rence entière  &  de  la  fixieme  partie  du  diamètre ,  on  a 
pris  le  diamètre  entier  de  la  fixieme  partie  de  la  circon- 
férence ;  &  on  a  fuppofé  que  le  produit  étoit  le  même  i 
ç'eft  ce  qui  paroîtra  d'abord  en  défignant  ces  grarideuis 
par  des  lettres*  Car  la  circonférence  foit  6a  8c  le  diaJ 
inejxe  6b ,  la  fixieme  partie  du  diamètre  fera  b  ;  par  coriJ 
féquent  le,  produit  de  la  circonférence  par  la  fixieme 
partie"  du  diamètre  fera  6ab  :  d'aiHetrrs  la  fixieme  partie? 
de  la  circonférence  fera  a  :  ainfi  le  produit  du  diame^ 
tre  par  la( fixieme  partie  de  la  citeortf.  fera  6bû  %  ou  6ab* 
Donc  ces  deux  produits  font  égaux. 

138.  La  circonférence  étant  au  diamètre  à  peu  prè* 
comme  23  eft  à  7 ,  ou  comme  66  eft  à  zt  ,  la  fpheref 
eft  prefque  au  cube  circonferit ,  comme  la  fixieme  par* 
rie  de  6ô  eft  à  21 ,  ou  comme  1 1  eft  à  21. 

Si  on  veut  avoir  un.  rapport  plus  approchant  du  vé* 
ritablé ,  il  faut  prendre  celui  de  3  3  3  à  lod  i=ôû  de  666  è 
212.,  qui^eft  le  fnêmtî  ,.parce  que  ce* éeux  derniers  nomb; 
font  le;  produits  4tfs  deux. premiers  multipliés  par  2  :r  I* 
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fphere  eft  donc  au  cube  circonfcrit  au  moins  comme 
2 1 1  »  qui  eft  la  flxieme  partie  de  666 ,  eft  à  i  1 2.  J'ai  dk 
eu  moins ,  parce  que  le  rapport  de  333  à  106  eft  un  peu 
moindre  que  la  raifon  de  la  cifconf.  au  diamètre  ;  mais 
il  en  approche  de  bien  près  :  car  (i  on  fe  fervoit  de  ce 
rapport  pous  trouver  la  circonf.  d'un  cercle  dont  on  con- 
noît  le  diamètre ,  il  ne  s'en  faudrait  pas  la  3  jOOOmt.  par- 
tie du  nombre  trouvé ,  que  ce  nombre  n'égalât  la  cir- 
conférence cherchée ,c'eft- à-dite,  que  fi  on  ajoutoit  au 
nombre  trouvé  la  3  7000"*.  partie  de  ce  nombre ,  la 
Tomme  feroit  plus  grande  que  la  circonférence. 

140.  On  trouvera  par  la  méthode  de  la  démdnflra- 
tion  précédente  que  le  cylindre  circonfcrit  à  une  fphere 
eft  au  cube  circonfcrit  à  la  même  fphére ,  comme  la  qua- 
trième partie  de  la  circonférence  eft  au  diamètre. 

Problème    h 

±46.  Trouver  à  peu  près  lafoliiité  £une  fphere  dont  ai 
tonnoit  le  diamètre. 

Chercher  la  furface  de  la  fphere ,  comme  on  l'a  en* 
feigne  (76)  :  enfuite  multipliez  cette  furface  par  le  tierf 
du  rayon  ,  le  produit  fera  la  folidité  que  l'on  cherchent 
(102)  :  pai1  exemple  (i  le  diametfre  d'une  fphere  eft  dé 
300  pieds,  il  faut  chercher  la  furface,  que  vous  trow 
Verez  de  282857  P^ds  quarrés  plus  ;  en  fuppofant  lé 
rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  égal  à  celui  de 
32  à  7é  Si  Vous  multipliez  cette. furface  par  yô  <  qui  eft 
le  tiers  du  rayon ,  le  produit  fera  141428^7  pieds  eu* 
biques  plus  4  de  pied  cubique;  c'eft-à  peu  près  la  foli- 
dité de  la  fphere ,  dont  le  diamètre  eft  de  300  pieds* 

Si  on  avoit  fuppofé  le  rapport  du  diarfietre  à  la  cirJ 
conférence ,  égal  à  celui  de  1 1 3  à  3  y  $  ,  on  auroit  trou* 
vé  d'abord  282743  JL1  pour  la  furface  du  globe ,  laquel- 
le étant  ûiultipliée  par  jp,le  produit  auroit  été  1 4 1 3  7 1 69 
j^  :  ce  produit  approche  plus  de  la  folidité  du  globe 
qui  a  300  pieds  de  diamètre  que  le  premier  produit 


^ 
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Ï47.  Remarquez  que  la  folidité  du  globe  qui  a  300 
pieds  de  diamètre  eft  moindre  que  14142877  4,  Se 
même  que  14137*68  ,rj*»  parce  que  Je  rapport  de.  la 
circonférence  au  diamètre  eft  moindre  que  U  raifon  de 
22  à  7,  &  que  celle  357  à  113.  *. 


F  R  o 
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Î48.  Trouver  la  folidité  d'un  prifme ,  par  exempte  ; 
£un  ouvrage  de  maçonnerie  qui  ait  1 6  toi/es  4  pieds  9 
pouces  de  longueur»  2  toifes  3  pie<k  d'épaijjeur ,  &  7  wi/è* 
2  />ieij  Je  hauteur. 

Réduifez  ces  trois  dimenfïofis  à  la  plus  petite  efpeee, 
qui  eft  le  pouce,  lequel  eft  contenu  douze  fois  dans  le 
pied,  &  72  fois  dans  la  toife ,  parce  que  la  toife  vaut  Gx 
pieds ,  vous  trouvez  que  la  longueur  eft  de  1 208  pouces , 
Fépaiflèur  dç  180»  &  la  hauteur  de  728.  Après  cette 
réduâion  multipliez  ces  trois  nombres  l'un  par  l'autre  « 
&  vous  trouverez  au  produit  1 148083  20  pouces  cubi- 
ques,  qui  font  la  folidité  du  corps. 

Si  on  veut  favoir  combien  ce  nombre  de  pouces  cu- 
biques contient  de  toifes  cubes ,  il  faut  le  divifer  pat 
373248.  parce  que  ce  dernier  nombre  étant  le  cube  do 
72*  marque  combien  la  toife  cubique  contient  de  pou- 
ces cubiques;  on  trouvera  au  quotient  307,  &  le  refte 
22 11 84,  qu'il  faut  divifer  par  1728,  cube  de  12,  afin 
d'avoir  le  nombre  de  pieds  cubiques  contenus  dans  ce 
refte  ;  le  quotient  de  cette  féconde  divifion  fera  ?  28  fan* 
aucun  refte.  Par  conféquent  1 14808 3  20  pouces  cubi- 
ques valent  307  toifes  cubes  &  128  pieds  cubes» 

r 

Fin  des  Élément  de  Géométrie, 


DE   LA    TRIGONOMETRIE. 

3  A  Géométrie  fe  divife  en  deux 'parties,  qui 
1  font  ta  Géométrie Jpéculativc  &  ï& pratique.' La 
I  première  confidere  les  différens  rapports  de  l'é- 
tendue ,  fans  propofer  aucune  règle ,  foit  pour  tirer  des 
lignes  &  faire  certaines  figures ,  foit  pour  mefurer  l'éten- 
due :  la  féconde ,  qui  eft  ta  Géométrie  pratique  ,  donne 
ces  fortes  de  règles ,  &  démontre  qu'elles  font  infaillibles  : 
la  première  confiée  toute  en  Théorème*  ;  la  féconde  ne 
propofe  que  des  Problèmes.  On  a  traité  ces-deux  parties 
dans  les  Elément  de  Géométrie ,  en  donnant  des  Théorè- 
mes ,  &  enfuite  des  Problèmes 

La  Géométrie  pratique  contient  trois  parties;  favoir, 
la  Longimétrie  ,  la  Planimétrie,  &  la  Sréréométrie  ;  la 
première  enfeïgne  à  mefurer  les  lignes.  Se  la  féconde 
apprend  à  mefurer  les  furfaces ,  Si  la  troifieme  à  mefu- 
rer les  corps  ou  félidés.  Ce  que  nous  avons  dit  dans  les 
Élément  de  Géométrie  fuffit  pour  la  msfure  des  furfaces  & 
des  fol.ides,  en  fuppofant  qu'on  connoît  la  longueur  des 
différentes  lignes  qu'il  faut  multiplier  pour  avoir  les  fur- 
races  des  folidités:  mais  il  eft  fouvent  néceffaire  de  recou- 
rir à  la  Trigonométrie  pour  connoître  la  longueur  des 
lignes. 

Art.  j.  La  Trigonométrie  eft  une  partie  de  la  Géo- 
métrie ,  qui  eofeigne  à  connoître  les  côtés  des  angles 
d'un  triangle  dont  on  connoît  déjà  deux  angles  &  un  côté 
ou  deux  côtés  &un  angle,  ou  enfin  les  trois  côtés.  ' 

a.  Gomme  il  y  a  des  triangles  fphériques&  des  triait-' 

gleJ 
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gtes  reôiligneS,  on  divife  la  Trigonométrie  en  deux  par* 
ties  dont  l'un  traite  des  triangles  fphériques ,  on  l'appelle 
Trigonométrie  fphérique  ;  &.  l'autre  confidere  les  trian- 
gles reéHlignes ,  on  l'appelle  pour  ce  fujet  Trigonométrie 
re&iligne  /la  première  regarde  les  Aftronomes  5  la  fècprt- 
de  efl  néceflaii  e  dans  une  infinité  d'occafions  :  e'eft  pour- 
quoi nous  allons  en  donner  un  traité,  (ans  parler  de  U 
Trigonométrie  fphérique  ,  qui  n'eft  pas  de  notre  defleini 
Mais  comme  dans  HfTrigonomçtrie  on  fe  fèrt  de  fi- 
Hus  >  de  tangentes  &  de  fécantes  ,  il  eft  néceflairô  dé 
traiter  au  long  de  ces  lignes  »  dont  nous  n'avons  donné 
que  des  notions  très  courtes  dans  les  Elémens  de  Gèomé- 
trie;  &  après  cela  nous  propoferons  plufieurs  problè- 
mes qui  renfermeront  la  méthode  de  trouver  ces  diffé- 
rentes mefures  pour  tous  les  angles  &  pour  les  arcs  qui 
leur  font  égaux. 

3 .  La  méthode  de  trouver  ces  mefures  i  c'ôft-à-dirë  i 
les  finus ,  les  tangentes  &  les  fécantes  des  angles  ou  des 
arcs  s'appelle  ConJtruBion  des  Tables  des  Jinus ,  des  tan^ 
gentes  Sr  des  fécantes ,  parce  qu'après  avoir  trouvé  les  fi- 
nus des  différents  angles,  on  en  a  confinât  des  Tables* 
dans  lefquelles  on  a  placé  ces  finus  à  côté  des  nombres 
qui  défignent  les  degrés  &  les  minutes  des  angles  dont 
ces  finus  font  la  mefure.  On  a  fait  la  même  chofe  par 

,  rapport  aux  tangentes  &  aux  fécantes; 

4.  Le  finus  d'un  arc  efl:  une  ligne  tirée  de  l'extrémité 
de  cet  arc  perpendiculairement  fur  le  rayon  ou  le  diamè- 
tre qui  pafle  par  l'autre  extrémité  du  même  arc  ;  cettd 
ligne  eftaufli  le  finus  de  l'angle  mefuré  par  l'arc  :  par 
exemple  i  le  finus  de  l'àrc  GÀ  eft  la  ligne  GH  tirée  de 
l'extrémité  G  de  cet  arc  perpendiculairement  fur  leFifr  U 
ïayon  CÀ ,  ou  le  diamètre  B  A  qui  pafTe  par  l'autre  ex- 
ucmitéA  du  même  arc,  cette  ligne  GH  eftaufli  finus  de 
l'angle  GCÀ ,  dont  l'arc  GÀ  eft  la  mefure.  De  même 

Ja  ligne  EF  eft  finus  de  l'arc  EA  &  de  l'angle  ECA.  Pa- 
reillement la  ligne  GL  eft  finus  de  l'arc  GD  &  de  l'an- 
gle GCD. 

IL  Partiei  P 
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jv#  4  B.  La  ligne-  GL  lin  us  de  l'arc  GD  qui  eft  le  coflH 
*  plémenc  de  Tare  GÀ ,  eft  égal  à  CH ,  qui  eft  la  partie 
du  rayon  CA  comprife  entre  le  centre  C  &  le  fînus  G  H. 
On  peut  donc  dire  en  général  que  la  partie  du  rayon  com- 
prife entre  le  centre  £r  lefinus  d'un  arc  terminé  par  ce  rayon 
ejï  Le  fînus  du  complément  de  cet  arc,  Ceft  la  même  chofe 
pour  les  angles  :  ainfi  CH  eft  le  finus  du  complément  de 
Fangle  GCA. 

4  C.  Les  fînus  des  complétions  font  appelles  eojinus. 
CH=GL  eft  le  cofinus  de  Tare  G  A  ou  de  l'angle  GCA. 
Réciproquement  GH  eft  le  cofinus  de  Tare  GD  &  de 
l'angle  GCD.  Nous  verrons'  dans  la  fuite  (  i y  C)  que 
les  angles  obtus  ont  leurs  cofinus  auffi- bien  que  les  an- 
gles aigus, 

y.  Le  finus  de  l'arc  D  A ,  qui  eft  le  quart  de  la  circoo- 


trêmité  A  de  l'arc.  Le  rayon  PC  eft  auffi  le  finus  de  l'an- 
gle droit  DCA  mefuré  par  I'drc  DA-,  ainfi  le  fînus  <Pua 
angle  droit  eft  le  rayon  :  on  l'appellejmuj  total. 

6.  Remarquez  que  le  fînus  d'un  angle  eft  auffi  finus 
de  fon  fupplément  :  par  exemple ,  GH  eft  non-feulement 
fînus  de  l'angle  GCA ,  mais  auffi  de  l'angle  GCB ,  qui  eft 
le  fupplément  du  premier.  De  même  EF  eft  fînus  de  l'an- 
gle EGA  &  de  fon  fupplément  ECB.  Ceft  la  même  cho- 
ie pour  les  arcs  qui  font  les  mefures  de  ces  angles ,  en- 
forte  que  GH  eft  finus  de  l'arc  GA  &  du  fupplément 
GDB.  Pareillement  EF  eft  fînus  de  EA  &  de  ÈDB. 

Cette  remarque  eft  une  fuite  de  la  définition  du  ûi 
nus  :  car  afin  d'avoir  le  fînus  de  l'angle  GCB  ou  de  l'arc 
GDB ,  il  faut  tirer  du  point  G ,  qui  eft  l'extrémité  de 
l'arc,  une  perpendiculaire  fur  le  diamètre  AB,  lequel 
paflè  par  l'autre  extrémité  de  l'arc.  Or  on  ne  peut  tirer 
du  point  G  d'autre  perpendicul.  fur  ce  diamètre  que  la 
ligne  GH  qui  eft  finus  de  l'arc  G  A  ;  ainfi  la  perpendic. 
GH  eft  fînus  des  deux  arcs  G  A  &GDB ,  ou  des  angles 
GCA  &  GCB ,  qui  font  fupplémens  l'un  de  l'autre» 


7»  tl  paroît  donc  qu'un  angle  obtus  n'a  poinf  <Pautf«  Plg.i; 
(ttiU8  que  cekii  de  l'angle  aigu  qui  eft  Ton  fuppiément  * 
ëc  de  même  par  rapport  aux  arcs  celui  qui  eft  plus  grand 
qu'un  quart  de  circonférence  a  le  même  fin  us  que  l'arc 
qui  eft  Ton  fuppiément  >  lequel  eft  moindre  que  le  quart 
de  la  ci  rconférence. 

8.  Le  finus  d'un  angle  ou  d'un  arc  étant  prolongé  jufr 
qu'à  la  rencontre  de  la  circonférence ,  il  en  réfulte  une 
corde»  laquelle  eft  perpendiculaire  fur  le  rayon  qui 
aboutit  à  1  extrémité  de  l'arc  ;  par  exemple  »  fi  on  pro- 
longeoit  la  ligne  GH ,  finus  de  l'arc  GÀ  jufqu'à  la  ren- 
contre de  la  circonférence  *  ce  feroit  une  corde  per- 
J>endiculaire  au  rayon  C A.  Or  je  dis  que  le  finus  GH  eft 
a  moitié  de  cette  corde  *  &  que  Tare  G  A  eft  auffi  là 
moitié  de  l'arc  foutenu  par  la  corde  :  car  cette  corda 
étant  perpendiculaire  au  rayon  CA  par  l'hypothefe  ,  ld 
rayon  lui  eft  auffi  perpendiculaire ,  &  par  conféquenfi 
la  corde  &  l'arc  font  chacun  coupés  en  deux  parties 
égales  (  Liv.L  art.  ioy  )  :  donc  le  finus  GH  eft  la  moi- 
tié de  la  corde ,  &  l'arc  GÀ  eft  auffi  la  moitié  de  l'arc 
foutenu  par  la  corde. 

5>.  On  peut  donc  dire  que  le  finus  d'un  arc  eft  la  moi- 
tié d'une  corde  quifoutient  un  arc  double  ;  par  exemple , 
GH  finus  de  l'arc  G  A ,  eft  la  moitié  d'une  corde  qui  fou* 
tient  un  arc  double  de  GA.  Cette  féconde  définition  du 
finus  nous  fervira  dans  la  fuite. 

10.  Remarquez  que  le  linus  d'un  arc  moindre  que  le 
quart  de  la  circonférence  ,  devient  d'autant  plus  grand 
que  l'arcaugmente  :  par  exemple ,  le  finus  de  l'arc  EGA 
eft  plus  grand  que  celui  de  l'arc  G  A ,  en  forte  que  le  fi- 
nus du  quart  de  la  circonférence  eft  plus  grand  que  tous 
les  autres  qui  peuvent  par  conféquent  en  être  regardés 
comme  des  parties  ;  c'eft  pour  cela  qu'on  Fappelle  finuS 
total.  Quant  aux  arcs  qui  furpafTent  le  quart  de  la  cir- 
conférence ,  il  eft  vifible  que  fi  l'on  compare  deux  de 
ces  arcs ,  comme  GDB  &  EDB  ,  celui  qui  eft  le  plus 
grand  a  le  moiodf*  finus  i  car  ces  arcs  n'ont  point  d'autres 

f  ij 
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Fig.  i.  fînus ,  que  ceux  de  leurs  fupplémens.  Or  le  plus  grand 
des  deux  arcs ,  fçavoir  GDB  >  a  un  moindre  lupplémenc 
que  l'autre  ;  par  conféquent  il  a  aufli  un  plus  petit  finus  s 
ainfi  lorfque  les  arcs  fui  partent  le  quart  de  la  circonfé- 
rence »  les  finus  font  d'autant  plus  petits  »  que  les  arcs 
font  plus  grands.  Tout  cela  doit  être  appliqué  aux  angles; 
ainfi  plus  les  angles  aigus  font  grands  »  plus  leurs  finus 
font  grands  ;  &  au  contraire  plus  les  angles  obtus  font 
grands ,  plus  leurs  finus  font  petits. 

il.  Mais  quoiqu'il  foit  vrai  que  plus  un  angle  aigu, 
ou  l'arc  qui  en  eft  la  mefure  eft  grand  >  plus  aufïi  fon  fi- 
nus  eft  grand ,  cependant  les  finus  n'augmentent  pas  dans 
la  même  raifon  que  les  angles  aigus  ou  leurs  arcs  ;  en- 
force  que  fi  un  arc  eft  double  d'un  autre ,  le  finus  du  pre- 
mier n'eft  pas  pour  cela  double  de  celui  du  fécond:  car 
nous  avons  remarqué  (  Liv.  IL  art.  99  )  que  les  cordes 
ne  font  pas  proportionnelles  aux  arcs  qu'elles  foutien* 
nent.  Or  les  finus  font  moitiés  des  cordes  ;  par  confis- 
quent les  finus  ne  font  pas  proportionnels  à  leurs  arcs 
ou  à  leurs  angles 

12.  Le  finus  dont  nous  avons  parlé  jufqu'à  préfent, 
s'appelle yîn«j  droit.:  il  y  a  encore  une  autre  elpece  de 
(mus  qu'on  appelle  Jînus  verft  :  pour  entendre  ce  que 
c'eft  que  ce  finus ,  il  faut  recourir  a  la  première  définition 
du  finus  droit  :  nous  avons  dit  que  le  finus  droit  d'un  arc 
ctoit  une  ligne  tirée  de  l'extrémité  de  l'arc  perpendicu- 
lairement fur  le  rayon  ou  le  diamètre  qui  pafle  par  l'au- 
tre extrémités  Or  fi  on  prend  fur  le  diamètre  la  partie 
comprife  entre  le  finus  droit  &  l'arc ,  ce  fera  le  finus  ver- 
fe  de  l'arc  :  par  exemple  »  l'arc  G  A  dont  le  finus  droit  eft 
GH,apour  finus  verfe  la  partie  AH  du  diamètre.  De 
même  le  finus  verfe  de  l'arc  EGA  &  de  l'angle  EGA  eft 
la  partie  FA  du  diamètre. 

13.  De  là  il  fuit  que  le  finus  droit  d'un  arc  de  90  de- 
grés ou  de  l'angle  droit,  eft  égal  à  fon  finus  verfe,  par- 
ce que  l'un  &  l'autre  eft  rayon  du  cercle  :  par  exemple , 
le  finus  droit  de  l'arc  DA  eft  le  rayon  DG ,  &  fon  finus 
verfê  eft  l'autre  rayon  CA. 
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14.  Nous  avons  obfervé  que  le  finus  droit  d'un  angle  Flg.  1. 
aigu  étoit  auffi  le  finus  droit  de  l'angle  obtus  qui  cft  fou 
fupplément  :  il  n'en  cft  pas  de  même  du  finus  verfe  :  par 
exemple ,  le  finus  verfe  de  l'angle  aigu  GC  A  ou  de  ion 
arc  G  A ,  eft  HA  :  mais  le  finus  verfe  du  fupplément  GCB 
ou  de  fon  arc  GDB ,  eft  la  partie  HB  comprife  entre  le 
finus  droit  &  l'arc  GDB. 

Lorfqu'on  parle  du  finus  d'un  angle ,  ou  d'un  arc ,  fans 
fpécifier  le  finus  droit  ou  le  finus  verfe  ,  il  faut  toujours 
entendre  le  finus  droit. 

Nous  allons  donner  les  notions  des  tangentes  &  des 
iecantes. 

I  j*.  Une  ligne ,  comme  AF ,  tirée  perpendiculaire-  Fig.  a, 
ment  de  l'extrémité  du  rayon  CA  &  terminée  de  l'autre 
côté  par  le  rayon  prolongé  CHF  ,  eft  appellée  tangente 
de  l'arc  AH  compris  entre  ces  deux  rayons  >  ou  de  l'an- 
gle ,  ACH  :  le  rayon  prolongé  CHF  terminé  par  la  tan- 
gente ,  eft  appelle  fécante  du  même  arc  &  du  même  an- 
.gle.  Pareillement  AE  eft  tangente  de  l'angle  ACE,  & 
de  l'arc  AC  ;  &  CE  en  eft  la  fécante. 

x  y  B.  De  même  qu'il  y  a  des  cofinus ,  il  y  a  auffi  des 
.  cotangentes  &  des  cofécantes.  La  cotangente  d'un  arc  ou 
d'un  angle  eft  la  tangente  du  complément  de  cet  arc  ou 
de  cet  angl*  Ainfi  AE  eft  la  cotangente  de  l'arc  DG  x 
Se  AF  eft  la  cotangente  de  1  arc  DH.  DL  &  DI  font 
auffi  les  cotangentes  des  arcs  AG  &  AH.  Pareillement 
Ja  cofécante  d'un  arc  ou  d'un  angle  eft  la  fécante  du 
complément  de  cet  arc  oudeeet  angle.  Ainfi  CE  eft 
la  cofécante  de  l'arc  DG ,  &  CF  eft  la  cofécante  de  l'arc 
PH.  CL  &  CI  font  auffi  cofécantes  des  arcs  AG  &  AH. 
iy  C  II  femble  d'abord  qu'il  n'y  ait  que  des  angles 
aigus  qui  aient  des  cofinus  >  d:s  cotangentes  &  des  co- 
fécantes :  cependant  les  angles  obtus  ont  auffi  les  leurs. 
Le  Cofinus  d'un  angle  obtus  eft  le  /in us  de  l'angle  aigu 
qui  eft  l'excès  de  1  angle  obtus  fur  un  angle  droit  :  par 
exemple ,  le  cofinns  d'un  angle  de  iço  degrés  eft  le  fi- 
nus d'un  angle  de  dix  degçés*  La  raifon  en  eft  que  le  fie 
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Hç.  t.  nus  de  ioo  degré*  étant  le  même  que  le  finus  de  fon 
fupplément  80  degrés ,  les  angles  de  100  degrés  &  de 
80  degrés  doivent  avoir  les  mêmes  cofinus.  Or  le  cofi- 
nus  de  80  degrés  eft  le  finus  de  10  degrés  ;  ainfi  le  cofi* 
nus  de  1  po  degrés  eft  auffi  le  finus  de  dix  degrés.  Il  en 
faut  dire  autant  des  cotangentes  &  des  cofécantes  ,com» 
me  il  paraîtra  par  l'art.  17. 

1 6.  Pour  avoir  la  tangente  de  l'angle  droit  ACD ,  il 
faudroit  prolonger  le  rayon  CD  &  la  tangente  AF  ,  jus- 
qu'à ce  que  ces  deux  lignes  fe  rencontraient  :  mais  com- 
me elles  font  toutes  les  deux  perpendiculaires  au  rayon 
C  A ,  elles  né  fe  rencontreroient  jamais  ;  c'eft  pourquoi 
la  tangente  d'un  angle  droit  ,  ou  de  fon  arc  eft  infinie. 
Par  la  même  raifon  la  fécante  de  l'angle  droit  eft  aufli 
infinie. 

17.  Comme  le  (inus  d'un  angle  eft  auffi  fînus  de  fon 
fupplément ,  de  même  la  tangente  d'un  angle  ou  d'un 
*rc  eft  aufli  tangente  de  fon  fupplément  ;  enforte  qu'un 
angle  obtus ,  tel  que  HCB ,  n'a  pas  d'autre  tangente  que 
celle  de  l'angle  aigu  qui  eft  fon  fupplément.  Il  faut  dire 
la  même  chofe  des  fécantes, 

frig.  4.  17  £.  Si  dans  un  triangle  reâangle  on  regarde  Phy- 
potenufe  comme  rayon  ou  comme  fin  us  total,  chacun 
des  deux  côtés  de  1  angle  droit  eft  finus  de  l'angle  op- 
pofé. Par  exemple ,  fi  dans  le  triangle  reftangle  CAB 
on  prend  l'hypotenufe  BC  pour  rayon ,  &  le  point  C 
pour  centre ,  il  eft  évident  que  le  côté  AB  eft  le  finus  do 
l'angle  oppofé  C  ou  de  l'arc  BL  qui  en  eft  la  mefure  1 
.  car  ce  côté  eft  tiré  de  l'extrémité  B  de  l'arc  perpendicu- 
lairement fur  le  rayon  CAL  qui  aboutit  à  l'autre  extrê* 
mité  L.  On  verrait  pareillement  que  le  côté  C  A  eft  le 
finus  de  l'angle  oppofé  B ,  fi  on  prenoit  le  point  B  pour 
centre  8c  l'hypotenufe  BC  pour  rayon. 

18.  Quand  on  confidere  un  des  côtés  de  l'angle  droit 
comme  rayon ,  l'autre  côté  de  cet  angle  eft  la  tangente 
de  l'angle  oppofé ,  &  l'hypotenufe  devient  la  fécante  du 

.    mémo  angle*  Si  ,  par  exemple ,  dans  le  triangle  CAB 
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on  prend  lecôté  CA  pour  rayon  &  le  point  C  pour  cen-  Fig.  4. 
tre,le  coté  AB  devient  la  tangente  de  l'angle  C,  &  l'hy- 
potenufe  BC  en  devient  la  fécante.  Cela  paroît  en  ti- 
rant l'arc  AD  dont  le  côté  AB  eft  la  tangente  >  lequel 
arc  eft  la  mefure  del'angie  C.  Mais  fi  onpreooit  le  côté 
AB  pour  rayon  &  le  point  B  pour  centre  ,  l'autre  côté 
CA  feroit  tangente  de  l'angle  oppofé  B  &  l'hypotenufe 
BC  deviendrait  la  fécante  du  même  angle  B. 

ip.  Quoique  l'hypotenufe  BC  foit  la  fécante  de  l'an* 
gle  C  en  prenant  C  A  pour  rayon ,  &  qu'elle  (bit  fécante 
de  l'angle  B  quand  c'eft  lecôté  AB  qu'on  regarde  comme 
rayon ,  il  ne  s'enfuit  pas  de  là  que  les  fécantes  de  ces 
deux  angles  aient  le  même  nombre  de  parties  :  car  fi 
CA  eft  plus  petit  que  AB  ,  &  qu'on  conçoive  que  l'un 
&  l'autre  eft  divifé  dans  le  même  nombre  de  parties  * 
par  exemple  1 00000 ,  l'hypotenufe  BC  contiendra  plus 
de  parties  de  CA  que  de  AB ,  pu ifque celles  de  CA  fe- 
ront plus  petites  ;  &  par  conféquent  la  fécante  de  l'an- 
gle C  aura  plus  de  parties  que  celle  de  l'angle  B. 

On  déduit ,  de  ce  que  nous  venons  de  dire  dans  les 
articles  17  B  &  18,  une  méthode  particulière  de  réfou- 
dre les  triangles  reélangles  plus  courte  que  la  méthode 
générale  que  nous  expliquerons  dans  la  fuite.  On  peut 
confulter  cette  méthode  particulière  dans  la  Trigono- 
métrie de  nos  Elémens  in-40,  après  l'article  91  de  la 
quatrième  édition  ,  qui  eft  le  foixante-troifieme  de  la 
cinquième  édition. 

20.  On  fuppofe  le  finus  total  ou  le  rayon  de  quelque 
ceicle  que  ce  (oit  ,  grand  ou  petit ,  divife  en  100000  > 
bu  même  en  1 0000000  parties  égales ,  enforte  que  l'on 
conçoit  le  rayon  d'un  petit  cercle  divifé  en  autant  de  par* 
ties  que  le  rayon  d'un  grand  cercle  ;  de  même  que  l'on- 
fuppofe  la  circonférence  de  tout  cercle  divifée  en  3  6a 
degrés;  &  on  cherche  enfuite  combien  les  autres  finus  * 
qui  font  tous  moindres  que  le  finus  total ,  contiennent 
de  parties  égales  à  celles  du  rayon. 

21  •  Puifque  le  rayon  de  tout  cercle  eft  divifé  dans  te 

P  iv 
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jT|g:  4t  même  nombre  de  parties  égales  ,  il  faut  que  les  parties 
d'un  petit  rayon  foient  moindres  que  les  parties  d'un 

Sprand  ;  c'eft  pourquoi  les  tables  des  fïnus  dans  lefquel- 
es  on  trouve  combien  chaque  fia  us  contient  de  parties 
?  proportion  du  rayon  «  ne  font  pas  connoître  la  gran- 
deur abfolue  de  ces  finus ,  mais  feulement  leur  grandeur 
relative  ;  c'eft  «  à-dire ,  le  rapport  qu'ils  ont  entr'eux  :  par 
çxemple  quoique  l'on  trouve  que  le  finus  d'un  angle  de 
30  degrés  foit  de  50000  parties ,  en  fuppofant  le  rayon 
fjîvifé  en  1 00000  parties,  on  ne  fçait  pas  pour  cela 
quelle  eft  la  grandeur  réelle  de  ce  finus  ;  enforte  qu'on 
puiflç  dire  qu'il  a  trois  pieds ,  4  pieds,  &c.  Mais  on  fçait 
quel  eft  fon  rapport  avec  les  autres  finus  ;  on  connoît , 
par  exemple ,  que  le  finus  de  3Q  degrés  eft  la  moitié  du 
finus  de  l'angle  droit  ;  puifque  le  premier  eft  de  yoooo 
parties ,  &  l'autre  de  1  aoooo.  Il  en  eft  des  finus  comme 
{les  arcs  :  on  ne  connoit  pas  la  grandeur  abfolue  des  arcs, 
quoique  l'on  connoifle  le  nombre  des  degrés  qu'ils  con- 
tiennent; ainfi,  quoique  l'on  fçache  qu'un  arc  eft  de 
igo  degrés ,  on  ne  fçait  pas  pour  cela  combien  il  a  de 

ÎtQuces  ou  de  pieds ,  à  moins  qu'on  ne  connoifle  d'aiU 
çqrs  lfi  grandeur  abfolue  de  la  circonférence. 

2.2.  Mais  quoiqu'on  ne  connoifle  pas  la  grandeur  ab* 
folue  de?  finus ,  cela  n'empêche  pas  qu'on  ne  puifTc  trou? 
ver  la  grandeur  abfolue  dés  côtés  d'en  triangle  dont  on 
connoît  un  côté  Se  les  angles  :  car  fi  dans  un  triangle  on 
çonnoît  deux  angles  &  un  côté  ,  on  trouvera  les  finua 
dçs  angles  par  les  tables.  Or  les  finus  font  proportion- 
nels aux  côtés  oppofés  aux  angles ,  comme  nous  le  fe? 
j-qhs  voir  s  par  çonféquent  fi  le  finus  de  l'angle  oppoie 
gqcoté  connu,  eft  le  double  de  l'autre  finus,  le  côté 
connu  fera  aufli  le  double  du  côté  cherché:  ainfi  fi  le  côté 
connu  eft  4e  yo  toifes  ,  le  côté  qu'on  cherche  fera  de 
5  y  toifes.  Il  faut  dire  la  même  chofedes  tangentes  & 
<!<j$  féçantçs.  Ces'  réflexions  fuffifent  afin  de  faire  con« 
inîTÇ  T^fage  des  finus  }  nous  allons  préfentement  éta» 
b!î?  queues  prppqfîçipus  qui  tendent  à  foire  otquvç? 
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^îcs  fînus ,  les  tangentes  &  les  fécantes  des  arcs  ou  des 
angles.  Pour  cet  effet  il  fuffit  de  connoître  les  cordes  des 
différens  arcs,  parce  que  la  moitié  d'une  corde  eft  le  C- 
nus  de  la  moitié  de  Tare  foutenu  par  la  corde  (  p  ) ,  & 
qu'on  trouve  les  tangentes  &  les  fécantes  par  les  finqs, 

h  E  M  M  E, 

23.  Dans  tout  quadrilatère  inferit  au  cercle,  la  Comme 
des  deux  reSangles  des  cotés  oppofés  eft  tgale  au  reSangle 
des  deux  diagonales. 

Soit  le  quadrilatère  inferit  ABEF ,  dont  les  deux  dia-pjg#  • 
gonales  font  AE  &  BF.  Il  faut  prouver  que  la  fomme 
des  re&angles  AB  x  EF  &  AF  x  BE  eft  égale  au  reéban- 
gle  de  AE  par  BF.  Pour  cet  effet ,  on  tirera  la  ligne  BO 
de  manière  qu'elle  fafTe  l'angle  ABD  égal  à  l'angle EBF. 
Cela  pofé ,  il  faut  démontrer  que  le  reâangle  de  AB  par 
EF  eft  égal  au  produit  de  AD  par  BF ,  &  que  celui  de 
AF  par  BE  eft  égal  au  produit  de  DE  par  BF  ;  après 
quoi  il  fera  aifé  de  faire  voir  que  ces  deux  produits  font 
égaux  au  re&angle  AE  par  BF, 

Démonstration. 

I*.  ABxEF=ADxFB:  car  dans  les  deux  trian- 
gles ADB  &  BEF  les  angles  ABD  &  EBF  font  égaux 
par  la  conftrudion  ;  &  d'ailleurs  les  angles  BAD  ou 
BAE  &  BFE  font,  éçaux ,  parce  qu'ils  font  appuyés  fur 
le  même  arc  BE.  Donc  ces  deux  triangles  font  lembla-  - 
bJcs,  &  par   conféquent  AB.BF2:  AD.EF:  ainfi 

AB*EF=ADxBF. 

20.  AFxBE^DExBF.  Il  faut  comparer  les  deux 
triangles  BAF  &  BDE  :  l'angle  ABF  eft  égal  à  DBE  à 
caufe  de  la  partie  commune  DBF  ajoutée  aux  deux  an- 
gles égaux  ABD  &  EBF  :  de  plus  l'angle  AFB  du  pre- 
mier triangle  eft  égal  à  l'angle  DEB  ou  AEB  du  fécond , 
parce  qu'ils  font  appuyés  furie  même  arc  AB  ;  ainfi  lçs 
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F5fr  3*  deux  triangles  font  femblables ,  par  conféquent  oe  auit 
la  proportion  AF .  DE  :  :  BF  .  BE  :  donc  AF  xBE= 
DËxBF,  Or  il  eft  évident  que  les  produits  des  deux  ( 
parties  AD  &  DE  de  la  diagonale  entière  AE  par  BF 
valent  enfemble  le  reâangle  de  la  diagonale  entière  AE 
par  l'autre  diagonale  BF  ;  par  conféquent  la  fournie  des 
deux  reâangles  des  côtés  oppofés  du  quadrilatère  inf 
çrit  eft  égal  au  reâangle  des  diagonales» 

Problème     I. 

24.  Connoijfant  les  cordes  de  deux  arcs  >  trouver  la  cor- 
de qui  fout  unt  un  arc  égal  à  la  fomme  des  deux  premiers. 
Soient  les  arcs  BGE ,  EHF  dont  on  connoir  les  cor- 
des BE ,  EF  :  il  s'agit  de  trouver  la  corde  BF  qui  fou- 
tient  la  Comme  de  ces  deux  arcs.  Pour  cela  je  tire  du 
point  E  le  diamètre  ACE ,  &  je  mené  enfuite  les  cordes 
AB ,  AF  ;  après  quoi  je  cherche  d'abord  la  corde  AB  qui 
foutieat  uu  arc ,  lequel  eft  le  fupplément  de  l'arc  BGE. 
X>'angle  ABE  eft  droit ,  puifqu'il  eft  appuyé  fur  un  dia- 
mètre ;  ainii  eo  retranchant  le  quarré  du  côté  BE  du 
quarré  de  l'h  y  pot  en.  AJ2 ,  qui  eft  le  diamètre ,  on  aura 
le  quarré  de  AB  (  Liv.  IL  art.  1 84).  Par  conféquent  fi 
on  tire  la  racine  quarrée  de  ce  refte,  on  aura  la  corde  AB. 
On  trouvera  de  la  même  manière  la  corde  AF  par  la 
corde  EF.  Préfentement  fi  on  multiplie  les  côtés  oppo- 
fés du  quadrilatère ,  &  qu'on  ajoute  enfemble  les  deux 
S  traduits ,  la  fomme  fera  égale  au  produit  des  diagona- 
es  AE  &  BF.  Par  conféquent  fi  on  divife  cette  fomme 
par  la  diagonale  AE ,  qui  eft  un  diamètre ,  le  quotient 
fera  la  diagonale  ou  la  corde  cherchée  BF. 

Connoiflknt ,  par  exemple ,  que  la  corde  de  40  de- 
grés eft  de  68404  &  celle  de  36  degrés  de  61804,  on 
trouvera  par  la  méthode  de  ce  Problème  que  la  corde 
de  76  degrés  contient  123132  parties. 

Corollaire   I, 

»£•  On  pourra  trouver  par  la  méthode  de  ce  Profalc- 
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ne  la  corde  d'un  arc  double  de  celui  dont  on  connoît  la  Fig.  y 

corde.  Si ,  par  exemple ,  on  connoît  la  corde  d'un  arc 
*  de  trois  degrés ,  on  trouvera. celle  d'un  arc  de  fix  degrés* 
,  Ce  n'eft  qu'une  application  du  Problême  dans  laquelle 

le  calcul  eft  plus  court ,  parce  que  dans  ce  cas  la  cordé 

j^JB  devient  égale  à  la  corde  AF, 

Corollaire    II* 

2&.  *  Ayant  la  corde  d'un  arc  on  pourra  auflî  trouver 
celle  d'ùh-arc  triple  ou  d'un  arc  quadruple ,  quintuple , 
&c.  Pour  un  arc  triple ,  on  cherchera  d'abord  celle  d'un 
arc  double  :  enfuite'  connoiflant  la  corde  de  l'arc  dou- 
ble &  celle  de  l'arc  fimple ,  on  trouvera  la  corde  de  la 
fomme  de  ces  deux  arcs  ;  c'eft  la  corde  de  l'arc  triple. 
Four  l'arc  quadrup.  on  cherchera  d'abord  la  corde  de  1  arc 
double  :  enfuite  celle  d'un  arc  qui  (bit  double  de  celui 
dont  on  aura  trouvé  la  corde  ;  la  dernière  corde  trouvée 
fera  celle  de  l'arc  quadruple  de  l'arc  fimple.  Pour  Tare 
quintuple  on  cherchera  la  corde  de  l'arc  double ,  enfuke 
celle  de  l'arc  triple  ,  &  enfin  celle  de  la  fomme  de  ces 
deux  arcs ,  dont  l'un  eft  double  &  l'autre  triple  ,  cette 
dernière  corde  fera  celle  d'un  arc  quintuple  de  l'arc  fin* 
pie»  Tout  cela  fuit  évidemment  du  Problême  I* 

F  r  o  n  i  m  b   IL 


27  Connoiffant  la  corde  iun  arc ,  trmvtr  celle  de  la 
moitié  de  cet  arc. 

On  connoît ,  par  exemple ,  la  corde  BF  de  Tare  BEF, 
il  s'agit  de  trouver  la  corde  EF  de  l'arc  EHF ,  que  jo 
fuppofe  la  moitié  de  l'arc  BEF.  Je  tire  le  diamètre  ACE, 
qui  fera  perpendiculaire  à  la  corde  BF,  &  qui  la  coupe* 
ra  en  deux  parties  égales ,  parce  qu'il  a  deux  de  fes  points 
également  éloignés  des  extrémités  B&F  de  la  cordeBF: 
fçavoir  le  centre  C  &  le  point  E.  Ainfi  le  triangle  EMF 
eft  re&wgle  en  M.  Or  dans  ce  triangle  on  connoît  le 
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^ig.  3.  côté  FM  ,  qui  eft  la  moitié  de  BF.  D'ailleurs  on  trou- 
vera le  côté  ME  en  cette  manière  :  On  prendra  le  quar- 
.  ré  du  rayon  CF  ,  qui  eft  i'hypoténufe  du  triangle  rec- 
tangle CMF  ;  on  ôtera  de  ce  quarré  celui  du  côté  FM , 
le  *efte  fera  le  quarré  de  l'autre  côté  CM  :  fi  donc  on 
tire  la  racine  quarrée  de  ce  refte ,  on  aura  CM.  Il  fau- 
dra ôter  CM  du  rayon  CE  ,  le  refte  fera  ME.  Quand 
on  aura  FM  Se  ME ,  on  en  prendra  les  quarrés  ,  &  on 
les  ajoutera  enfemble ,  la  fomme  fera  égale  au  quarré 
-de  l'hypoténufe  EF  :  par  conféquent,  Ti  on  extrait  la 
racine  quarrée  de  cette  fomme ,  on  aura  la  corde  cher- 
chée EF. 

Si  .par  exemple  %  on  connoît  que  la  corde  de  76  dé- 
grés eft  de  1 2  3 1 3  2  parties ,  on  trouvera  que  celle  de  3  S 
degrés  eft  dç  65114, 

Problème.    III. 

28.  Connoijfknt  la  corde  d'un  arc ,  trouver  celle  du  tiers 
Ô*  de  la  cinquième  partie  de  cet  arc. 

On  connoît  la  corde  AB  de  Tare  ALB ,  il  faut  trou- 
ver la  corde  AL  de  l'arc  AIL ,  que  je  fuppofe  le  tiers 
,de  Tare  ALB.  II  eft  certain  que  cette  corde  AL  eft  plus 
grande  que  le  tiers  de  la  corde  AB.  On  prend  doncua 
nombre  un  peu  plus  grand  que  le  tiers  de  AB ,  &  on 
cherche  par  Part.  26  quelle  fera  félon  cette  fuppoficion 
la  corde  de  l'arc  ALB.  Si  on  trouve  le  même  nombre  qua 
«celui  qui  défignela  corde  AB ,  le  nombre  qui  a  été  pris 
pour  la  corde  AL  eft  effectivement  cette  corde  ;  mais  fi 
en  cherchant  la  corde  d'un  arc  triple  de~AÏL  on  trouve 
un  nombre  différent  de  celui  de  la  corde  AB  ,  il  faudra 
faire  cette  régie  de  trois ,  Si  la  corde  trouvée  AB  ,  c'eft- 
à- dire  ,  Je  nombre  trouvé  en  la  cherchant  >  vient  du  nom- 
'      bre  qu'on  afuppofé  pour  la  corde  AL ,  combien  la  vérita- 
ble corde  AB  donner  a-t -elle  pour  la  corde  AL. 

2p.  Cette  règle  de  trois  fuppofe  cette  proportion  t 
U  cordç  trouvée  AB  ejt  à  U  carde fuppofâ  AL  comme  l* 
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Véritable  corde ÀB  eft  à  la  vraie  corde  AL ,  laquelle  pro-  f\*.  # 
portion  n'eftpas  tout-à-fait  exaâe  :mais  il  n'y  aura  point 
d'erreur  fenfible  dans  le  calcul  en  faifanc  l'application  de 
la  règle  à  des  petits  arcs.  On  ne  s'en  (ert  que  pour  trou- 
ver la  corde  du  tiers  d'un  arc  de  7  degrés  30  min,  ou. 
de  quelque  autre  arc  plus  petit.  Au  refte  on  peut  tou- 
jours s'afiurer  fi  le  nombre  trouvé  eft  effeôivement  la 
corde  du  tiers  de  l'arc  dont  on  connoît  la  corde  ;  on  peut 
dis-je,  s'en  aflurer  en  cherchant  par  l'art.  26  quelle  eft 
la  corde  d'un  arc  triple  :  car 'le  nombre  qu'on  trouver* 
doit  être  le  même  que  la  corde  connue. 

On  emploiera  la  même  méthode  pour  trouver  (a 
corde  de  la  cinquième  partie  d'un  arc  ,  en  prenant  un 
nombre  un  peu  plus  grand  que  la  cinquième  partie  da 
la  corde  connue. 

La  corde  de  7  6  degrés  étant  de  123132  parties ,  oa 
trouvera  que  celle  de  2jd  20' ,  qui  eft  le  tiers  de  7^d, 
contient 4385-6  parties,  &  que  celle  de  1  y<»  12'».  qui 
eft  le  cinquième  de  76  deg.  contient  26^2  parties* 
On  fuppofe  toujours  le  rayon  de  lOOOOo. 

S    C    H    O    L    I    E. 

30.  On  peut  aifément  trouver  par  les  problêmes  pré- 
céaens  les  cordes  de  tous  les  arcs  depuis  celui  de  deux 
minutes  jufqu'à  celui  de  90  deg.  La  corde  de  60  deg.  eft: 
égale  au  rayon  que  je  fuppofe  de  1 00000  parties.  On 
trouvera  donc  la  corde  de  30^  (  27  )  :  enfuite  celle  de 
xy  d,  puis  celle  de  71  30?  .Quand  on  aura  trouvé  la  cor- 
de 7d  30',  on  cherchera  celle  du  pers ,  c'eft- à-dire,  de 
a*  30'.  Enfuite  on  cherchera  la  corde  de  la  cinquième 
partie  >  qui  eft  30'.  Cette  corde  étant  connue ,  on  trou- 
vera celle  du  tiers  ou  de  10'.  La  corde  de  ior  donnera 
celle  de  2',  en  cherchant  la  corde  de  la  cinquième  par- 
tie de  10.  On  trouvera  auffipar  les  problèmes  précé- 
4.ens  les  cordes  des  arcs  de  4.' ,  de  6 ,  de  8  >  de  1 2 ,  de 
14.,  d*  16  >  de  18  &  de*  autres  arcs  >.  de  2  minutes  eo 
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2  minutes  »  jufqu'à  po  deg.  les  moitiés  de  toutes  ces 
cordes  feront  les  finus  des  4.5*  premiers  degrés  de  minute 
en  minute*  Or  quand  on  aura  les  finus  des  45-  premiers 
degrés  »  où  trouvera  ceux  de  tous  les  autres  degrés  juf- 
qu'à po  par  le  problême  fuivant» 

Problème   IV. 

Fig.  t.     3 1 .  CûTWôiJfant  le  finus  d'un  arc ,  trouver  fin  cofinus, 
9k  le  finus  de  fan  complément. 

On  connoit  GH  fini*  de  l'arc  GA  :  il  s'agit  de  trou» 
Ver  GL  finus  de  l'arc  GD  compl.  de  GA.  Dans  le  trian- 
gle reétangle  CHG  on  connoît  deux  côtés ,  fçavoïr ,  l'hj- 
poténufe  CG  ,  qui  eft  un  rayon  de  1 00000  parties  Se  le 
côté  GH.  Il  faut  retrancher  le  quatre  de  GH  du  quarré 
de  CG  ,  le  refte  fera  le  quarré  de  CH.  Si  donc  on  tire 
la  racine  quarrée  de  ce  refte,  on  aura  le  côté  CH  égal 
à  GL  finus  de  l'arc  GD  complément  de  l'arc  G  A. 

PkoblIme    V. 

Fig.  4.      3  2.  Trouver  Us  tangentes  &  lesfe'cantes  des  arcs  dont 
on  connaît  Us  finus* 

Soit  Parc  AD  dont  il  faut  trouver  la  tangente  AB  & 
la  fécante  CB ,  en  fuppofant  que  l'on  connoît  le  finus 
DE.  Je  coniîdére  que  dans  le  triangle  reôangle  CED, 
on  connoît  deux  côtés;  fçavoir,  le  rayon  CD  qui  eft 
l'hypoténufe ,  &  le  finus  ED;  par  conséquent  on  trou- 
vera facilement  le  troifieme  côté  CE.  Après  quoi  coo- 
fidérant  que  ce  triangle  re&angle  CED  eft  femblable  au 
triangle  re&angle  C AB ,  à  caufe  de  l'angle  C  qui  eft 
commun  >  je  ferai  la  proportion  fuivante  ,  CE  .  CA  :  : 
DE  •  AB  ,  dont  les  trois  premiers  termes  étant  connus, 
je  trouverai  le  quatrième  par  la  règle  de  trois.  On  coa- 
noîtra  la  fécante  CB  en  faifant  cette  autre  proportion , 
CE  .  C  A  :  :  CD .  CB ,  dont  les  trois  premiers  termes 
(ont  auflî  connus ,  puifque  CD  eft  égal  à  CA. 


DE    E.  À    TRIGONOMÉTRIE.        2$§ 

'33.  Remarque.  Il  paroît  par  les  Problèmes  précé- 
dera qu'on  a  fouvent  befoin  de  tirer  des  racines  quar- 
rées  :  or  il  arrive  prefque  toujours  qu'on  ne  peut  faire 
exaâement  l'exrra&ion  de  la  racine  quaf  rée ,  parce  qu'il 
refte  ordinairement  quelque  chofe  après  l'opération  ;  de- 
là vient  que  la  plupart  des  finus  tels  qu'on  les  trouve 
dans  les  tables  ne  font  pas  abfolument  exads  :  mais  pour 
rendre  l'erreur  infenfïble,  on  a  fuppofé  le  rayon  divifé 
en  un  grand  nombre  de  parties  :  ce  nombre  eft  ordinai- 
ment  10 ,  ooo,  ooo,  ou  au  moins  ioocoo.  Or  il  eft 
facile  de  faire  voir  par  un  exemple ,  que  quand  on  ne 
peut  tirer  exactement  la  racine  :  l'erreur  eft  moindre  à 
proportion  ,  lorsqu'on  opère  fur  un  grand  nombre  ,  que 
lorfqu'on  opère  fur  un  petit,  Suppofons  qu'on  veuil- 
le tirer  la  racine  quarrée  de  ioiyo  &  celle  de  2.2  >  on 
trouvera  que  celle  de  loiyoeft  îoo,  &  que  celle  de 
22  eft  4  :  mais  ni  l'une  ni  l'autre  de  ces  racines  n'eft  exac- 
te ,  il  s  en  faut  à  peu  près  une  unité.  Or  il  eft  évident 
que  1  eft  moindre  par  rapport  à  100  que  par  rapport  à 
quatre  ,  puifque  1  n'eft  que  la  centième  partie  de  100» 
&  qu'il  eft  le  quart  de  4.  Voici  quelques  Théorèmes  qui 
appartiennent  encore  à  la  conftru&ion  des  tables. 

Théorème    I. 

33  B.  Le  rayon  eft  moyen  proportionnel  entre  lejinus 
jFun  arc  Gr  la  fécante  de  fin  complément* 

Démonstration. 

Prenons  pour  exemple  l'arc  DG  ,  dont  le  complé-Fîg.4* 
ment  eft  AD  :  je  dis  que  le  rayon  ou  finus  total  eft 
moyen  proportionnel  entre  DF  nnus  de  l'arc  DG  &  CB 
fécante  du  complément  AD  :  car  DF=CE.  Or  CE . 
CA  :  :  CD  ou  CA  .  CB  ,  à  caufe  des  triangles  reâangles 
CED  &  CAB  qui  font  femblables. 

Il  fuit  de-là  que  le  quarré  du  rayon  eft  égal  au  rec- 
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tangle  où  au  produit  du  (inus  d'un  arc  par  la  fécante  da 

complément  de  cet  arc* 

ThborÎmk    il; 

33  C.  Le  rayon  ejl  moyzn  proportionnel  entre  la  taA- 
gente  d'un  are  defon  complément. 

Démonstration. 

AE ,  fig.  ±.  eft  la  tangente  de  Tare  ÀG ,  &  DL  eft  h 
tangente  du  complément  DG.  Or  je  dis  que  le  rayon 
CA  eft  moyen  proportionnel  entre  AE  &  DL  :  car  les 
deux  triangles  re&angles  EAC  &  CDL  font  femblables 
à  caufe  des  deux  angles  alternes  ACE&  CLD  encre  les 
parallèles  CA  &  DL  :  on  aura  donc  la  proportion  AE . 
CD  :  :  CA  ou  CD  .  DL.  Le  quarré  du  rayon  eft  donc 
égal  au  produit  de  la  tangente  d'un  arc  par  celle  de  fon 
complément. 

Ces  deux  proportions  font  d'un  grand  ufage  pour  les 
Tables  des  logarithmes ,  des  finus ,  des  tangentes  &  des 
fécantes.  En  voici  deux  autres  que  nous  ajoutons  ,  dont 
Tune  détermine  la  grandeur  de  la  tangente  de  4. y  degrés 
ic  l'autre  celle  de  la  fécante  de  60  degrés. 

Théorime    IIL 

* 

3  3  D*  La  tangente  de  47  degrés  eft  égale  où  fayoi* 
Démonstration. 

Suppofons  que  dans  la  figure  2  l'arc  AG  foit  de  47 
degrés  :  je  dis  que  la  tangente  AE  eft  égale  au  rayon 
C  A  ;  car  dans  le  triangle  reétangle  CAE  ,  l'angle  C  qui 
a  pour  mefure  l'arc  AG ,  eft  <le  45*  deg.  ainlï  l'angle 
AEC  eft  àuffide  4  y  deg<  Par  conféquent  les  deux  côtés 
AE  &  AC  oppôfes  à  ces  angles  font  égaux., 

Théokêmk. 
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|î»È.  La  fêtante  dz  60  dégrés  eft  égale  au  diamètre*  - 

Démonstration  «T 

Suppofôns  l'arc  AD  ,  fig.  4 ,  de  £ô  deg.  il  faut  prôii* 
Vet  que  la  fécatae  CB  eft  égale  au  diamètre.  La  partît 
CD  éft  un  rayon  :  ainfi  il  refte  à  faire  Voir  que  1  autrd 
partie  DÎ3  eft  .égale  au  rayon.  Pour  cela  il  faut  tiret  I& 
corde  AD  qui  eft  égale  au  rayon ,  puisqu'elle  foutieftt  uà 
ère  de  60  degrés  ;  pal:  conléquent  le  triangle  ADC  eft 
équilatéral  :  donc  chacun  de  fes  angles ,  comme  CAD  * 
Vaut  60  deg.  ainfi  l'angle  DAÊ ,  complément  de  CAD  î 
eft  de  30  deg.  De  même  l'angle  B  eft  ae  30  degrés ,  parce 
qu'il  eft  Complément  de  l'angle  C,  qui  Vaut  60  degrés  J 
ainfi  le  triangle  ADB  eft  ifocele ,  &  les  deux  côtés  D A 
&  DE  font  égaux.  Par  conféquent  DB  eft  égal  ati 
frayon  ;  donc  la  fécante  CB  eft  égal  au  diamètre.       x 

DE  LA  NÀTUÉE  DES  LOÙARITtiMÈS 

Êr  de  leurs  tifages* 

ÎPréfetitetnënt  oto  né  fe  fert  plus  gueres  des  finus,  Aéi 
tangentes  &  des  fécantes  pour  les  calculs  de  la  Trigono- 
métrie.  On  a  heureufement  fubftitué  à  leur  place  les  Z<h 
gatithmes  des  nombres  qui  expriment  les  parties  de  ce§ 
lignes.  Nous  allons  faite  fentir  en  général  davantage 
qu'on  retire  des  logarithmes ,  après  cela  nous  en  expli* 
querons  eh  peu  de  mots  la  nature  &  l'ufagé. 

33.  F4  Tout  le  frtonde  fçait  combien  l'Addititfii  feft* 

Î)lus  facile  que  la  Multiplication  ,  &  la  Souftraâion  quel 
a  Divifion  :  ainfi  pour  faite  fentit  tout  d'un  coup^î'uti- 
lité  des  logarithmes ,  il  fuffit  de  dire  que  par  leur  foyèrt 
on  réduit  la  Multiplication  en  Addition  *  &  la  Diviikrt* 
en  Souftraétion  ;  en  un  mot ,  les  logarithnrtës  fortt  fi  tifi- 
lcs  pour  abréger  les  calculs ,  que  l'dfl  kit  fdùvériÉ  4an§ 
IL  Partit*  g 
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m6ins  d'une  heure  par  leur  fecours ,  ce  que  Ton  feroit 

à  peine  dans  un  jour  en  ne  les  employant  pas. 

3  3 .  G.  Les  logarithmes  font  des  nombres  en  propor- 
tion arithmétique   correfpondans  à  d'autres  nombres 
en  proportion  géométrique  :  ainfi  on  conçoit  que  les 
quatre  nombres  4,6,  10,12,  qui  font  en  proportion 
arith.  répondent  à  ces  quatre  autres  20 ,  40 ,  jo ,  100 , 
oiii  font  en  proport,  géométrique,  les  quatre  premiers 
feront  les  log.  des  quatre  derniers.  Si  au  lieu  d'une  pro-, 
portion  on  fuppofe  une  progreffion  géométrique,  les 
lfeg.  des  termes  qui  la  compofent  feront  auflî  en  progref- 
^on    arithmétique.    Soit    la   progreffion    géométrique 
—  1.2.4.8.16.32.  64. &c. & qu'on prenne  1  & 3. 
pour  tes  logarithmes  des  deux  premiers  termes ,  les  log.. 
des  termes  fuivans  feront  y .  7  »  9  »  1 1  »  1 3  »  &c.  (  On  voit' 
frien  que  ces  nombres  1,3,^,7, 9,  11,13,  font  en  pro- 
greflion arithmétique  ).  Afin  de  fçavoir  quels  font  les  ter- 
mes de  la  progreflion  arithmétique  qui  répondent  à  ceux 
de  la  progreflion  géom.  on  difpofe  les  uns  à  côté  des  au- 
tres entre  deux  colomnes ,  comme  on  les  voit  dans  les  Ta- 
blés  ,  ou  bien,  on  met  les  uns  fous  les  autres  en  cette 
^  ï  .2.  4  .  8  .  i5.  32.  <?4  Qn  cho;fi       Uc 
-r  1 .3  .  y . 7.   9.  11. 13  *  . 

progreflion  arithmétique  on  veut  pour  répondre  à  une 
progreflion  géométrique ,  ainfi  au  lieu  de  celle  que  nous, 
venonp*  d'employer ,  on  pourroit  prendre  celle  -  ci , 
•f-o'.t,  2.  3.  4.  j.  6.  dont  zéro  eft  le  premier  terme. 

3  3 .  H.  Dans  les  Tables  on  prend  la  progreflion  géomé- 
trique 4ri-  *o.  100.  iooo.  10000. 1 00000.  ioooooo, 
&c.&  laprogreflîon  arith.  -7-0. 10000000*20000000. 
30000000.- 40600000.  yooooooo.  60000000.  Voici 
pourquoi  on  prend  de  fi  grands  nombres  pour  les  termes, 
de  la  progreflion  arithmétique ,  il  ne  faut  pas  feulement 
avoir  les  logarithmes  des  termes  qui  compofent  la  pro- 
greflioti  géométrique  qu'on  vient  de  rapporter,  mais 
aufïi  ceux  des  nombres  intermédiaires.  Or  il  y  a  d'au- 
tant plus  de  ces  nombres  que  les  termes  de  la  progreflion 
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géométrique  font  plus  éloignés  du  premier  :  il  y  a  85)5)9 
nombres  entre  1000  &  10000  :  il  y  en  a  89999  en- 
tre 10000  &  1 00000  :  il  y  en  a  899999  entre  1 00000 
&  1 000000 ,  ainfi  de  fuite*  D'ailleurs  les  logarihmes 
des  nombres  intermédiaires  entre  deux  termes ,  font 
suffi  des  nombres  intermédiaires  entre  les  logarithmes 
de  ces  termes  :  par  exemple ,  les  logarithmes  des  nom- 
bres entre  les  termes  1 00000  &  1 000000  font  entra 
leurs  log.  jooooooo  &  60000000,  c'eft-à  dire ,  qu'ils 
font  plus  grands  que  le  premier  &  moindres  que  le  fé- 
cond. On  voit  par  «là  qu'il  faut  un  très -grand  nombre 
de  logarithmes  intermédiaires  entre  ces  deux  termes  de 
la  progreffion  géométrique  qui  font  fort  éloignés  du  pre- 
mier ;  &  par  conféquent  les  log.  de  ces  termes  doivent 
être  très  -  différens  entr'eux.  Quant  aux  termes  qui  font 
près  du  premier ,  il  faut  auffi  un  grand  nombre  de  loga* 
rithmes  intermédiaires  à  caufe  des  fradions  ,  comme  fi 
on  vouloit  avoir  du  moins  à  peu  près  les  logarithmes  de 
1 $  \  y  de  1  y  \ ,  de  1  j  £.  On  verra  dans  la  fuite  pourquoi 
la  progreffion  arithmétique  commence  par  zéro. 

33.  I.  Quoique  nous  difions  que  les  logarithmes  font 
des  nombres  en  proportion  arithmétique ,  il  ne  s'enfuit 

5>as  que  fi  on  prend  quatre  logarithmes  dans  une  table  ils 
oient  toujours  en  proportion  arithmétique.  Si  on  choi- 
fit ,  par  exemple ,  les  logarithmes  de  4 , 8 , 1  o ,  12 ,  ils  ne 
feront  pas  en  proportion  arithmtique  :  car  cette  propor- 
tion ne  doit  fe  trouver  entre  les  logarithmes  que  quand 
les  nombres  auxquels  il;  appartiennent  font  en  propor- 
tion géométrique.  Or  les  nombres  4 ,  8 ,  10 ,  22  ne  font 
pas  en  proportion  géométrique  ;  &  par  conféquent 
leurs  logarithmes  ne  doivent  pas  faire  une  proportion 
arithmétique. 

:  33.  K.  Le  premier  des  chifres  qui  compofent  les  log. 
de  tous  les  nombres  d  epuis  l'unité  jufqu'à  10 ,  000 ,  ooq, 
OOO ,  excluGveirçent ,  cft  appelle  caraSériJlique.  Dans  le 
log.  de  ce  nombre  &  de  ceux  qui  font  plus,  grands  ,  la 
çara&érifti^ue  contient  plufieurs  chifres.  En  -général  il 

9  y 
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y  a  autant  d'unités  dans  la  cara&ériftique ,  qu'il  y  a  de 
chifres  dans  le  nombre  avant  celui  qui  eft  au  raug  des 
unités,  c'eft-à  dire,  avant  le  dernier  :  ainfi  la  cataétérif- 
tique  de  tous  les  nombres  naturels  depuis  iooo  compris 
jufqu'à  ioooo  exclufivement  eft  3  ;  &  celle  de  ïoooo 
&  de  tous  les  nombre  jufqu'à  1 00000  eft  4. 

En  voici  la  raifon  :  le  log.  de  I  o  n'a  qu'une  unité  pour 
caraâériftique  :  ainfï  cette  caraâérift.  a  autant  d'unités 
qu'il  y  a  de  chifres  dans  10  avant  le  dernier.  D'ailleurs, 
comme  on  a  choifi  dans  les  Tables  la  progreffion  géo- 
métrique Sf  x*  10.  100.  iooo.  10000,  &c.  pour  les 
nombres  naturels ,  &  la  progreflion  géométrique  -—  0. 
x.  2.  3.  4,  &c.  (nous  omettons  les  zéros)  pour  les  lo- 
garithmes ,  il  eft  évident  que  le  nombre  des  unités  de  la 
caracfcériftique  augmentera  à  raefure  que  le  nombre  des 
.fchifres  croîtra  dans  les  nombres  naturels. 

Nous  allons  expliquer  l'ufàge  des  logarithmes ,  &  en- 
fuite  nous  en  donnerons  des  raifons. 

33 .  L.  Pour  trouver  le  produit  de  deux  nombres  par 
le  moyen  des  logarithmes ,  il  faut  chercher  dans  la  Ta- 
ble leurs  logaritithmes  &  les  ajouter  enfemble;  leur  fom- 
me  fera  le  logarithme  du  produit  qui  fe  trouvera  dans 
la  Table  vis-à-vis  de  cette  tomme  :  par  exemple ,  fi  je 
veux  avoir  le  produit  de  5*7  par  34,  je  cherche  dans  la 
Table  des  logarithmes  qui  répondent  à  ces  deux  nom- 
bres :  je  trouve  175-5  8749  &  1 5-3 14789 ,  que  j'ajoure 
enfemble,  la  fomme  eft  328735*38.  Je  cherche  donc 
ce  logarithme*  &  je  trouve  que  le  nombre  qui  lui 
répond  eft  1938  ;  ainfi  ce  nombre  eft  le  produit  de  77 
par  34. 

33.  M.  Pour  trouver  le  quotient  d'un  nombre  divifé 
par  un  autre  en  employant  les  logarithmes  ,  il  faut  re- 
trancher le  logarithme  du  divifeur  de  celui  du  dividende, 
)&  refte  fera  le  logarithme  du  quotient.  Pour  avoir  le 
quotient  du  nombre  9642  divifé  par  64 ,  je  prends 
39$4.t6y%  &t  18061800,  qui  font  les  logarithmes  de 
£642  &  de  £4,  &  je  retranche. le  fécond  du  premier, 
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le  refte  21779871  eft  le  logarithme  du  quotient.  Or  en 
cherchant  ce  relie  dans  la  Table  ,  je  trouve  que  le  loga- 
rithme le  plus  approchant  eft  217605)  1 3  ,  auquel  répond 
iyO,  qui  par  conféquent  eft  le  quotient  cherché.  Mais 
il  y  a  un  refte,  parce  que  21779871  eft  plus  grand 
que  217609 13. 

23%  N,  Pour  faire  une  règle  de  trois  avec  les  loga- 
rithmes ,  il  faut  ajouter  enfemble  les  logarithmes  des  deux 
moyens  connus ,  &  retrancher  de  la  fomme  le  logari- 
thme du  premier  terme,  le  refte  fera  le  logarithme  du 
quatrième  terme  cherché.  Ainfi  pour  trouver  le  qua- 
trième tçrme  de  cette  proportion,  425*  •  1275  :  :  634. 
xy  j'ajoute  enfemble  les  deux  nombres  3105^102  & 
28020893,  qui  font  les  logarithmes  des  moyerfs;  la 
fomme  eft  S9°7S99S  *  enfuite  je  retranche  de  cette 
fomme  le  nombre  26283889  ,  qui  eft  le  logarithme  du 
premier  terme;  le  refte  3275)2106,  eft  le  logarithme 
de  1902.  Ainfi  ce  nombre  15)02  eft  le  quatrième  terme 
cherché.  On  fe  fert  auflî  des  logarithmes  ,  foit  pour 
avoir  les  racines  d'un  nombre ,  foit  pour  en  trouvée 
les  pjiflances.  / 

33.O.  Afin  de  trouver  la  racine  quarrée  d'un  nombre  * 
il  faut  prendre  la  moitié  de  fon  logarithme ,  ce  fera  celui 
de  la  racine  cherchée  ;  ainfi  pour  trouver  la  racine  de 
722^  ,  je  cherche  fon  logarithme  dans  la  Table,  &  je 
prouve  385-88379  ,  dont  la  moitié  19294189  eft  le  lo- 
garithme de  la  racine  :  je  cherche  donc  cette  moitié 
dans  la  table ,  &  je  trouve  que  c'eft  le  logarithme  de 
8  y  ;  ainfi  8  j  eft  la  racine  quarrée  de  7225*.  Si  on  vou- 
loit  avoir  la  racine  cubique  d'un  nombre ,  il  faudroit  pren- 
dre le  tiers  de  fon  logarithme ,  ce  tiers  feroit  le  loga- 
rithme de  la  racine  cubique  du  nombre  propofé.  Il  en  eft 
de  même  à  proportion  des  autres  racines. 

3  3  •  P.  Pour  élever  un  nombre  à  fon  quarré ,  il  faut 
prendre  le  double  de  fon  logarithme ,  ce  fera  le  lagarkh» 
du  quarré  cherché ,  je  veux ,  par  exemple ,  élever  96  à 
fon  quarré  >  je  trouve  dans  la  Table  que  le  logarithme 
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de  $6  eft  10822712,  dont  le  double  39645*424  eft  te 
logarithme  de  92.16*  Ainfi  ce  nombre  eft  quarré  de  96* 
S'il  s'agit  de  trouver  le  cube  d'un  nombre ,  on  prend  le 
triple  de  fon  logarithme.  C'eft  la  même  chofe  à  propor- 
tion pour  les  autres  puiffances. 

Ces  différens  ufages  que  l'on  fait  des  logarithmes  font 
fondés  fur  la  notion  que  nous  en  avons  donnée. 

i°.  Il  eft  aifé  de  voir  qu'en  ajoutant  les  logarithmes 
de  deux  nombres ,  leur  fomme  eft  égale  au  logarithme 
du  produit  de  ces  deux  nombres  :  car  on  fçait  que  dans 
toute  multiplication  on  a  la  proportion ,  l'unité  eft  au 
multiplicateur  comme  le  multiplicande  eft,  au  produit 
(  Arith.  Liv.  II. art.  6y  )  ;  par  conféquent  les  logarithmes 
qui  répondent  à  ces  quatre  termes  font  en  proportion 
arithmétique  :  ainfi  la  fomme  des  moyens  eft  égale  à  celle 
des  extrêmes.  Or  le  premier  extrême  qui  eft  le  logari- 
thme de  l'unité  eft  zéro.  Par  conféquent  la  fomme  des 
moyens ,  c'eft-à-dire ,  des  logarithmes  de  deux  nombres 
eft  égale  au  dernier  extrême ,  qui  eft  le  logarithme  du 
produit. 

2°.  En  retranchant  le  log.  du  divifeur  du  log.  du  divi- 
dende ,  le  refte  eft  le  log.  du  quotient.  En  voici  la  rai- 
fon.  Dans  toute  divifion  on  trouve  la  proportion  fuivante, 
le  dividende  eft  au  divifeur  comme  le  quotient  eft  à  l'u- 
nité. Par  conféquent  les  log.  de  ces  quatre  termes  font  en 
proportion  arithmétique.  Donc  la  fomme  des  log.  du 
dividende  &  de  l'unité  eft  égale  à  la  fomme  des  log*  du 
•divifeur  &  du  quotient.  Or  le  log.  de  l'unité  eft  zéro 
dans  la  progreflion  des  Tables  des  logarithmes  :  ainti  le 
log.  du  dividende  eft  égal  à  la  fomme  des  doux  autres» 
Donc  en  retranchant  le  log.  du  divifeur,  qui  eft  un  de  ces 
deux  derniers ,  du  log.  du  dividende ,  le  refte  fera  le  log. 
du  quotient. 

30.  Quand  on  a  une  règle  de  trois  à  faire  par  les  log.  il 
faut  retrancher  le  log.  du  premier  terme  de  la  fomme  des 
log.  des  moyens ,  afin  d'avoir  le  log.  du  quatrième  terme. 
Cela  paroît  aflez  par  ce  que  nous  avons  dit  fur  la  multi- 
plication &  fur  la  divifion. 
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4e.  Pour  entendre  la  méthode  de  l'extraftion  de  la 
racine  quarrée  par  les  log.  il  faut  obferver  que  le  quatre 
eft  le  produit  de  la  racine  multipliée  par  elle  même  :  & 
par  conféquent  on  a  la  proportion  fuivante ,  l'unité  efl 
à  la  racine  comme  la  racine  eft  quarré  (Arith.  Liv. 
II.  art.  6$)  :  ainfi  le  logarithme  de  l'unité  étant  zéro  , 
celui  du  quarré  eft  égal  à  la  fomme  des  logarithmes  des 
moyens.  Or  ces  log.  des  moyens  font  égaux  ipar  con- 
séquent, le  log.  du  quarré  eft  double  du  log.  de  la  ra- 
cine. Et  pour  l'extradion  de  la  racine  cubique  on  fera 
attention  que  le  cube  d'un  nombre  eft  le  produic  de  fon 
quarré  par  ce  nombre  qui  eft  la  racine  :  on  a  donc  la 
proportion ,  l'unité  eft  à  la  racine  comme  le  quarré  eft 
au  cube  (Arith.  Liv.  II.  art.  <5y)  ;  &  par  conféquent  le 
log.  du  cube  eft  égal  à  la  fomme  des  log.  de  la  racine  ou 
du  nombre  &  du  quarré.  Or  le  log.  du  quarré  eft  dou- 
ble de  celui  de  la  racine  :  par  conféquent  le  log.  du  cu- 
be eft  triple  du  log.  de  la  racine. 

£°.  La  méthode  de  trouver  le  quarré  &  le  cube  d'un 
nombre  par  les  log.  eft  évidente  ,  après  ce  que  nous 
venons  de  dire. 

33.  Q.  Remarque.  On  peut  voir  préfentement  que 
ce  n'eft  pas  fans  raifon  que  dans  les  Tables  des  log.  on 
a  pris  zéro  pour  log.  de  l'unité.  .Sans  cela  il  faudroit  pour 
la  multiplication  retrancher  le  log.  de  l'unité  de  la 
fomme  des  log,  du  multiplicande  &  du  multiplicateur  ; 
&  pour  la  divifion  il  faudra  ajouter  le  log.  de  l'unité 
au  log.  du  dividende ,  &  retrancher  enfuite  de  la  fom- 
me le  log.  du  divifeur.  Ainfi  dans  ces  deux  premiers  cas 
on  feroit  obligé  de  faire  une  opération  de  plus  que  l'on 
ne  fait.  Ce  feroit  la  même  chofe  pour  le  quatrième  & 
le  cinquième  cas» 

3  ?.  A.  Les  log.  des  (mus ,  des  tangentes  &  des  fécan- 
tes  font  appelles  (inus  ,  tangentes  &  fécantes  artificiel- 
les pour  les  di  flingue r  des  finus ,  des  tangentes  &  des 
fécantes  véritables ,  que  l'on  appelle  (inus ,  tangentes  & 
fécantes  naturelles .  ou  fimplement  finus .  tangentes  8c 
fécantes.  Q  iv 
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33,  S,  Remarque.  Dans  l'ufage  ordinaire  on  retran- 
che les  deux  derniers  chifres  de  chaque  log.  pour  abré- 
ger le  calcul  «  &  le  refte  fuffit ,  à  moins  qu'on  n'ait  be- 
foiq  d'une  exaâitude  entière ,  comme  il  arrive  fouvene 
d^ns  les  calculs  aftronomiqoçs.  Lorfqu'on  retranche  ainfî 
Jes  deux  derniers  chifres ,  s'il  valent  plus  de  >o  ,  on 
ajoute  une  unité  au  dernier  chifre  du  refte  pour  plus 
graqde  exactitude  :  mais  s'ils  yalent  moins  de  y  a ,  on  n'a* 
foute  rien  au  refte  ;  enfin  s'ils  valent  jQ ,  on  peut  ajou- 
ter ou  non  une  unité.  S'il  s'agit ,  par  exemple ,  du  lo- 
;arithmedç722j',  qui  eft  385*80379,  onprçnd  38/884» 

caufe  que  les  deux  derniers  chifres  79  valent  plus 
de  5*0.  Cette  pratique  eft  fondée  fur  ce  que  la  valeur 
des  chifres  d'un  nombre  augmente  en  propotion  dé- 
cuple en  allant  de  droite  à  gauche  2  car  il  s'enfuit  que 
fi  les  deux  chifres  retranchés  font  plus  de  yo ,  ils  va^ 
lent  plus  de  la  moitié  d'une  unité  du  chifre  précédent  s 
$'ils  font  moins  de  yo ,  ils  valent  moins  que  la  moitié 
d'une  unité.  £n£n  s'ils  font  précifément  yo ,  ils  valent 
fufte  la  moitié  d'une  unité,  Ainfi  dans  notre  exemple , 
en  ajoutant  unç  unité  à  3  ,  ç'eft-à-dire  t  en  mettant  4 
HU  lieu  de  3  ,  le  nombre  approche  plus  du  véritable 
logarithme  »  que  fi  on  laiflbit  3  ;  parée  que  les  deux 
chifres  retranchés  79  valent  plus  de  I3  moitié  d'une 
Wlité  du  3. 

Nous  avons  fait  imprimer  in  -  8°.  des  Tables  de* 
Sinus ,  des  Tangentes ,  des  Sécantes  »  de  leurs  Logarith- 
mes ,  Çr  de  ceux  des  nombres  naturels.  Comme  la  per- 
fç&ion  de  ces  fortes  d'ouvrages  confifte  fur-tout  dans 
ta  correâion  ,  on  a  pris  toutes  les  précautions  néceffai- 
f§9  pour  éviter  les  fautes  ,  comme  il  paroît  par  la  Pré* 
fèçç  &  un  Avertiflemçnt  qui  eft  à  la  tête.  On  trou- 
vera après  cet  Avertiffement  une  explication  ds  h.  (Wr* 
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PROPOSITIONS  QUI  RENFERMENT 

U  Théorie  de  U  Trigonométrie. 

Après  tout  ce  que  nous  avons  dit  fur  les  finus ,  les  tan* 
gentes  &  les  fécantes ,  il  ne  fera  pas  difficile  d'entendre 
ce  que  nous  avons  à  dire  fur  la  Trigonométrie  reôili- 
gne  qui  eft  entièrement  fondée  fur  trois  Théorèmes  que 
nous  allons  démontrer ,  &  enfuite  nous  expoferons  les 
Problêmes  généraux ,  dont  les  Problêmes  particuliers 
pour  mefurer  des  longeurs  >  telles  que  font  la  diftan* 
ce  &  la  hauteur  des  objets,  ne  font  que  des  applica- 
tions. 

Pour  abréger  le  difeours  nous  marquerons  dans  la  fui- 
te les  fînus  des  angles  dont  nous  parlerons ,  en  mettant 

îs  qui  défîgneront  les  au  - 
ire  le  fînus  de  l'angle  BA 
igle  n'eft  défîgné  que  par 
le  lettre ,  comme  A ,  on  écrit  SA  pour  fignifier  le  fînus 
de  l'angle  A. 

Théorème    L 

34  Dans  tout  triangle  >  les  finus  des  angles  font  entre 
eux  comme  les  côtés  oppofés  à  ces  angles. 

Soit  le  triangle  BAC ,  que  je  fuppofe  inferit  dans  un  Fig«  5, 
cercle  (  ce  qui  eft  toujours  poflible  )  ;  je  dis  que  le  côté 
AB  eft  au  côté  AC,  comme  le  fînus  de  langle  C  oppofé 
nu  côté  AB  eft  au  finus  de  l'angle  B  oppofé  au  côté  AC, 
ou  altcrnando  ,  AB  ♦  SC  :  :  AC  ,  SB. 

DÉMONSTRATION. 

L'angle  C  étant  inferit  ,  a  pour  mefure  la  moitié  de 
î'arc  AB  fur  lequel  il  eft  appuyé.  Or  le  fînus  de  la  moi- 
tié de  l'arc  AB  eft  la  moitié  de  la  corde  AB  (9)  Donc 

cette  moitié  de  corde  eft  auffi  le  fînus  de  l'angle  C  op* 
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Fî£  5-pofé  au  côté  AB.  Pareillement  l'angle  B  a  pour  mefurc 
la  moitié  de  l'arc  AC.  Or  le  fous  de  la  moitié  de  Tare 
AC  eft  la  moitié  de  la  corde  AC  :  donc  la  moitié  de 
cette  corde  eft  aufli  le  finus  de  l'angle  B  ;  par  conféquent 
les  finus  des  angles  font  les  moitiés  des  cotés  oppo- 
sés. Or  les  moitiés  font  comme  les  tous  :  donc  AB , 
AG  :  :  SC*  SB ,  ou  ce  qui  eft  la  même  chofe ,  SC  .SB  :  : 
AB  .  AC.  On  démontreroit  de  la  même  manière ,  que 
AB  .  BC  ::  SC  .  SA ,  &  que  AC  .  BC  :  :  SB  .  SA;  ou 
alurnanio,  AB  ,SC  :  :BC.  SA,  &  AC.SB::BC. 
SA. 

Quoique  les  finus  des  angles  foient  entr'eux  comme 
les  côtés  oppofês ,  il  ne  s'enfuit  pas  que  les  angles  mê- 
me foient  entr'eux  comme  les  côtés  oppofés,  parce  que 
les  finus  ne  font  pas  proportionels  aux  angles ,  comme 
on  en  a  averti.  (  art.  1 1.  ) 

LEMME    1. 

35\  Lorjquedeux  quantités  font  inégales*  la  plus  granit 
tfl  égale  a  la  moitié  de  la  fomme ,  plus  à  la  moitié  il  la 
différence  ;  €r  la  plus  petite  eft  égale  à  la  moitié  de  U 
fomme  moins  la  moitié  de  la  différence. 

Si  on  a ,  par  exemple ,  deux  nombres  dont  la  fomme 
foit  40 ,  &  la  différence  foit  8  ,  le  plus  grand  de  ces 
deux  nombres  eft  égal  à  la  moitié  de  40  »  plus  à  la  moi- 
tié du  8 ,  ces  deux  moitiés  font  20  -f-  4.  =  24  ;  &  le  plus 
petit  des  deux  nombres  eft  égal  à  la  moitié  de  la  fomme 
moins  la  moitié  de  la  différence,  c'eft-à^dire,  à  20— 
4=  16. 
6#  Pour  démontrer  cette  propofition ,  nous  fuppoferoos 
deux  lignes  inégales  jointes  enfembles ,  comme  AB  & 
BD  ,  qui  peuvent  repréfenter  toutes  fortes  de  gran- 
deurs inégales.  Ayant  partagé  AD  en  deux  parties  éga- 
les au  point  C ,  &  pris  AE  =  BD.  i°.  Il  eft  évident 
que  AD  eft  la  fomme  des  lignes  AB  &  BD.  *°.  AC.  ou 
CD  eft  la  moitié  de  cette  fomme.  3*.  EB  eft  la  différen- 
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ce  où  l'excès  de  AB  fur  AE.  Or  par  l'hypothéfe  AE=-.Fig.  A 
BD  :  donc  EB  eft  auffi  la  différence  de  AB  &  de  BD.  40. 
CE  ou  CB  eft  moitié  de  la  différence  de  EB  :  car  les 
deux  lignes  AC  &  CD  étant  égales,  fi  on  retranche  les 
parties  égales  AE  fc  BD ,  les  reftes  CE  &  CB  doivent 
être  égaux,  &  par  conséquent  ils  font  chacun  la  moitié  de 
la  différence  EB.  Cela  pofé ,  il  eft  facile  de  faire  voir , 
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I.  Partii.  AB=AC-hCB.  Or  AC  eft  la  moitié  de 
la  fomme  des  lignes  AB  &  BD ,  &  CB  eft  la  moitié  de 
leur  différence  EB  :  donc  AB  eft  égale  à  la  moitié  de  la 
fomme  plus  la  moitié  de  la  différence. 

II.  Partir.  BD==CD  —  CB,  Or  CD  eft  la  moitié 
de  la  fomme ,  &  CB  la  moitié  de  la  différence.  Par  con- 
féquent BD  eft  égale  à  la  moitié  de  la  fomme  moins  la 

moitié  de  la  différence.  Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

» 

COROLLAIRR. 

36.  CB  eft  l'excès  de  CD  fur  BD  ;  c'eft  à-dire ,  que 
CB  eft  l'excès  de  la  moitié  de  la  fomme  des  deux  lignes 
AB  &  BD  fur  la  plus  petite.  Or  on  vient  de  voir  que 
cet  excès  CB  eft  la  moitié  de  la  différence  de  ces  deux 
lignes  :  on  peut  donc  dire  en  général  que  l'excès  de  la 
moitié  de  la  fomme  de  deux  grandeurs  fur  la  plus  petite» 
-eft  la  moitié  de  la  différence. 

UMME     II. 

37.  Dans  tout  triangle,  comme  B AC ,  fi  on  prolonge Rg.  7. 
vers  D  le  côté  AB.  je  le  fuppofe  plus  grand  que  l'autre 
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Fi*  7.  coté  de  l'angle  A;  )  enforte  que  AD  fait  égal  à  Vautre 
côté  AC.  &  qu'on  joigne  les  deux  points  DQrC  par  la  ligru 
DC ,  afin  £  avoir  lé  triangle  ifbcele  D  AC  \fi  enfuite  on  tin 
du  fimmet  A  de  ce  triangle ,  la  perpendiculaire  AF  fur  là 
bafe  DC  ;  je  dis  1°.  que  r  D  ejl  la  tangente  de  la  demifom* 
me  des  angles  B  &  C  oppofés  aux  côtés  AC  &  AB.  Par 
exemple  >  fi  les  deux  angles  B  &  C  pris  enfemble  va- 
lent 116  deg.  la  ligne  FD  fera  la  tangente  d'un  angle  de 
58  degrés  (  y8  eft  la  moitié  de  la  fomme  de  1 16  ). 

Car  l'angle  CAD  eft  extérieur  par  rapport  aux  angles 
B  &;  C  du  triangle  BAC  ;  par  conféquent  il  eft  égal  à 
ces  deux  angles  pris  enfemble  (Liv.  II.  art.  17)  :  mais  cet 
angle  CAD  eft  partagé  en  deux  parties  égales  par  la 

Îerpendiculaire  AF  (  Liv,  II.  art.  24  )  ;  donc  1  angle 
)  AF  eft  la  moitié  de  la  fomme  des  angles  B  &  C.  Or  la 
ligne  FD  perpendiculaire  fur  AF  eft  la  tangente  de  cet 
angle  >  comme  il  paroîtra  en  décrivant  Tare  FG  du  cen- 
tre A,  &  de  l'intervalle  AF  ;  donc  la  ligne  FD  eft  la  tan* 
gente  de  la  demi- fomme  des  angles  B  &  G 

Si  on  tire  encore  la  ligne  AÈparalelle  à  BC  baft  du  trian- 
gle BAC  ;  je  dis  20.  que  EF  eft  la  tangente  de  la  demi-iif- 
jérence  des  mimes. angles  B  6r  C  Par  exemple,  fi  la  diffé- 
rence des  angles  B  &  C  eft  34  deg.  la  ligne  FE  fera  la 
tangente  d'un  angle  de  17  deg. 

Car  l'angle  D  AF  eft  égal  à  la  moitié  de  la  fomme  de 
ces  deux  triangles ,  comme  on  vient  de  le  prouver;  d'ail- 
leurs l'angle  DAE  eft  égal  au  plus  petit  des  mêmes  an- 
gles ,  fçavoir ,  à  l'angle  B ,  à  caufe  des  lignes  AE  &  BC, 
qui  font  fuppofées  parallèles  ;  donc  l'angle  EAF,  qui  eft 
l'excès  de  l'angle  DAF  fur  DAE  eft  la  moitié  de  la  dif- 
férence des  angles  B  &  C  (  36  ).  Or  la  tangente  de  cet 
angle  EAF  eft  la  ligne  droite  FE  perpendiculaire  fur  le 
rayon  AF  de  l'arc  FG  ;  donc  FE  eft  la  tangente  de  la  de- 
mi différence  des  angles  oppofés  B  &  C. 

Théorème     II. 

3 S*  Dans  tout  triangle,  comme  BAC ,  qui  rfeftgas  éqpi* 
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latéral  ,  fi  on  prend  deux  côtés  égaux ,  la  fomme  de  ces  ^t*  ?* 
deux  côtés ,  tels  que  AB  &  AC  >  eji  à  leur  différence  ,  commç 
la  tangente  de  la  demi  fomme  des  angles  C  &  B  oppofés  aux 
deux  côtés  ,  efi  à  la  tangente  de  la  demi- différence  de  cet 
angles. 

Suppofant  les  lignes  tirées  comme  dans  le  fécond 
Lemme ,  H  faut  encore  mener  du  point  F  la  ligne  FH 
parallèle  à  BC  bafe  du  triangle  propofé  BAC.  Cela  pofé: 

i°.  Il  eft  évident  que  DB  eft  égale  à  la  fomme  des 
côtés  AB  &  AC,  puifque  par  la  conftruftion  AD« 
AC.  2°.  Le  double  de  AH  eft  égal  à  la  différence  de* 
côtés  AB  &  AC  ou  AD  :  car  la  ligne  AF  étant  perpen- 
diculaire fur  DC ,  bafe  du  triangle  ifocele  DAC ,  elle 
coupe  cette  bafe  en  deux  parties  égales  au  poinc  F  (Liv. 
IL  art.  24.)  ;  par  conféquent  la  ligne  FH  coupe  aufli  DC 
en  deux  parties  égales ,  puifqu'elle  eft  tirée  du  point  F j 
donc  cette  ligne  FH  étant  parallèle  à  la  bafe  BC  de  l'an- 
gle BDC  ,  il  faut  aufli  qu'elle  divife  également  l'autre 
côté  DB  de  cet  angle  (  Liv.  T.  arté  1  j  I  &  1 62)  ;  par  con- 
féquent DH  eft  la  moitié  de  DB .  c'eft- à-dire,  de  la 
fomme  des  côtés  AB  &  AC  ou  AD,  Or  AH  eft  f  excès 
de  DH  fur  le  petit  côté  AC  ou  AD  ;  donc  par  le  Corolr 
laire  (36)  du  premier  Lemme,  AH  eft  la  moitié  de  la 
différence  des  côtés  AB  &  AC ,  donc  le  double  de  AH 
eft  la  différence  entière  de  ces  côtés. 

Ainfi  DB  eft  la  fomme  des  côtés  AB  &  AC  ;  le  dou- 
ble de  AH  eft  la  différence  de  ces  côtés  ;  d'ailleurs  on  a 
fait  voir  dans  le  fécond  Lemme  que  FD  eft  la  tangente 
de  la  demi-fomme  des  angles  C  &  B  oppofés  aux  deux 
côtés ,  &  que  FE  eft  la  tangente  de  la  demi-différence 
de  ces  angles.  Il  faut  donc  prouver  que  DB  eft  au  dou- 
ble de  AH ,  comme  FD  eft  à  FE. 

DÉMONSTKA   I  t  o  y. 

I 

L'angle  HDF  ayant  deux  bafes  parallèles  ,  fçavoic 
ÀE  &  f  H  par  la  fuppofcion ,  on  a  la  proportion  (Liv.  L 
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**•  7.3rt.  i S*  )  DH.  AH  :  s  FD.  FE  ;  par  conféquent  fi  <xf 
double  les  deux  termes  .de  la  première  raifon  ,  la  pro- 
portion fubfiftera  toujours  ;  on  aura  donc  la  proportion, 
le  double  de  DH ,  qui  eft  DB ,  eft  au  double  de  AH  :  :  FD. 
FE  ;  c'eft-à-dire ,  que  la  fomme  des  côtés  AB  &  AC  eft 
k  leur  différence ,  comme  la  tang.  de  la  moitié  de  la 
fomme  des  angles  B  &  C  eft  à  la  tangente  de  la  moitié' 
de  leur  différence.  Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

Théoukme     III. 

Fig.  8.     3P- Dans  m  ^ianglefcalene .  comme  BAC ,  ceft-â-dire, 

dont  les  trois  côtés  font  inégaux ,  le  grand  côté  BC  tftâU 

fomme  des  deux  autres  AB  &  AC ,  comme  la  différence  de 

ces  deux  eft  à  la  différence  desfegmens  du  grand  côté  divifé 

par  la  perpendiculaire  AD  tirée  de  V angle  oppofé  A. 

Du  point  A ,  comme  centre  &  de  l'intervalle  da 
moindre  côté  AC ,  décrivez  une  circonférence ,  &  pro- 
longez le  côté  AB  au-delà  du  point  A ,  jufqu'à  la  ren- 
contre de  la  circonférence.  i°.  Le  petit  côté  AC  étant 
égal  à  la  ligne  AF  ,  parce  que  ce  font  des  rayons  de  mê- 
me cercle ,  il  s'enfuit  que  la  ligne  BF  eft  égale  à  la  fom- 
me des  côtés  AB  &  AC.  En  fécond  lieu  BG  eft  la  diffé- 
rence des  côtés  AB  &  AC ,  parce  que  le  petit  côté  AC 
eft  égal  à  AG.  Enfin  la  perpendiculaire  AD  coupant  la 
corde  EC  en  deux  parties  égales  au  point  D  (Liv.  I.  art, 
ioy)  ,  il  eft  évident  que  BE  eft  la  différence  des  fegmen* 
BD  &  DC  du  gramd  côté  BC.  Il  faut  donc  prouver  que 
le  grand  côté  BC  eft  à  BF  fomme  des  deux  autres ,  com- 
me leur  différence  BG  eft  à  BE  différence  des  deux  feg- 
mens  du  grand  côté  :  ce  qui  fe  réduit  à  cette  proportion» 
BC.BF::BG,BE. 

DEMONSTRATION, 

Confidérez  que  les  deux  lignes  BC  &  BF  (ont  deux 
féçantes  extérieures,  qui  font  tirées  du  même  point  B, 
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par  conféquent  la  fécante  BC  &  fa  partie  BE  hors  du 
cercle  ,  font  réciproqiies  à  l'autre  fécante  BF  &  à  la 
partie  BG  hors  du  cercle  (Liv.  I»  art.  1 66).  On  a  donc 
la  proportion  BC  .  BF  :  BG  .  BE.  Ce  qu'il  falloir  dé- 
montrer. 

PROBLEMES   GÉNÉRAUX  POUR    LA 

pratique  de  la  Trigonométrie. 

40.  De  ces  trois  Théorèmes ,  nous  allons  déduire 
quatre  Problêmes  généraux  defquels  dépend  la  pratique 
de  la  Trigonométrie  &  de  l'arpentage.  Ces  quatres  Pro- 
blêmes repondent  à  quatre  Théorèmes  fur  la  compa- 
raifon  des  deux  triangles  que  nous  avons  démontrés 
égaux  (  Liv.  II.  art.  27 ,  29 ,  30  &  3  3  ,  )  lorfque  de  ces 
cinq  chofes,  fçavoir ,  trois  côtés  &  deux  angles,  il  y  en- 
a  trois  dans  un  triangle  égales  aux  trois  corefpondan- 
tes  d'un  autre  triangle.  Or  puifque  trois  de  ces  cinq 
chofes  ne  peuvent  être  égales  dans  deux  triangles ,  à 
moins  qu'ils  ne  foient  égaux  en  tout ,  il  s'enfuit  que  ces 
trois  chofes,  c'eft- à- dire ,  ou  deux  angles  &  un  côté, 
ou  deux  côtés  &  un  angle ,  ou  enfin  les  trois  côtés  dé- 
terminent un  triangle ,  c'eft  pourquoi  connoiflant  deux 
angles  &  un  côté ,  ou  deux  côtés  &  un  angle ,  ou  les 
trois  côtés  d'un  triangle  ,  on  peut  connoître  tout  le 
refte.  Nous  en  allons  donner  la  méthode  dans  les  qua- 
tre Problêmes  fuivans. 

4.1,  Il  faut  néanmoins  obferver  que  fi  on  ne  connoît 
que  deux  côtés  &  un  angle  aigu  oppofé  à  un  de  ces  cô- 
tés ,  on  ne  peut  trouver  le  refte  du  triangle  >  parce  que 
deux  triangles  peuvent  être  égaux ,  quoique  ces  trois 
chofes  foient  égales  dans  les  deux  triangles  ;  c'eft  pour-  ' 
quoi  pour  rendre  les  triangles  égaux  dans  ce  cas  il  faut 
y  ajouter  une  quatrième  condition  marquée  dans  le  fî- 
xieme  Théorème  fur  les  triangles ,  Liv.  II.  art.  30. 

4.1 .  B.  Les  trois  analogies  démontrées  dans  les  trois 
Théorèmes  précédens  fuififent  pour  la  rcfolution  des 


quatre  Problèmes  fuivans  :  c'eft  pourquoi  nous  aîloftf 
les  remettre  devant  les  yeux  du  Leâeur  afin  qu'il  fe  les 
rappelle  aifémcnt  dans  le  befoin. 

i°*  Dans  tout  triangle  les  finus  des  angles  font  pro- 
portionnels aux  côtés  oppofés  àfes  angles. 

2°  Dans  un  triangle  qui  rC ejl  pas  équilatéfal  la  fomme 
àts  deux  côtés  inégaux  ejl  à  leur  différence  comme  la  tangen- 
te de  la  moitié  de  la  fomaie  des  angles  oppofés  à  ces  côtés 
ejl  à  la  tangente  de  la  moitié  de  la  différence  des  mimes 
angles. 

3°.  Dans  un  trianglt  fcalene  le  grand  côté  efl  à  la  fomme 
des  deux  autres  comme  la  différence  de  ces  deux  côtés  ejl  à 
celle  des  deux  fegmens  du  grand  côté  divifépar  une  perptn* 
diculaire  tirée  du  fommet  de  V angle  oppofé. 

La  première  de  ces  trois  analogies  fert  pour  réfoudr* 
un  rriangle  dont  on  connoît  les  angles  &  un  côte,  ou 
bien  deux  côtés  &  un  angle  oppofé  à  un  de  ces  côtés* 
La  féconde  fert  à  réfoudre  un  triangle  dont  on  coiinoit 
deux  côtés  &  l'angle  compris  entre  deux.  La  troifieme 
enfin  tend  à  trouver  les  angles  d'un  triangle  dont  on 
connoît  les  trois  côtés.  Nous  allons  voir  ces  ufages  dans 
les  quatre  Problèmes  fuivans. 

Problème     ï< 

42.  Connoiffant  deux  jamgles  &•  un  côté  £un  triangle  $ 
trouver  les  deux  autres  côtés» 

Soit  le  triangle  BAC  dont  on  connoifle  les  deux  an* 
gles  B  &  C ,  &  le  côté  BC.  Pour  trouver  les  deux  au* 
très  côtés  AB  &  AC,  conGdérez  d'abord  que  puit 
.  qu'on  connoît  deux  angles  de  ce  triangle ,  on  connoitra 
facilement  le  troifieme  »  parce  que  la  fomme  de?  trois 
vaut  1 80  degrés  :  enfuite  cherchez  le  finus  de  chacun 
de  ces  angles  dans  la  table  des  finus  fc  faites  Y  analogie 
ou  proportion  fuivante  fondée  fur  le  premier  Théorè- 
me :  le  finus  de  V angle  A  ejl  au  côté  BC ,  comme  lefimti 
de  V angle  C  ejl  au  côté  AB  ;  laquelle  proportion  fe  marque 
eu  cette  manière  >  SA  ,  JBC  :  :  SC,  AB,  Or  les  trois  pre* 
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ttiïers  ternies  de  cette  difpofition  font  connus  ;  par  conté-  Pig.  9 
quent  ou  pourra  trouver  le  quatrième ,  qui  eft  le  coté 
AB. 

Pour  avoir  te  côté  AC ,  il  faut  faire  la  proportion  fui- 
Vante ,  SA.  BC  :  :  SB.  AC  >  dont  les  trois  premiers  teï- 
taes  (ont  aufli  connus. 

A  la  place  de  ces  deux  proportions ,  bn  peut  prendra 
leurs  alternes ,  qui  font  SA.  SC  :  :  BG.  AB  ;  &  SA.  SB  :  fc 
feC.  AC. 

Si  on  fuppofe  l'aftgle  &  de  4J*  degrés  24  minutes  > 
&  l'angle  C  de  71  degrés  42  rtiiriutes  )  l'angle  A  fera 
néceflairefflent  dfe  62  uegréfc  5*4  minutes.  Si  on  fuppofe 
feuffi  le  côté  BC  de  2160  toifes,  la  proportion ,  SÀ> 
BC  :  :  SÇ.  AB ,  marquée  dans  le  Problème ,  fe  réduira 
à  celle-ci,  8902!  .  2160  ::  94943  .  x,  dont  le  premier 
terme  89021  eft  le  finusde  1* angle  A,  le  fécond  2160 
eft  le  côté  BC  fuppofe  de  2160  >  le  troitieme  terme 
54943  eft  le  finus  de  l'angle  C  >  ehfin  le  quatrième  X 
ïepréfente  le  côté  AB ,  qu'il  faut  chercher  par  la  beglê 
de  trois.  Or  ért  faifant  cette  règle ,  on  trouve  pour  quo-  . 
tient  prefque  2304*  Ainfi  le  côté  AB  contient  environ 
12304  toifes. 

43.  Comme  le  calcul  eft  très  long  6c  fort  difficile  par 
Cette  méthode ,  il  faut  fé  fervir  des  logarithmes.  Or  le* 
log.  des  trois  premiers  termes  de  la  première  proportion  » 
SA.  BG  :  t  SC.  AB  font  994949 ,  333445*  »  9911+6.  Il 
faur  donc  ajouter  les  deux  moyens  333445" ,.  997746,  8t 
de  là  fomme  1 3  3 1 191  retrancherle  premier  log.  994949» 
le  refté  fera  3  36242.  Ainfi  ce  nombre  eft  le  log.  du  côté 
ÀB.  On  cherchera  ce  nombre  dans  la  Table  des  log* 
dès  nombres  naturels,  &  on  trouvera  qu'il  approche  pluft 
du  log.  de  2304  que  de  toutâatte.  Par  conféquent  le 
côté  AB  contient  prefque  2304  toifes. 
'  Nous  avons  fupprimé  les  deux  derrtiers  chiffres  des 
Ibg.  des  trois  premiers  termes  de  la  proportion  SA.ÊC:i 
SC.  AB  s  car  le  log.  du  (înus  de  l'angle  A  &=  6d  5*4'  eft 
99494938  félon  les  Tables  5  le  log.  de  BC  =  21Û0  eft* 

il  Punie,  R 
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Fig.  9.333445'38»  &  ïc  log.de  l'ange  C  =  71^42  minute 
eft  £5>774<5op.  On  peut  toujours  faire  cette  fuppreffion 
fans  erreur  fenfible  (  5  3  S.  )  atin  d'abréger  le  Calcul. 

Pour  trouves  le  côté  AC  on  fe  fervira  pareillement 
des  log.  de  la  féconde  proportion ,  SA  .  BC  :  :  SB  .  AC, 
qui  font  pour  les  trois  premiers  teimes,  £5?4£49  * 
33  3<Hf  »  £85*2  yo,  dont  le  premier  étant  retranché  de 
13  it.697 ,  qui  eft  la  fomme  des  deux  autres ,  le  relie  fera 
52974.6  :  c'eft  le  log.  de  AC.  Or  en  cherchant  dans  la 
Table  ,on  trouvera  que  ce  nombre  eft  le  log,  de  1718. 
Ainfi  le  côté  CA  contient  1728  toifes. 

4<j .  Remarquez  que  fi  un  angle  étoit  obtus ,  par  exem- 
ple ,  de  1 10  degrés ,  on  ne  trouver  oit  pas  cet  angle  dans 
la  Tablç ,  c'eft  pourquoi  pour  avoir  le  rinus  de  cet  angle, 
il  faudrait  chercher  fon  fupplément ,  qui  eft  l'angle  de  60 
degrés»  lequel  a  le  même  imus  que  l'angle  dont  il  eft  fup- 
pi  ement ,  comme  on  Ta  fait  voir  (  7  ). 

45*  Remarquez  encore  que  fi  on  veut  que  le  terme  cher- 
ché foit  le  fécond  extrême ,  ou  le  quatrième  terme  de  la 
proportion ,  il  faut,  lorfqu'on  cherche  un  côté ,  commen- 
cer la  proportion  par  le  fin  us  de  l'angle  oppofé  à  un  côté 
connu,  &  fi  on  cherche  un  finus,  il  faut  commencer  la 
proportion  par  le  côte  oppofé  à  un  angle  connu ,  c'eft 
pourquoi,  comme  il  s'agifloit  dans  le  Problème  précédent 
de  connoître  un  côté,  nous  avonsvcommencé  la  propor- 
tion par  le  fînus  de  l'angle  A ,  dont  la  bafe  ou  le  côté  op- 
pofé BC  étoit  fuppofé  connu. 

Problème    II. 

45.  Connoijfant  deux  côtés  d'un  triangle  Cr  l'angle  com- 
pris entre  ces  cotés ,  trouver  les  deux  autres  anglts  &  le 
troifieme  côté. 

Soit  le  rrianglç  BAC  dont  on  connoifïe  le  côté  AB, 
le  côté  AC  &c  l'angle  A  compris  entre  ces  côtés.  Afin  de 
Trouver  les  deux  anales  B  &  C,  il  faut  faire  l'analogie 
Suivante  qui  a  été  démontrée  dans  le  fécond  Théorème 
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fcêmç  C  3  8  )  i  la  fomme  des  cités  connus  AB  -H  AC  e/r  4  Fig.  5} 
/ear  différence  ,  comme  la  ttngentç  de  la  moitié  de  la  fomme 
des  angles  C  Çr  B ,  eft  àla  tangente  de  la  moitié  de  la  diffé- 
rence de  ces  angles.  Dans  cette  proportion  les  trois  pre-  ' 
miers  termes  font  connus  ;  par  conséquent  on  trouvera 
le  quatrième  >  qui  eft  la  tangente  de  la  moitié  de  la  dif- 
férence des  angîes  B  &  C  :  cette  tangente  fera  connoître 
par  le  moyen  des  tables  ,  l'angle  qui  eft  la  moitié  de  la 
différence  des  angles  inconnus.  Or  en  ajoutant  cet  an* 
gle  à  la  moitié  de  la  fomme  des  angles  inconnus  »  on 
aura  par  le  premier  Lemme  (  3  y  ) ,  l'angle  C  qui  eft  1* 

Ï)lus  grand  ;  &  en  ôtant  ce  même  angle  de  la  moitié  de 
a  fomme  ,  on  aura  l'angle  B  ,  qui  eft  le  plus  petit  des 
angles  inconnus  :  après  cela  il  faudra  chercher  le  côté 
BC  par  la  méthode  du  premier  Problême. 

Si  on  fuppofe  le  côté  AB  de  2304  toifes,  le  côté  AC 
de  1728 ,  &  l'angle  A  de  62  deg«  y 4  min.  il  eft  claie 
que  la  fomme  des  deux  angles  inconnus  eft  de  117  deg« 
6  min,  dont  la  moitié  eft  y8  deg.  33  min.  Ainfi  les  trois 
premiers  termes  de  l'analogie  feront  4032,  $j6  &  I4 
tangente  de  j8d  33'  qui  pnt  pour  logarithmes  360 j Ç2  , 
276042  ,  JO21353  ,  dont  le  premier  étant  ôté  de  U 
fomme  des  deux  autres  ,  on  trouve  le  refte  P 36843 
tang.  artific.  de  I3d9^  Si  donc  on  ajoute  cet  angle,  qui 
eft  la  moitié  de  la  différence  des  angles  inconnus  à  la 
moitié  de  la  fomme ,  qui  eft  de  y8d  33'  »  on  aura  l'angle 
C  qui  fera7ld42;  &  fi  on  ôte  i3d9'  de  j8d  33' ,  on 
aura  le  petit  angle  B  de  45^  24'.  Enfuite  pour  trouver 
le  côté  éC ,  on  poura  faire  cette  propofition ,  SB.  AC:  : 
SA .  BC ,  ou  bien  cette  autre ,  SC .  AB  :  :  SA  .  BC.  En 
faifant  ce  calcul  on  trouvera  le  côté  BC  de  21 60  toifes. 

47.  Remarquez  que  fi  les  deux  côtés  qui  compren- 
nent l'angle  connu  étoient  égaux ,  les  angles  oppofés  à 
ces  côtés  feroient  aufli  égaux  ;  ainfi  puifqu'on  connoîc 
la  fomme  de  ces  deux  angles ,  on  connoîtroit  auflî  cha- 
que angle  en  particulier  indépendamment  de  la  propor- 
tion marquée  dans  le  Problème  :  par  exemple  ,  u  les 
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côtés  étant  égaux ,  l'angle  qu'ils  comprennent  étoît  de 
fOd,  la  fomme  des  autres  qui  feroient  égaux  entr'eux, 
feroit  de  i$od;  &  par  conséquent  chacun  de  ces  deux 
angles  vaudra  6 y  degrés. 

P*pBL*ME    I  I  L 

48.  Connoijfant  deux  côtés  d'un  angle  &•  £  angle  oppofé 
à  un  de  ces  côtés ,  &  de  plus  f cachant  de  quelle  efpece  cfi 
V angle  oppofé  à  V autre  côté ,  trouver  les  deux  angles  in* 
connus  6r  le  troifieme  côté. 

Soit  le  triangle  ABC  dont  on  connoifle  les  deux  cô- 
tés AB  &  AC,  &  l'angle  B  oppofé  au  côté  connu  AC, 
&  que  Ton  fçache  auiii  de  quelle  efpece  eft  l'angle  C 
•ppofé  à  l'autre  .côté  connu  AB  ;  c'eft  à-dire  ,  que  l'on 
connoifle  s'il  eft  aigu  ou  obtus ,  fans  qu'il  foit  néceflaire 
de  fçavoir  combien  de  degrés  il  contient  (s'il  étoic 
droit ,  pour  lors  les  trois  angles  feroient  connus  ).  Pour 
trouver  combien  cet  angle  C  contient  précifément  de 
degrés ,  il  faut  faire  la  proportion  fuivante  fondée  fur  le 
premier  Théorème  :  AC ,  SB  :  :  AB  .  SC ,  les  trois  pre- 
miers termes  de  cette  proportion  font  connus  par  1  hy- 
pothefe  ;  ainfi  on  pourra  trouver  le  quatrième  qui  eft 
le  (mus  de  l'angle  C.  Ce  finus  peut  convenir  également 

(  7  )  :  mais  comme  l'eff 
par  l'hypothele  ,  on  fy 
file  aigu  qui  répond  au  finus  trouve ,  ou  fi  c'eft  l'angle 
obtus  qui  cft  fon  (upplément.  On  connoîtra  donc  deux 
angles  dans  le  triangle ,  fçavoir  B  &  C  ;  par  conféquent 
on  fçaura  la  valeur  du  troifieme  :  enfin  on  trouvera  le 
troifieme  côté  BC  par  le  premier  Problême. 

Si  on  fuppofe  le  côté  AB  de  2  J04  toifes ,  le  côté  AC 
de  1728,  &  l'angle  :i  dè^f*  14'  ;  &  que  l'angle  C  foit 
aigu  ,  les  log.  des  trois  premiers  termes  de  la  proportion , 
ÀC  .  SB  :  :  AB  .SC ,  feront  32375-4 ,  985*250  ,  ?  ^6148 
dont  le  premier  étant  retranché  de  la  fomme  des  deu* 
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autres  »  on  aura  le  refte  5)97744  qui  eft  le  finus  artifi- 
ciel de  l'angle  C.  Or  en  cherchant  dans  les  cables,  on 
trouvera  que  ce  nombre  eft  le  log.  de  7 1  deg.  42  mia. 
Ainfi  l'angle  C  eft  de  7 1  deg.  42  min.  D'ailleurs  par  la 
fuppofition  l'angle  B  eft  de  4/  deg.  24  min.  par  confé- 
quent  l'angle  A  vaut  6?  deg.  5*4.  min.  A  préfent  afin 
de  trouver  le  côté  BC ,  il  faut  faire  la  proportion ,  SB. 
AC  :  :  SA.  BC ,  dont  les  trois  premiers  termes  ont  pour 
logarith.  $>852ye,  3237^4 1  994949.  Or  le  premier 
de  ces  logarith.  étant  ôté  de  la  fomme  des  deux  autres  , 
le  refte  fera  3  3  345  3  ,  qui  eft  le  log.  de  2 1 60.  Ainfi  B  J 
contient  2160  toifes. 

48.  B.  Mais  fi  les  deux  côtés  AB  &  AC  &  l'angle  B 
étant  toujours  les  mêmes,  on  avoit  fuppofé  l'angle  C 
obtus ,  comme  l'angle  AEB,  pour  lors ,  afin  de  trouver 
la  valeur  de  cet  angle ,  il  auroit  fallu  faire  la  même  pro- 
portion qu'on  a  faite ,  AC .  SB  :  :  AB .  SC  :  &  au  lieu  dt 
prendre  l'angle  aigu ,  il  auroit  fallu  prendre  l'angle  ob- 
tus ,  108  deg.  18  min.  qui  eft  le  fupplément  de  l'angle 
aigu  72  deg.  1 2  min.  ainfî  l'angle  C  auroit  eu  1 08  deg, 
1 8  min.  par  conféquent  l'angle  a  auroit  été  feulement 
de  26  deg.  18  min. 

En  cherchant  le  côté  BC  dans  cette  hypothefe,  on 
trouvercit  qu'il  auroit  1075*  toifes;  au  lieu  que  dans  la 
fuppofition  que  l'angle  C  eft  aigu,  le  côte  UC  4  été 
trouvé  d'environ  2  !  60  toifes , 

49.  Nous  avons  fuppofé  qce  deux  triangles  peuvent 
£tre  différens,  quoique  deux  côtés  dç  l'un  foient  égau* 
à  deux  côtés  de  l'autre,  chacun  à  chacun ,  &  que  l'angle 
oppofé  à  un  des  côtés  du  premier  foit  égal  à  l'angle 
correfpondant  du  fécond  triangle  On  peut  voir  cela 
fenfiblement,  fi  du  point  A,  comme  ceoue ,  &  de  l'in- 
tervalle AC  qui  eft  le  plus  petit  des  côtés  connus,  on 
c  écrit  un  arc  de  cercle  qui  ccupe  le  côté  BC  au  point  E  » 
&  qu'enfuite  on  tire  une  ligne  du  point  A  auooint  E  : 
car  on  aura  le  triangle  BÀE,  dont  les  côtés  A3  &  AË 
font  égaux  aux  côtés  AB  &  ACdu  triangle  EAG ,  &  de 
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Fig.  9.  plus    l'angle  B  eft  commnn  aux  deux  triangles. 

5-0.  Il  eft  évident  que  dans  le  triangle  B  ÀE  >  l'angle 
ÀEP  eft  obtus  &  fupplément  de  l'angle  C  :  car  dans 
le  triangle  ifocele  E  AC  ,  les  deux  angles  E  &  C  fur  la 
bafe  EC  font  égaux.  Or  l'angle  AEB  eft  fupplément  de 
l'angle  E  ou  AEC  ;  par  conféquent  il  eft  aufli  fupplé- 
ment de  l'angle  C 

y  t.  Remarquez  que  fi  l'angle  connu  B  eft  droit  ou 
obtus ,  pour  lors  les  deux  triangles  font  égaux  en  tout, 
parce  que  l'autre  angle  fur  la  bafe  BC  eft  néceffairement 
aigu  (Liv.  IL  art.  21  ) ,  &  par  conféquent  de  même 
efpece  dans  les  deux  triangles  ;  ainfi  dans  ce  cas  il  eft 
inutile  de  mettre  la  quatrième  condition  marquée  dans 
le  troifieme  Problême ,  parce  qu'elle  s'enfuit  néceflài- 
rement. 

Problème    IV. 

$■2.  Connoiffant  les  trois  cités  d'un  triangle  trouver  i*. 
les  fegmens  du  grand  càté  fur  lequel  on  conçoit  une 
perpendiculaire  tirée  de  V angle  oppofé  à  ce  câté ,  20 .  chacun 
des  trois  angles  ,  30.  la  perpendiculaire. 
Fig.  8.  Soit  le  triangle  BAC  dans  lequel  on  connoifle  les 
trois  côtés  dont  le  plus  grand  eft  BC.  Il  s'agir  de  trou- 
ver i°.  les  fegmens  BD  &  DC  du  grand  côté  BC  divifé 
par  la  perpendiculaire  AD.  Pour  cela  on  fera  la  propor- 
tion fuivante  fondée  fur  le  troifieme  Théorème  (39)  :  U 
plus  grand  côté  BCefl  à  lafomme  des  deux  autres  AB  6* 
AC ,  comme  leur  différence  BG  eft  à  BE  différence  des 
parties  ou  fegmens  de  la  bafe  ou  du  grand  côté  divifé 
par  la  perpendiculaire  AD.  Dans  cette  proportion  les 
trois  premiers  termes  font  connus  ;  par  conféquent  on 
trouvera  le  quatrième  :  il  faudra  le  retrancher  du  grand 
côté  BC  ,  &  on  connoîtra  le  refte  EC,  duquel  prenant 
la  moitié,  on  aura  DC  petit  fegment  du  côté  BC,& 
fi  ce  petit  fegement  eft  retranché  du  côté  BC ,  le  refte 
fera  BD  qui  eft  l'autre  ferment  :  on  trouvera  aufli  BD 
en  ajoutant  BE  à  DE  ou  DC* 
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Si  on  fuppofe  le  grand  côté  BC  de  2.160  toifes ,  le  Fîg.  8, 
côté  ABdeiôytf,  &  le  petit  côté  AC  de  1224,  la  pro- 
portion marquée  ci-deflus  fe  réduira  à  celle  ci,  21 6ù. 
s  8  80  :  :  4  3  2 .  x ,  [que  l'on  réfoudra  par  les  log.  en  cette 
manière;  les  log.  des  moyens  font  3 45*939  »  263 5*48  , 
dont  la  fomme  eft  609487  ;  il  faut  retrancher  3  33447 
log.  du  premier  terme  2 1 60  ,  le  refte  fera  276042  lo- 
garithme de  576==  BE. 

Enfuite  il  faut  ôter  576  du  grand  côté  BC  =?  2 1 60 , 
le  refte  eft  1 5*84  =?  EC  ,  dont  on  prendra  la  moitié  qui 
eft  792  =  DC  ou  DE:  &  fi  on  6te  792  de  2i6o  =  BJ, 
ou  fi  on  ajoute  BE  à  DE,  c'eft-à-dire,  5*76  à  792,  on 
trouvera  I368  =  BD.  C'eft  ainfi  qu'on  connoîtra  les 
deux  fegmens  de  BC. 

2°.  Pour  trouver  un  des  angles  fur  le  grand  côté  > 
par  exemple ,  l'angle  C  ,  on  remarquera  que  dans  le 
triangle  re&angle  ADC  on  connoît  l'hypoténufe  AC , 
qui  contient  1 224  toifes  par  la  fuppofition ,  le  côté  DC 
qai  en  contient  792  ,  &  l'angle  droit  en  D  :  c'eft  pour- 
quoi on  fera  cette  proportion ,  le  côté  AC  eft  aufinus  de 
V angle  D  ou  aufînus  total ,  comme  le  côté  DC  eft  aufînus 
de  Vangle  CAO  dont  l'angle  C  eft  complément.  Voici 
les  log.  des  trois  premiers  termes  de  cette  proportion  , 
308778,  ]  000000 ,  289873  ,  dont  le  premier  étant  re- 
tranché de  la  fomme  des  deux  autres  ,  il  refte  98  iop£ 
finus  artif.  de  40  deg.  19  min.  •=  CAD  :  par  conséquent 
l'angle 'B  que  Ton  cherche  vaut  49  deg.  41  min.  parcô 
qu'il  eft  complément  de  l'angle  CAD. 

Afin  de  trouver  l'angle  B  on  fe  fervira  du  triangle 
reftangle  AD3 ,  dont  on  connoit  l'hypoténufe  AB ,.  le 
côté  BD ,  &  l'angle  droit  D  :  on  dira  donc ,  le  coté  AB 
efl  au  ftnm  total ,  comme  le  côté  BD  eft  au  fînus  de  l'angle 
BAD  dont  fe  complément  eft  l'angle  B.  Après  avoir 
trouvé  l'angle  C,  on  pourroit  aufiï  connoître  Fangle  H 
parle  triangle  total  BAC,  en  faifant  cette  proportion  » 
le  cité  AB  eft  aufînus  de  V  angle  C ,  comme  le  côté  AC  eft 
aufinus  de  V angle  B*  En  faifant  le  calcul  on  trouvera. 
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Fi2*  $•  Cet  angle  B  de  trente-quatre  dégrés  dix- huit  minutes, 

3°.  Pour  connoître  la  perpend.  AD,  on  fera  cette 
propqi  tiqn  tirée  du  triangle  redangle  ADC  ,  lejînus  de 
l'angle  droit  en  D  efi  au  côté  AÇ ,  comme  lefenus  de  V an- 
gle Q  eft  à  la  perpendiculaire  AD.  On  pourra  auffi  faire 
cette  3utrç  analogie  tirée  du  triangle  rettaugle  ADB , 
lejînus  di  l  angle  droit  eft  au  côté  ÂQ ,  comme  lejînus  dp 
V angle  B  efi  à  la  ptr pend. AD.  En  faifant  l'un  ou  l'autre  dç 
ces  calculs  Qn  trouver^  Uk  perpendiculaire  AD  de  935 
toifes  &  un  peu  plus* 

J3 .  Après  avoir  trouvé  le  fegment  T>C  de  la  bafe ,  on 
pourroit  connoître  la  perpendicul.  AD  d'une  autre  ma- 
nière :  car  le  triangle  ADC  étant  feâangle  ,  £  fêsdemç 
côtés  AC&CD  étant  connus,  fi  onôtele  quatre  de  DÇ 
(lu  quarré  AC ,  le  refte  fera  le  quarré  de  la  perpendicu- 
laire (Liv.II  ,  art.  184). 

^4.  Remarquez  qu'il  n'eft  pas  néçeflâire  dans  la  pra-t 
tique  qu'il  y  ait  actuellement  une  perpend*  tirée  fur  le 
grand  coté ,  ni  upe  circonf,  Récrite  comme  dans  la  fig, 
3  ,  afin  de  trouver  les  fegmens  du  grand  côté  &  la  valeur 
de  chacun  de  ces  angles  &  de  la jperpen.  Lorfqu'oo  con- 
poît  les  côtés  du  triangle  >  il  fumt  de  faire  cette  propor- 
tion marquée  dans  le  Problème  :  Le  grand  côte'  efi  lu 
Jbmme  des  deux  autres ,  comme  leur  différence  efi  à  un 
quatrième  ferme.  Se  d'opérer  enfaite  comme  il  eftpref» 
çrit  dans  le  problème.  La  perpend.  &  la  circonférence 
p'ont  été  décjites  que  pour  la  déponftration.  Il  eft  bon 
de  fe  donner  à  foi-même  quelque  exemple ,  en  fuppofant 
les  trois  côtés  d'un  triangle  d'un  certain  nombre  de  par-, 
fies,  11  faut  que  la  fomme  de?  4eux  plus  petits  foit  plus 
grande  que  le  troifieme. 

j  j .  Remarques;  encore  que  s'il  y  avait  deux  côtés 
Igquy  d&P?  un  triangle  dont  on  fuppofe  les  trois  côté? 
connus ,  alors  la  perpendiculaire  tirée  du  fommet  dç 
IVngle  compris  çqtre  Içs  côtés  ég^ux  >  diviferoit  la  bafe 
Cn  deux  parties  égalçs,  ç'eft  pourquoi  ou  n'auroitp^s 
beGtîa  de  !«  prem«rç  proportion  <ju\>a  a  &tç  pç« 
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eonnoitre  les  parties  de  la  bafe ,  pujfque  chacune  en 
feroît  la  moitié  :  par  exemple  >  fi  dans  le  triangle  BAC  > 
les  deux  cotés  AB  &  XC  étoieat  égaux ,  les  deux  parties 
BD  &  PC  de  la  bafe  divifée  par  la  perpendiculaire  •  fe- 
roient  connues  fans  proportion ,  parce  que  chacune  fe- 
rait la  moitié  de  la  baie  BC  que  Ton  fuppofe  connue 
(Liv.  IL  art,  34), 

ytf,  Il  eft  évident  que  dans  les  difFérens  cas  des  qua- 
tre Problêmes  précédçns ,  on  peut  trouver  la  furface  du 
triangle  propoié  ;  car  la  furface  d'un  triangle  eft  égale 
au  produit  aun  côté  pris  pour  bafe,  multiplié  par  la 
moitié  de  la  hauteur.  Or  dans  les  trois  premiers  Pro- 
blèmes ,  on  a  donné  la  méthode  de  cpnnoître  tous  les 
côtés  d'un  triangle^  &  dans  le  quatrième ,  on  a  montré 
fe  manière  de  trouver  la  perpendiculaire  tirée  de  l'angle 
oppofé  au  grand  côté  du  triangle  dont  on  connoît  Us 
trois  côtés  :  ainfi  cette  perpendiculaire  étant  la  hauteur 
du  triangle  par  rapport  au  grand  côté  confidéré  comjne 
bafe  ;  il  s'enfuit  qu  on  peut  trouver  la  furface  du  trian- 
gle dans  les  différens  cas  des  quatre  Problêmes*  N 

y 6  B*  Qn  peut  trouver  fans  le  fecours  des  tables  des 
fin  us  &  dçs  lqgarith*  la  furface  d'un  triangle  dont  on 
çonnoît  lçs  trois  çôtçs  :  il  faut  ajouter  enfemble  les  trois 
çôrés ,  &  prendre  la  moitié  de  la  Comme  :  enfuite  on  cher- 
cher^ la  différence  de  chacun  des  côtés  à  la  demi-fam- 
ine ,  ce  qui  fe  trouvç  en  ôtant  féparément  chacun  des 
trois  côtés  de  la  demi^fomme.  On  multipliera  api  es  ce- 
la la  demi  fomme ,  par  la  différence  d'un  des  côtés ,  le 
produit  fqra  le  premier  terme  de  la  proportion  (  on  peut 
prendre  indifféremment  laquelle  des  trois  différences 
pn  voudra  pour  multiplier  la  demi-fomme)  :  enfuite 
çn  multipliera  les  deux  autres  différences  Tune  par  l'au- 
tre ;  le  produit  fera  le  derniçr  terme  de  cette  proportion 
continue  dont  lç  triangle  eft  Iç  moyen  proportionnel. 
Si  donc  oq  rnultipliç  ces  deux  produits  l'un  par  l'autre  , 
le  nouveau  produit  qui  en  viendra  fera  le  quarré  du 

moyen  tçnpç  *  ç'efH-dire  »  ds  la  (vufacç  du  trianglç  \ 
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par  conféqueftt  G  on  retire  la  racine  quarrée  de  ce  der- 
nier produit ,  ce  fera  la  furface  cherchée. 

Je  fuppofe  que  les  trois  côtés  d'un  triangle  font  2 1 6o9 
16 $6,  111%,  la  fomme  fera  5*040,  la  demi  -  fomme 
25-20,  les  trois  différences  360 ,  864 ,  I2p5»  le  produit 
de  2£io ,  par  la  différence  3  do  eft  y 07*00,  celui  des 
différences  864  &  1  %$6  eft  1 1 IP744.  Or  fi  on  multiplie 
ces  deux  produits  pun  par  l'autre ,  &  qu'on  tire  la  racine 
du  nouveau  produit ,  1  >  0 1  y ,  8  3 1 ,  7^6 ,  800 ,  qui  vient 
de  cette  multiplication ,  on  aura  1007884  qui  fera  la 
furface  du  triangle  propofé ,  enforte  que  fî  les  trois  nom- 
bres qui  expriment  les  côtés  lignifient  des  pieds  en  lon- 
gueur, la  racine  1007884  marquera  des  pieds  quarrés. 
Cette  méthode  eft  fondée  furie  Théorème  V.  de  la  Tri- 
gonométrie de  nos  El émens  i/1-40.  de  la  quatrième  &  de 
la  cinquième  édition. 

57.  On  a  fuppofe  dans  les  Probl.  précédens  guel'on 
connoît  quelqu  un  des  côtés  du  triangle  :  mais  u  on  ne 
connoiflbit  que  les  angles ,  on  ne  pourroit  trouver  les 
côtés ,  parce  que  la  grandeur  des  angles  ne  détermine 
pas  la  longueur  des  côtés ,  puifque  deux  angles  peu- 
vent être  lemblables  >  Se  avoir  par  conféquent  les  an- 
gles égaux ,  quoique  les  côtés  de  1  un  ne  foient  pas  égaux 
aux  côtés  de  l'autre.  Cependant  lorfqu'on  connoît  les  an- 
gles d'un  triangle  ,  on  peut  toujours  connoître  les  rap- 
ports des  côtés  ',  car  nous  avons  démontré  que  les  finus 
des  angles  font  comme  les  côtés  oppôfés  (34). 

AUTRE    METHODE    DE   RÉSOUDRE 

les  quatre  Problèmes  précédens. 

c8.  Avant  de  faire  l'application  de  ces  quatre  Pro- 
blèmes généraux  à  des  exemples  particuliers ,  nous  al- 
lons expofer  en  peu  de  mots  une  autre  méthode  de  té- 
foudre  ces  Problèmes ,  laquelle  ne  fuppofe  pas  les  tables 
des  finus,  &  qui  eft  indépendante  des  trois  Théorèmes 
qui  ont  été  démontrés  dans  ce  Traité  de  Trigonométrie 
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Cette  méthode  eft  fondée  fur  les  quatre  Thorémes 
que  nous  avons  donnés  dans  le  fécond  Livre  art.  C3  » 
55* ,  ytf  &  yp ,  touchant  les  conditions  qui  rendent 
les  triangles  femblables.  Elle  fuppofe  qu'on  a  un  inf- 
trament  pour  mefurer  les  angles ,  foit  un  rapporteur  » 
foit  un  compas  de  proportion  &  une  échelle  ,  c'eft-à-J 
dire,  upe  ligne  droite  comme  MN,  fig.  17,  divifée 
en  un  certain  nombre  de  parties  égales  :  par  exemple , 
100,  200,  &c.  On  peut  fe  fervir  de  la  ligne  des 
parties  égales  du  compas  de  proportion.  Nous  allons 
réfoudre  le  premier  &  le  fécond  Problême  par  cette 
méthode. 

yp.  Connoiffant  deux  angles  &  un  côté  d'un  triangle ,  Fi*  > 
trouver  les  deux  autres  cites* 

Soit  le  triangle  BAC  dont  on  connoifle  les  deux  an- 
gles B  &  C  avec  le  côté  BC ,  que  je  fuppofe  de  1 1 60  toi* 
les.  Pour  trouver  les  deux  autres  côtés  AB  &  AC  ;  confi- 
dérez  d'abord ,  que  puifqu'on  connoît  deux  angles  de  ce 
triangle ,  on  connoîtra  facilement  le  troifieme,  qui,  avec 
les  deux  autres  vaut  180  degrés. 

Cela  pofé  ,  prenez  fur  l'échelle  avec  le  compas  la 
longueur  de  1160  parties  égales,  &  tirez  une  ligne 
droite  comme  ta ,  égale  à  cette  longueur  :  enfuite  tirei 
à  l'extrémité  b  une  ligne  qui  fafle  avec  bc  un  angle  égal  à 
l'angle  B,  &  à  l'extrémité  c  une  autre  ligne  qui  faflè  avec 
bc  un  angle  égal  à  l'angle  C  :  ces  deux  lignes  étant 
prolong  ées  ,*fe  réuniront  à  un  point  comme  a\  &  forme-  , 

ront  le  triangle  bac  femblàble  au  triangle  B  AC  (  Liv.  H. 
art.  5*3  );  par  conféquent  les  côtés  de  l'un  font  pro- 
portionnels aux  côtés  homologues  de  l'autre  ;  iinfi  BC* 
AB  :  :  bc .  ab.  D'où  il  fuit  que  le  côté  AB  contient  autant 
de  parties  égales  à  celles  de  BC  ,  que  le  côté  ab  contient 
de  parties  égales  à  celles  de  bc;  fi  donc  en  prenant  la 
longueur  de  ab  avpc  le  compas ,  &  portant  cette  lon- 
gueur fur  l'échelle  pour  voir  combien  elle  contient  de 
parties  égales  de  l'échelle ,  on  trouve  qu'elle  en  contient 
2304  ;  on  fera  attiré  que  AB  contient  2304  toifes.  Il 
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ftg.  a.  faut  faire  la  même  chofe  pour  trouver  combien  le  côte 
AC  contient  de  toifes. 

60.  On  voit  par  la  folutien  de  ce  Prpblome ,  qu*il  ne 
s'agit  que  de  faire  un  triangle  femblable  au  triangle  pro* 
poié  dont  on  veut  connoitre  quelque  côté  ou  quelque 
angle.  Or  nous  avons  donné  Liv.  IL  art.  3  %  ,  3  6 ,  3  7  & 
38)  quatre  Problêmes  qui  enfeignent  à  faire  un  triangle 
femblable  au  triangle  propofé.  Voici  encore  la  folution 
du  fécond  Problème  par  la  même  méthode. 

6 1  .  ConnoiJJant  deux  côtes  d'un  triangle  ér  V angle  com- 
pris entre  ces  côtés ,  trouver  les  deux  angles  &  2e  troifiemt 
cote. 

Soit  le  triangle  BAC  dont  on  connoifle  le  côté  AB , 
que  je  fuppofe  de  2304,  toifes  ,  &  le  côté  AC  de  1728 
toifes  a  avec  l'angle  compris  entre  ces  côtés.  Afin  de  trou- 
ver le  côté  BC  il  faut  prendre  fur  l'échelle  la  longueur 
de  2304  parties  égales ,  &  tirer  la  ligne  ab  égale  à  cette 
longueur ,  &  enfuite  prendre  auffi  fur  l'échelle  1 728  par- 
ties égales  >  &  tirer  du  point  a  la  ligne  ac  égale  à  cette 
longueur ,  &  qui  fade  avec  ab  un  triangle  égal  à  l'angle 
A  :  après  cela  menez  une  ligne  droite  du  point  b  au  point 
€ ,  &  vous  aurez  le  triangle  bac  femblable  (  Liv.  IL  art* 
S  S  )  au  triangle  BAC ,  puifque  les  deux  côtés  ab&cac 
font  proportionnels  aux  côtés  AB  &  AC  du  triangle 
BAC ,  &  que  l'angle  a  eft  égal  à  l'angle  A  ;  par  confé  - 
quent  fi  en  portant  fur  l'échelle  la  longueur  du  côté  k 
on  voit  combien  ce  côté  contient  de  parties  égales  de 
l'échelle  ,  on  fçaura  combien  le  côté  correfpondant  BC 
contient  de  toiles  a  qui  font  de  parties  égales  à  celles  des 
côtés  AB  &  AC. 

Pour  trouver  les  angles  B  &  C  du  triangle  propofé, 
il  faut  mefurer  avec  le  rapporteur  les  angles  correfpon* 
dans  b  Se  c  du  triangle  femblable  bac. 

61.  Si  les  côtés  du  triangle  propofé  ce  contenoient 
qu'un  petit  nombre  de  toifes  ;  par  exemple  >  3  •  4»  J  » 
6 ,  7 ,  &c.  il  faudroit  réduire  chacun  des  côtés  connus 
de  ce  triangle  en  pieds  ou  en  pouces ,  aSn  d'avoir  u* 
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dus  grand  nombre  de  parties  ;  parce  que  le  nombre  de 
:es  parties  étant  plus  grand  »  il  eft  plus  facile  de  faire  1À 
xiangle  bac  femblable  au  premier. 

6  3 .  Remarquez  que  cette  dernière  méthode  eft  plus 
ru  jette  à  erreur  dans  la  pratique  que  la  première,  tant 
à  caufe  qu'il  eft  difficile  d'avoir  une  échelle  qui  foie 
divifée  exactement,  en  parties  égales ,  parce  qu'il  eft 
prefque  impoffible  de  faire  un  triangle  tout  à  fait  fem- 
blable à  un  autre. 

APPLICATION   DES    PROBLEMES 

généraux  à  des  Problèmes  particuliers. 

Il  ne  fera  pas  inutile  de  propofer  quelques  Problèmes 
particuliers  fur  la  hauteur  &  la  diftance  des  objets,  qui 
ne  font  que  des  applications  des  quatre  Problèmes  géné- 
raux dont  nous  avons  parlé. 

64.  Lorfque  l'on  cherche  quelque  longueur  incon- 
nue ,  par  exemple ,  la  hauteur  d'une  tour  par  le  moyen 
d'un  triangle ,  on  fe  fert  d'un  inftrument  pour  mefurer 
les  angles  du  triangle;  cet  inftrument  eft  appelle  Gra- 
phometre  ;  c'eft  une  circonférence  ou  une  demi-circon- 
férence divifée  en  degrés  &  en  minutes.  Il  y  a  une  régit 
attachée  au  centre  du  graphometre  que  l'on  appelle  Ali- 
dade ,  qui  peut  tçurner  au  tour  du  centre.  Elle  fert  à  di- 
riger les  rayons  vifuels  par  le  moyen  de  deux  pinnules, 
c'eft- à-dire,  deux  plaques  percées ,  qui  font  attachées 
fur  l'alidade  :  cet  inftrument  eft  ordinairement  de  cuivre. 
Bans  la  fig.   10  1*  circonférence  EGFH   repréfente 
un  graphometre  avec  fon  alidade  GH,  dont  les  pinnules 
font  les  petites  plaques  G  &  H ,  qui  font  percées  vers  le 
milieu ,  afin  d'appercevoi'r  l'extrémité  de  la  tour  dont  on 
veut  mefurer  la  hauteur.  x 

Problème    I. 

f  ;.  Mefunr  une  hauteur  inqpejjîble. 


Kg.  io.  Soit  la  cour  inacceffible  AC ,  donc  il  faut  trouver  la  hau- 
teur. Pour  cela  mefurez  d'abord  la  diftance  du  point  B 
au  point  C  ,  foie  avec  une  chaîne  ou  une  carda ,  foie 
avec  une  perche ,  enfuice  dirigez  l'alidade  du  grapho- 
mètre ,  enforte  que  l'on  puiflç  voir  l'extrémité  À  de  la 
tour  à  travers  des  pinnules  par  le  rayon  vifuçl  BA  ,  Se 
remarquez  quel  eu  le  degré  &  la  minute  marqués  au 

Eoint  H ,  où  patte  te  rayon  vifuel  :  enfin  difpofez  l'alidade 
orifontalement  fuivantla  dire&ion  EF ,  afin  d'apper- 
cevoir  le  bas  de  la  tour  au  travers  des  pinautes ,  &  voyez 
combien  l'arc  HF  contient  de  degrés  &  de  minutes  :  cec 
arc  eft  la  mefure  de  l'angle  au  centre  HBF  eu  ABC  ; 
ainfi  dans  le  triangle  re&angle  BAC ,  connoiflant  l'an- 
gle B  par  l'obfervation ,  &  l'angle  C  qui  eft  droit ,  à 
caufede  la  tour  qui  eft  perpendiculaire  furl'hoiifon  ,  il 
fera  facile  de  connoîcre  l'angle  A  :  mais  d  ailleurs  le  côté 
BC  a,  été  mefuré;  c'eft  pourquoi,  afin  de  trouver  la 
hauteur  cherchée  AC,  qui  eft  l'un  des  côtésdu  triangle, 
il  n'y  a  qu'à  faire  (premier  Problême  général  )  la  pro- 
portion fuivante ,  dont  les  trois  premiers  termes  font 
connus  :  Lç  finus  de  l'angle  A  eft  au  côté  BC  ,  comme 
le  finus  de  l'angle  B  eft  au  côté  AC  qui  eft  la  hauteur  de 
la  tour. 

66.  Si  on  veut  mefurer  la  hauteur  de  la  tour  fans  gra- 
phometre  &  fans  le  fecours  des  tables  des  (in us,  on  peut 
Je  faire  en  employant  deux  triangles  femblables  en  cette 
manière. 
Fig.i  i.  Plantez  un  piquet ,  comme  EFG ,  qui  foit  perpendi- 
culaire à  l'horilon,  &  par  conféquent  parallèle  à  la 
tour,&  éloignez- vous  de  ce  piquet  à  quelque  diftance, 
par  exemple ,  en  BH ,  afin  que  vous  puifliez  voir  l'ex- 
trémité de  la  tour  par  un  rayon  vifuel  BEA ,  qui  rafe 
l'extrémité  du  piquet ,  lequel  doit  être  plus  grand  que 
la  hauteur  d'un  homme  ;  enfin  regardez  auffi  un  point 
de  la  tour  tel  que  K ,  par  un  rayon  horifontal  BK. ,  & 
remarquez  le  point  F  du  piquet  par  lequel  pafle  le 
rayon  horifontal.  Tout  cela  pofé  >  on  aura  deux  crUn- 
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fies  femblables,  BEF  &  BAL  ',  par  conféquent  leur* 
côtés  homologues  font  proportionnels  à  ce  qui  don- 
liera  la  proportion  BF .  BL  :  :  JEF .  AL  dont  les  troif 
premiers  termes  font  des  lignes  que  Ton  peut  facile-r 
ment  mefurer  ;  par  conféquent  on  pourra  connoître  le 
quatrième,  auquel  ajoutant  LC=*BH,  on  aura  la  haur 

teur  AC.  •    A 

67.  On  peut  encore  trouver  la  même  chofe  parleFlg-**« 

moyen  de  l'ombre  de  la  tour ,  fans  graphometre  &  fans 
les  tables  des  finus.  Plantez  un  piquet  EF ,  comme  dan» 
l'exemple  précédent ,  qui  foit  perpendiculaire  à  l'hori- 
fon ,  &  par  conféquent  parallèle  à  la  tour  :  enfuite  ma- 
furez  l°.  l'ombre  du  piçquet ,  2°.  la  hauteur  du  picquet  , 
fans  y  comprendre  la  partie  enfoncée  en  terre,  3  M'om- 
bre de  la  tour  :  enfin  faites  la  proportion  :  L'ombre  du 
picquet  eft  à  la  hauteur  du  picquet ,  comme  l'ombre  de  la 
tour  eft  à  fa  hauteur,  Les  trois  premiers  termes  de  cette, 
proportion  étant  connus ,  on  trouvera  facilement  le  qua- 
trième. 

68.  Remarquez  que  pour  trouver  1  ombre  de  la  tour  i 
qu'on  fuppofe  terminée  en  poipte  dans  les  figurps  io , 
il  Se  1 1  »  il  ne  fuffit  pas  de  prendre  la diftance  qui  eft 
depuis  la  fin  de  l'ombre  jufqu'à  la  tour;  il  fout  y  ajoutée 
la  moitié  du  diamètre  de  la  tour  :  par  exemple ,  fi  l'oroi 
bre  de  la  tour  finit  au  point  B ,  il  ne  fuflit  pas  de  prendre 
BD  pour  avoir  la  longueur  de  l'ombre,  il  faut  encore 
ajouter  DC ,  qui  eft  la  hauteur  du  diamètre  de  la  tour. 
Il  faut  dbferver  la  même  chofe  dani  les  deux  premières 
manières  de  mefures  la  hauteur  de  la  tour ,  c'eft-à-dire , . 
qu'il  faut  prendre  la  diftance  du  pointB ,  Fig,  10 ,  ou  du 
point  H ,  Fig.  1 1  ,  jufqu'au  centre  C  de  la  tour  auquel 
répond  l'extrémité  A. 

Problème    II* 

m 

69.  Mefurer  la  largeur  £unt  rivière. 

bok  la  largeur  d'une  rivière  marquée  par  BC.  OnFj.tj, 
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fuppofc  que  celui  qui  veut  mefurer  cette  largeur  foît 
du  côté  du  point  B ,  &  que  le  point  C  qui  eft  d'un  autre 
côté  foit  un  objet  remarquable  ?  par  exemple ,  une  pierre 
ou  le  tronc  d'un  arbre ,  ou  autre  chofe  femblable.  Pouf 
trouver  la  longueur  de  la  ligne  BC ,  choififlGZ  Un  ter* 
tain  point ,  comme  A ,  duquel  Vous  puiffiex  apperce* 
voir  le  point  B  &  le  point  C  ,  &  mefurèz  avec  le  gra-» 
phoifletre  l'angle  A  &  l'angle  B  du  triangle  BAC  :  me- 
furèz aufli  la  ligne  AB ,  qui  eft  la  diftance  des  deutf 
Ç oints  B  &  A  :  après  cela  vous  trouverez  par  le  premier 
robléme  géhéral ,  le  coté  BC,  qui  eft  la  largeur  qu'on 
cherche* 

hOBtUB     IÎL 

70.  Mefurer  une  hauteur  inâcceffible ,  tômmt  telle  di 
ta  tour  AC ,  qu'on  fuppôfe  inatctJJîbU. 

Choififlet  à  quelque  diftance  de  la  tour  deii*  lieu* 
différens ,  comme  B  &  G ,  qu'on  appelle  Stations  ,  def- 
quels  on  puiflè  voir  l'extrémité  A  de  là  tout.  Les  rayon* 
vifuels  AB  &  G  A  &  la  ligne  BG  qui  eft  l'irttertalle  de* 
ftations ,  formeront  le  triangle  B  AG ,  dont  il  faudra  ihe* 
fttrer  l'angle  B ,  l'angle  G  &  le  côté  BG  :  Ces  trois  cho* 
fes  étant  connues  *  on  trouvera  facilement  lé  côté  AB  par 
le  premier  Probl.  général.  Quand  on  connaîtra  le  côté 
AB  il  faudra  mefurer  l'angle  ABC  :  après  quoi  on  pourra 
connoître  la  hauteur  AC  :  car  dans  le  triangle  rçâangle 
ABC ,  on  connoît  l'angle  C  qui  eft  droit  î  on  connoît 
aufli  l'angle  ABC  qu'on  a  mefuté  4  &  d'ailleurs  on  a 
tt ouvé'le  côté  AB  ,  qui  eft  un  t ayon  vifuel  *  d'où  il  fuit 
qu'on  pourra  aufli  trouver  le  refté  du  triangle  par  le  pre* 
mié/  rrobl.  génér.  ainfi  on  pourra  donnoître  non  feule* 
ment  la  hauteur  AC  mais  aufli  la  ligne  BC,  qui  eft  la  dif- 
tance du  point  fl  au  centre  de  la  tour. 

On  peut  de  la  même  manière  mefurer  laliauteur  d'une 
montagne,  en  choififTant  deux  ftations  au  bas  de  la  mon- 
tagne 9  defquelles  on  puifle  voir  le  fornmec» 

Problème; 
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ProblImh    IV. 

71.  Trouver  ta  diftance  it  deux  objets  ittattejjîbles  tels 
^«eCGrDFig,  iy» 

Prenez  deux  dations»  comme  A  &  B  »  defqitelles  on  Kg.  15% 
puiflè  appercevoir  les  deux  objets ,  &  mefurez  l'inter- 
valle de  ces  ftations  5  enfuite  du  point  A  mefurez  Pan* 
gle  DAB  &  l'angle  CAB ,  formés  tous  les  deux  pal 
des  rayons  vifuels  :  du  point  B ,  mefurefc  auffi  les  angles 
CBA  &  DBA»  formés  pareillement  par  dçs  rayons 
vifuels  ;  ainfi  dans  le  triangle  BDA  »  on  connoîtra  les 
deux  angles  DAB  &  DBA  ».  &  le  côté  AB  qui  eft  l'inter- 
valle des  ftations  ;  par  conféquent  on  trouvera  le  côté! 
BD  par  le  premier  Probl.  génér.  De  même  dans  le  trian- 
gle ÀCB  on  connoîtra  les  deux  angles  CBA  &  CAB» 
&  le  côté  AB  ;  par  conféquent  on  trouvera  auflî  BC. 
Enfin  on  considérera  un  troisième  triangle  »  qui  eft 
CBD  »  dont  on  connoît  déjà  les  deux  côtés  BD  &  BC; 
ainfi  fi  l'on  mefure  l'angle  compris  DBC  »  on  pourra 
trouver  par  le  fécond  Probl»  génér.  le  côté  CD  >  qui  eft 
la  diftance  cherchée»  ' 

On  voit  bien  que  par  le  moyen  des  deux  premier* 
triangles  BDA  &  ACB  »  oh  peut  trouver  les  diftanceJ 
de  chaque  dation  aux  deux  objets  inacceflîbles* 

Probl  ft  m  s     V» 

72 .  Lever  la  carte  d'un  Pays  par  tes  tegles  de  la  Trigâ  * 
nomètrie* 

Pour  lever  uhe  carte  »  il  rie  s'agit  que  de  marqyet 
fur  un  plan  la  fituation  des  objets  1  les  uns  à  l'égard  de& 
autres-»  c'eft- à-dire ,  le  rapport  des  diftances  qui  fe 
trouvent  entre  les  objets  les  plus  remarquables  qui  fettt 
dans  le  Pays  dont  on  veut  faire  la  carte  »  tels  que  font 
les  Villes»  les  Bourgs»  les  Villages,  les  Abbayes  »  &c« 
que  l'on  fuppofe  défi  g  nés  dans  la  7  imei  Figure ,  Planché 
V.  Partie,  S 
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Fig^'IV.  par  les  lettres  C,  D ,  È ,  F ,  G ,  H,  L.  Or  les  dît 
^{??" tances  des  objets  fe  trouvent  par  la  Trigonométrie  en 
à  Ta  fin  concevant  des  lignes  qui  forment  des  triangles  dont  les 
du  fe-  fommets  fe  terminent  à  ces  objets.  Voici  donc  corn* 
cond  ment  on  peut  exécuter  ce  que  l'on  propofc  dans  le  Pro- 
Uvre.  blcme. 

Prenez  une  bafe,  c'eft- à-dire,  là  diftance  de  deux 
points  tels  que  À  &  £  ;  il  faut  pour  cela  mefurer  ac- 
tuellement avec  une  ou  plufieurs  perches  égales  ,  ou 
avec  une  ohaîne  ,  la  longueur  du  chemin  depuis  A  juf» 
qu'à  B  en  allant  toujours  en  ligne  droite  :  mais  pour 
faire  la  carte  avec  exaâitude ,  il  faut  que  cette  baie  aie 
une  longueur  proportionnée  à  celle  du  terrein  dont  on 
veut  lever  la  carte:  par  exemple  ,  s'il  s'agit  de  lever  la 
carte  d'une  Province ,  il  faut  prendre  une  bafe  d'envi- 
ron mille  toifes  ou  plus.  Après  cela  mefurez  les  angles 
DAB,EAB,FAB,IÏÀB,  LAB,  formés  par  la  bafe 
AB ,  &  par  les  rayons  vifuels  qui  partent  des  objets  D , 
E ,  F ,  H ,  L ,  que  l'on  peut  voir  du  point  A  :  en/uire 
allez  à  la  féconde  ftation  b,  &  mefurez  aufli  les  angles 
DBA ,  EB A ,  FB A ,  HBAy  LBA ,  formés  par  la  même 
bafe  AB ,  &  par  les  rayons  vifuels  qui  viennent  au  point 
B  des  objets  D ,  E ,  F ,  H ,  L ,  que  l'on  fuppofe  pouvoir 
être  apperçus  de  ce  point  :  on  aura  des  triangles  dont  on 
Connoîtra  un  côté;  fçavoir ,  la  bafe  AB  &  les  deux  an- 
gles fur  ce  côté  :  par  exemple ,  dans  le  triangle  AEB  on 
connoîtra  le  côté  AB  &  les.  deux  angles  EAB  &  EBA  : 
ainfi.  par  le  moyen  du  premier  Problème  général  on 
trouvera  facilement  les  aeux  autres  côtés  AE  &  BE. 

On  n'a.  pas  pris  la  mefure  des  angles  CAB  &  GBA, 
parce  qu'ils  font  trop  obtus  :  mais  cela  n'empêche  pas 
<|uon  ne  puifle  avoir  la  Gtuation  des  points  C  &  G. 
Pour  cela  il  faut  prendre  un  des  côtés  de  quelque 
triangle  connu  pour  bafe,  (On  fuppofe  qu'on  a  trouvé 
la  longueur  de  ce  côté  par  le  moyen  de  la  première 
bafe  AB.)  Ainfi  pour  déterminer  la  pofïtion  du  point 
C  ,  je  puis  aie  fervir  de  la  ligne  AD,,  qui  eu  un  des 
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côtés  du  trianglç  ADB.    Je  prends  donc  la  mefure  de  Fl^i  jrt* 
l'angle  CAD  ,  &  enfuite  celle  de  l'angle  ADC  :  ainfi     M™- 
dans  le  triangle  AÇD  je  connois  un  côté  ;  fçavoir ,  AD  t  £  *  g 
&  les  deux  angles  fur  ce  côté  :  donc  je  trouverai  les  deux  dn    fc- 
côtés  AC  &  DC  qui  déterminent  la  pofïtion  du  point  cond 
C.  Livre. 

S'il  y  a  d'autres  objets  dont  on  veuille  déterminer  la 
pofïtion  ,  &  que  l'on  ne  puiffe  appercevoir  des  dations 
A*&  B ,  il  faut  choifir  une  nouvelle  bafe  qui  foie  un  des 
côtés  de  quelque  triangle  connu  ,  enforte  -que  Ton 
puifle  voir  cet  objet  des  deux  extrémités  de  cette  bafe  : 
par  exemple ,  fi  on  ne  peut  voir  le  point  O  de  la  dation 
A,  on  pourra  prendre  pour  bafe  le  côté  FG  que  je  fup- 
pofe  connu  par  le  moyen  du  triangle  BGF ,  èc  mefurer 
les  angles  OFG  &  OGF ,  afin  de  trouver  les  côté?  FO 
&  GO.  Il  faut  employer  la  même  méthode  pour  les 
objets  plus  éloignés. 

Quand  on  aura  trouvé  la  longueur  des  côtés  des 
triangles,  il  fera  aifé  d'en  marquer  la  (ituation  fur  une 
carte  à  l'aide  d'une  échelle  dont  on  fe  fervira ,  comme 
nous  l'avons  dit,  en  propofant  la  féconde  méthode  de 
réfoudre  les  triangles  indépendamment  des  fables  des 
fïnus.  On  prendra  donc  d'abord  fur  cette  échelle  avec 
un  compas  autant  de  parties  égales  qu'il  y  a  par  exem- 
ple de  perches  dans  la  bafe  AB  ;  &  on  marquera  fur  la 
carte  une  ligne  droite  ab  égale  à  l'ouverture  du  compas) 
les  deux  extrémités  de  cette  ligne  repréfenteront  les 
-deux  ftations  A  &  B  :  enfuite  pour  marquer  la  pofïtion 
du  point  E  ,  on  prendra  fur  l'échelle  avec  le  compas  au* 
tant  de  parties  égales  qu'il  y  a  de  perches  dans  la  ligne 
AE  ;  &  ayant  mis  une  pointe  du  compas  fur  l'extrémité 
a  de  la  ligne ,  on  décrira  un  petit  arc  flu  côté  qui  répond 
au  point  E:  enfuite  on  prendra  pareillement  fur  l'échelle 
eutant  de  parties  égales  qu'il  y  a  de  perches  dans  BE  ; 
&  ayant  pofé  une  pointe  du  compas  fur  l'extrémité  b 
de  la  ligne ,  on  décrira  un  autre  arc  qui  coupe  le  pre- 
mier: l'interfeâion  des  deux  ^rçg  marquera  la  pofitioo 
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du  point  E  par  rapport  aux  deux  points  A  &  B.  On  fc 
ra  de  même  pour  les  autres  points. 

7  3 .  On  pourroit  fe  difpenfer  de  la  peine  de  chercher 
tous  les  cotés  des  triangles  ;  il  fuffiroit  après  avoir 
mefuré  la  bafe  AB ,  &  pris  avec  un  infiniment  la  gran- 
deur des  deux  angles  de  chaque  triangle»  il  fuffiroit, 
dis  -je ,  de  faire  des  triangles  femblables  à  ceux  qui  font 
formés  fur  le  terrein  par  la  bafe  &  les  rayons  vi fuels, 
félon  que  nous  l'avons  expliqué  dans  la  féconde  métho- 
de de  refoudre  les  triangles  :  ces  triangles  que  l'on  fe* 
roit ,  détermineroient  la  pofition  des  objets. 
Voyez      Nous  omettons  plufieurs  obfervations  qui  font  d'il- 
U  cm-  fege  dans  la  pratique  de  lever  des  cartes ,  parce  qu'il  ne 
«juicnic  s'agit  ici  que  de  faire  voir  l'application  delà Trigono- 
édition,  métrie  dans  cette  opération. 

**"*  *  Ce  que  nous  avons  dit  jufqu'à  préfent  peut  fuffire 
pour  faire  voir  l'utilité  de  la  Trigonométrie  :  néanmoins 
afin  de  faire  encore  mieux  fentir  la  fubtilité  de  cet  Art , 
nous  allons  propofer  un  Problème ,  par  lequel  on  verra 
que  l'on  peut  par  le  moyen  de  la  Trigonométrie  «  trour 
ver  la  diuance  des  planettes  à  la  terre* 

Problème     VL 

74.  Trouver  la  dijlance  de  la  Lune  à  ia  Terre* 
Dans  h  Fig*  14 ,  le  petit  cercle  dont  C  eft  le  centre, 
&  CT  le  rayon ,  repréfente  la  terre  ;  la  ligne  HB  qui 
touche  la  terre  ,  repréfente  l'horifon  fenfible  ;  le  petit 
globe  L  qui  eft  dans  le  plan  de  l'horifon  ,  repréfente  la 
Lune  >  l'autre  globe  I  qui  répond  aufli  au  plan  de  l'ho- 
rifon ,  repréfente  Jupiter:  enfin  FOB  eft  une  partie  du 
firmament ,  auquel  on  rapporte  les  planettes. 

Si  on  voyoit  la  Lune  cfu  centre  C  de  la  terre ,  on  la 
rapporteroit  au  point  O  du  firmament  :  mais  fi  on  re* 
gardoit  la  Lune  du  point  T  >  on  la  rapporteroit  à  un 
point  inférieur  du  firmament ,  fçavoir ,  au  point  B.  Le 
point  O  auquel  on  rapporteroit  la  Lune ,  vue  du  centré 
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'de  la  terre,  eft  appelle  le  lieu  vrai  de  la  Lune  ;  &  le  F*g.*4« 
point  B  auquel  on  la  rapporte  étant  vue  de  deffus  la 
furface  de  la  terre ,  eft  nommé  le  lieu  apparent  de  la  Lu- 
pe;  &  Parc  OAB  compris  entre  ces  deux  points,  eft 
appelle  parallaxe.  Or  le  firmament  étant  à  une  diftance 
immenfe  de  la  terre ,  de  la  Lune  &  des  au  rires  planettes , 
on  peut  regarder  chacune  des  planettes  comme  le  cen- 
tre dufirmament  :  ainfi  l'arc  OB  eft  la  mtfure  de  l'angle 
OLB  &  de  l'angle  CLT  oppofé  au  fommet  ;  c'eft  pour- 
quoi l'un  &  l'autre  de  ces  deux  angles  eft  encore  appelle 
parallaxe.  Tout  cela  pofé ,  voici  comment  an  trouve  la 
diftance  de  la  Lune  à  la.  terre. 

Le  triangle  CTL  formé  par  le  rayon  de  fa  terre  CT , 
&  par  les  rayons  vifuels  CL  &  TL  eft  re&angle ,  parce 
que  le  rayon  de  la  terre  eft  perpendiculaire  à  Ta  tangen- 
te HB  qui repréfente l'horifon fenfibïe  (Liv.  I. art.  1 1  y)  ; 
ainfi  l'angle  T  eft  droit.  D'ailleurs  on  connoît  l'angle 
CLT  mefuré  par  la  parallaxe  horifontaîe  OB  que  l'ouï 
trouve  dans  les  tables  aftronomiques*  Mais  on  connoît 
encore  le  côté  CT  qui  eft  un  rayon  de  la  terre  que  l'on 
fçait  être  de  1432  lieues  communes  de  Fiance»  dont 
chacune  contient  2282  toifes  *  ainfi  on  pourra  trouver 
par  le  premier  Problème  général  le  côté  CL  ,  qui  eft  la: 
diftance  de  la  Lune  au  centre  de  la  terre. 

La  Lune  n'eft  pas  toujours  également  éloignée  de 
la  terre  :  mais  fi  on  la  prend  dans  fa  moyenne  diftan- 
ce ,  on  trouve  que Pangîe  L  eft  d'enviroaun  degré,  lors- 
que la  Lune  répond  au  ptan  de  Fhorifon  ;  on  aura  donc 
la  proportion  mivante  :  Le  finus  de  l'angle  d'un  degré 
eft  au  côte  CT,  qui  eft  un  demi-diametre  de  la  terre, 
comme  le  finus  de  l'angle  droit  eft  à  CL,  Voici  cette  pro- 
portion: 1745* .  I  ::  IQOOOCL  CL===57t7}5> 

Ainfi  le  coté  CL ,  quf  eft  m  diftance  de  la  Lune  au  cen- 
tre de  la  terre,  eft  d'environ  57  demi-diametres  de  ta 
terre  ;  par  conféquem  la  moyenne  diftance  de  la  Lune 
à  la  terre,  marquée  par  DL ,  n'eft  que  de  $6  demi  dia- 
mecres  ,  qui  font  environ  80000  lie^s. 

U| 
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Fig.  14.      ^y.  Remarque*  que  la  parallaxe  d'une  planette 
d'autant  plus  petite  que  la  planette  eft  plus  éloignée 
la  terre:  par  exemple,  la  parallaxe  de  Jupiter  uippt  m 
en  I  eft  moindre  que  celle  de  la  Lune,  comme  on î  ^ 
voit  fenfiblement  dans  la  Figure  14  où  la  parallaxe  c"* 
Jupiter  eft  l'arc  AB  ou  l'angle  CIT.   Cet  angle  eft  me  * 
me  fi  petit  qu'il  devient  înfenfible  ,   &  que  l'angle  TC 
eft  prefque  droit ,  aufli-bien  que  l'angle  CTI ,    en  forte 
que  les  deux  rayons  vifuels  CI  &  TI  font  fenfiblement 
parallèles ,  à  caufe  de  la  grande  diftance  de  Jupiter  ; 
c'eft  pourquoi  on  ne  pourroic  pas  fe  fervir  de  cette  mé- 
thode pour  connoître  la  diftance  de  Jupiter  à  la  terre. 

76,  On  peut  remarquer  de  même  par  rapport  aux 
hauteurs  que  l'on  veut  mefurer  fur  la  terre  »  qu'il  faut 
être  à  une  diflance  médiocre  de  ces  hauteurs  »  afin  que 
l'erreur  infenfihle  qu'il  n'eft  prefque  pas  poflîble  d'évi- 
ter ,  lorfqu'on  prend  l'angle  de  hauteur  ,  en  le  faifant 
un  peu  trop  grand  ou  un  peu  trop  petit ,  ne  caufe  pas  * 
une  erreur  trop  confidérable  dans  le  calcul  de  la  hau- 
teur qu'on  cherché.    Suppofons ,  par  exemple  ,  qu'il 
s'agiffe  de  mefurer  la  hauteur  AC  :  fi  on  obferve  du 
^      -  point  D ,   &  qu'au  lieu  de  prendre  l'angle  ADC   tel 
™A  'qu'il  eft ,   on  le  fafle  un  peu  plus  grand  &  égal  à  l'angle 
FDC  ;  il  eft  vifible  que  cette  erreur  fera  la  hauteur  AC 
plus  grande  qu'elle  n'eft  de  la  quantité  FA  qui  eft  plus 
du  quart  de  AC  :  mais  (1  on  mefure  l'angle  de  hauteur 
au  point  B ,  &  qu'au  lieu  de  prendre  l'angle  ABC  tel 
qu'il  eft ,  on  fafle  la  même  erreur  qu'auparavant ,  en 
prenant  EBC,   enforte  que  l'angle  EBA  foit  égal  à 
l'angle  FDA  ;  il  eft  évident  que  cette  dernière  erreur, 
quoiqu'égale  à  la  première ,  ne  fera  la  hauteur  AC  plus 
grande  qu'elle  n'eft  effectivement ,   que  de  la  quantité 
ÉA  qui  eft  beaucoup  moindre  que  FA.   II  en  feroit  de 
même ,  fi  on  étoit  de  beaucoup  plus  près  qu'il  ne  faut 
de  la  hauteur  à  mefurer.   Ainfi  il  faut  >  afin  de  mefurer 
exadement  une  hauteur  >  qu'il  y  ait  de  la  proportion 
entre  la  diftance  de  l'obfervateur  à  l'objet  &  la  nauteur 
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de  la  Trigonométrie,  270 
de  cet  objet  ;  &  fi  cette  diftance  eft  égale  à  la  hauteur  . 
(  qe  qui  arrive  lorfqu&  l'angle  de  hauteur  eft  de  4  y  de- 
grés) pour  lors  on  eft  dans  l'éloignemem  le  plus  favo- 
rable pour  mefurer  la  hauteur. 

77.  Ce  que  l'on  vient  de  dire  touchant  la  médire 
des  hauteurs ,  doit  auflî  s'entendre  de  là  mefure  de  tou- 
te autre  ligne  ,  foit  qu'elle  marque  la  largeur  ou  la  dif- 
tance des  objets  ;  enforte  qu'il  faut  toujours  que  l'éloi- 
gnement  qui  eft  entre  l'obfervateur  &  la  ligne  à  mefu- 
rer ,  ait  quelque  rapport  fenfible  avec  cette  ligné» 

FIN   DE  LA  TRIGONOMÉTRIE. 


SUPPLÉMENT 

AUX    Ê LE  MENS 

DE  GÉOMÉTRIE. 

ON  peut  démontrer  le  Théorème  fondamental  fur 
les  lignes  proportionnelles  par  les  triangles,  en  fup- 
pofant  que  ceux  qui  ont  même  hauteur  &  même  baie 
font  égaux ,  &  que  ceux  qui  ont  feulement  même  hau- 
teur ,  ou  qui  font  entre  mêmes  parallèles ,  (ont  ent^eux 
comme  leurs  bafes.  La  première  de  ces  proportions  eft  à 
l'article  126  du  fécond  Livre ,  &  la  féconde  eft  à  l'ar- 
ticle 172  du  même  Livré.  L'une  &  l'autre  font  des  Co- 
roi  lai  ies  des  proppfîtions  femblablqp  furies  parallelog. 
fçavoir  que  ceux  qui  ont  même  hauteur  &  même  bafe 
font  égaux ,  &  que  ceux  qui  ont  même  hauteur  font 
entr'eujc  comme  leurs  bafes.  Or  ces  propefirions  font 
démontrées  fans  rien  fuppofer  touchant  les  lignes  pro- 
portionnelles. Voici  la  proportion  fur  les  triangles  dont 
pous  tirerons  un  Corollaire  équivalent  au  Théorème 

fondamental  des  lignes  proportionnelles* 

T  11  i  o  r  î  m  e, 

Art.  1 .  $i  on  coupe  deux  cités  d'un  frianglç  par  une 
ligne  parallèle  à  la  bafe,  ils  feront  coupés  proportionnelle- 
inçnt ,  ou  ce  qui  revient  au  même ,  les  deux  parties  de 
l'un  feront  proportionnelles  aux  deux  parties  de  Vautre* 
Réciproquement  fi  les  deux  parties  iïuncfaéfontproper* 
t  tonnelles  à  celles  de  l'autre ,  la  ligne  qui  coupe  Us  deux  câ- 
tti  eft  parallèle  à  la  bafe. 

Soit  te  uiangUBAP  Fig.  6}  du  premier  Livre  »dooï 
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\es  deux  côtés  AB  &  AD  foicnt  coupés  par  la  ligne  EF, 
parallèle  à  la  bafe  BD.  Je  dis  i*.  que  AE  •  EB  :  :  AF . 
FD.  a*,  que  pofé  cette  proportion ,  EF  eft  parallèle 
à  la  bafe  BD.  Pour  le  démontrer  il  faut  tirer  les  deux 
lignes  BF  &  DE. 

DÉMOHSTRÀTIOH. 

I.  Partie.  Les  deux  triangles  EBF  &  EDF  font 
égaux ,  parce  qu'ils,  ont  même  bafe  EF  &  qu'ils  font  en- 
tre les  mêmes  parallèles  BD  Se  EF.  D'ailleurs  le  trian- 
gle EAF  eft  au  triangle  EBF  comme  la  bafe  AE  eft  à  la 
bafe  EB  (  Liv.  IL  art.  172  )  :  car  ayant  leur  fommet  au 
même  point  F ,-  &  [de  plus  qyant  leurs  bafes  fur  la  mê- 
me ligne  AB  ,  ils  ont  même  hauteur.  Par  la  même  rai» 
fon  le  triangle  EAF  eft  au  triangle  EDF  comme  la  bafe 
AF  eft  à  la  bafe  FD  >  parce  que  ces  deux  triangles  ont 
leur  fommet  au  même  point  É ,  &  qu'ils  ont  leurs  ba- 
fes fur  la  même  lignte  AD.  Nous  avons  donc  les  deux  pro- 
portions EAF.EBF;;AE.EB.  &  EAF.EDF::AF.FD. 
Or  les  deux  premières  raifons  de  ces  proportions  font 
égales,  parce  qu'elles  ont  le  même  antécédent,  &  que 
d'ailleurs  les  deux  conféquens  ,  fçavoir  les  deux  trian- 
gles EBF,  EDF  font  égaux  ;  donc  les  deux  dernières 
raifons  font  auffi  égales ,  c'eft- à-dire  ,  que  AE  *  EB  :  : 
AF.  FD.  Ce  qu'il  falloit  démontrer  en  premier  lieu. 

II.  Partie.  Si  les  deux  parties  d'un  côté  font  pro* 
portionnelles  à  celles  de  l'autre ,  la  ligne  qui  coupe  les 
deux  côtés  eft  parallèle  à  la  bafe  ;  car  on  a  comme  dans 
la  première  partie  >  les  deuxproportions ,  EAF  .EBF  :  : 
AE.EB  &  EAF.EDF::AF.FD.  Or  par  l'hypothefe  les 
deux  dernières-  raifons  de  ces  proportions  font  égales  ; 
donc  les  deux  premières  le  font  aufli.  Or  ces  deux  pre- 
mières raifons  ont  le  même  antécédent  EAF  :  donc  il 
faut  que  les  conféquens ,  fçavoir  les  triangles  EBF  8i 
EDF  Cotent  éçaux.  D'ailleurs  ces  deuK  triangles  ont  U 

roêmç  bafe  EF  ;  dqnc  ils  ont  auffi  même  hauteur  (là  v,  H, 
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Art,  1 26) ,  ou  ce  qor  revient  au  même ,  les  lignes  EF  Se 
BD  entre  lefçuelles  ils  font  compris»  font  parallèles* 

Corollaire. 

2.  Les  deux  cptés  du  triangle  BÀD  étant  coupés  par 
la  ligne  EF  parallèle  à  la  bafe,  la  partie  ÂE  eft  au  côté 
entier  AB  comme  la  partie  AF  eft  à  l'autre  côté  entier 

AD.  Car  puifque  AE .  EB::AF  .  FD,  donc  componenda 

AE.  AE-f-EB^AF-*-FD,  c'eft-à-dire,  queAE/ 
AB  :  :  AF  .  AD.  On  prouvera  de  même  que  la  partie  in- 
férieure EB  eft  au  coté  entier  AB  comme  la  partie  FD 
eft  à  l'autre  côté  entier  AD  <  car  ayant  la  proportion  AE. 
EB  :  :  AF  .  FD  :  donc  componendo ,  AE  ■+-  EB .  EB  :  : 
AF+FD.  FD ,  ou  bien ,  AB  .  EB  :  :  AD .  FD ,  ou  invtr- 
ttnào ,  EB  •  AB  :  :  FD .  AD.  Il  paroît  donc  parce  Co- 
rollaire que  les  parties  foit  fupérieures  ,  foit  inférieures 
des  côté  du  triangle  font  proportionnelles  aux  côtés 
entiers. 

Ce  Corollaire  renferme  la  propofîtion  fondamentale 
(ut  les  lignes  proportionnelles.  Nous  en  allons  faire  le 

fuivant. 


THÊOllME  IL  IT    FONDAMENTAL. 

3.  Lorfque  deux  lignes  comprîtes  dans  un  efpace  paral- 
lèle y  font  autant  inclinées  que  deux  autres  lignes  enfer- 
mets  dans  un  autre  efpace  parallèle  ,  les  deux  premières 
font  proportionnelles  aux  deux  autres.  Pour  voir  que  le 
Corollaire  précédent  renferme  ce  Théorème ,  il  fuffit 
de  concevoir  que  les  deux  parties  AE  &  AF  font  dans 
un  efpace  parallèle  compris  entre  la  ligne  A  &  la  pa- 
xallele  EF  ,  &  que  les  deux  côtés  entiers  AB  &  AD  font 
dans  un  autre  efpace  parallèle  contenu  entre  la  ligne  A 
&  la  bafe  BD. 

FIN. 
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Navarre  :  A  nos  amés  &  féaux  Confeillers  ,  les  Gen&'tenans 
nos  Cours  de  Parlement ,  Maîtres  des  Requêtes  ordinaires  de  notre 
Hôtel ,  Grand  Confeil ,  Prévôt  de  Paris  ,  Bail  lift,  Sénéchaux, 
leurs  Lieutenans  Civils  &  autres  nos  Jufticiers  qu'il  appartiendra  . 
Salut  :  Nos  amés  Nicolas  Defaint  le  jeune  &  Charles  Saillant, 
Libraires  à  Paris ,  nous  ont  fait  expofer  qu'ils  defireroient  faire 
réimprimer  &  imprimer  des  Livres  &  Ouvrages  qui  ont  pour 

titre  :  ÉLémens  de  Mathématiques  avec  P  Abrégé  ,  Traité  £  Arith- 
métique avec  les  ÉLémens  de  GiomUrie  9  Trigonométrie  y  Refti- 
ligne  &  Spherique  >  avee  la  confiru&ion  des  Tables  ,  des  Sinus  , 
4és  Tangentes  ,  des  Sécantes  G*  les  Logorithmes.  Tables  des  Sinus  , 
ds  Tangentes  ,  des  Sécantes  ,  de  leurs  Logarithmes  G*  de  ceux 
des  nombres  naturels.  Traité  de  la  Sphère.  Traité  du  Calendrier 
mvee  C Abrégé,  Injlruftions  pour  la  Jeunejfefur  la  Religion  &  plu~ 
/leurs  Sciences  naturelles,  Méthode  pour  apprendre  à  lire.  Élémens 
de  la   Grammaire  Françoife.    Méthode  facile  pour  apprendre  le 

Latin ,  s'il  nous  plaifoit  lui  accorder  nos  Lettres  de  Privilège 
ipuree  acceffiûres.  A  ces  causai  voulant  favorattauemt  traiter 


les  Expofans ,  noas  lenr  avons  permis  &  permettons  par  cç* 
Préfentes  i  de  faire  réimprimer  &  imprimer  Icfdits  Livres  &  Ou* 
vidages  autant  de  fois  que  bon  lenrïemblcra,  &  de  le  vendre  , 
faire  vendredi  débiter  dans  jout  notre  Royaume  pendant  le  temps 
de  douce  ann&s  coufécutives ,  à  comprer  du  jour  de  la  date  des 
Préfentes.  Faifon*  défeafe*  à  tous  Imprimeurs,  Libraires ,  &  au- 
tres -perfbnnes >  de  quelque  qualité  &  condition  qu'elles  foient, 
<f  en   introduire  d'impreifion  étrangère  dans  aucun  lieu  de  notre 
obéi  fiance  ;  comme  auûi  d'imprimer  ou  faire  imprimer  t  réimpri- 
mer ou  faire  réimprimer,  vendre,  faire  vendre  ,  débiter,  ni  con«- 
trefaire  lefdits  Livres  &  Ouvrages  ,  ni  d'en  faire  aucuns  extraits 
fous  quelque  prétexte  que  ce  puifîe  être  ,  fans  la  perniiffion  ex- 
prelTe  &  par  écrit  defdits  Expofans ,  ou  de  ceux  qui  auront  droit 
d'eux  ,  à  peine  de  confifeation  des  Exemplaires  contrefaits ,  de 
trois   mille  livres  d'amende   contre  chacun   des  contrevenons , 
dont  un  tien  à  Nous,  un  tiers  à  l'Hocel-Dieude  Paris,  &  l'autre 
tiers  auxdits  Expofans  ou  à  celui  qui  aura  droit  àycwi ,  à  peine 
de  tous  dépens  ,  dommages  &  intérêts  ;  &  à  la  charge  que  ces 
Préfentes  feront  enregiûrées  tout  au  long  fur  le  Regiûrc  de  la 
Communauté  des  Imprimeurs  &  Libraires  de  Paris,  dans  crois 
mois  de  1a  date  d'icelles  ;  que   l'impreûlon  &  f éimpreffîon  defdits 
JLivre»  &  Ouvrages  fera  faite  dans  notre  Royaume  ,  &  non  ail- 
leurs ,  en  bon  papier  &  beaux  caractères  j  conformément  à  la  feuille 
imprimée  attachée  pour  modèle  fous  le  contrefeel  desPréfeutes» 
que  les  Impécrans  fe  conformeront  en  tout  aux  Règlciuens  de  la 
Librairie,  oc  notamment  à  celui  du  10  Avril  1725,  qu'avant  de 
les  expofer  en  vente ,  les  Imprimés  &  Manufcnts  qui  auront 
fervï  de  copie  à  la  réimpreflion  &  imprefiion  defdits  Livres  & 
Ouvrages,  feront  remis  dans  le  même  état  où  l'Approbation  7 
aura  été  donnée,  es  mains  de  notre  très-cher  &  féal  Chevalier, 
Chancelier  de  France,  le  Sieur  Dclamoignon  ;  &  qu'il  en  fera 
enfuite  remis  deux  exemplaires  de  chacun  dans  notre  Bibliothèque 
publique ,  un  dans  celle  de  notre  Château  du  Louvre  ,  un  dans 
celle  de  notredit  très-cher  &  féal  Chevalier  Chancelier  de  France 
le  Sieur  Delamoignon  ,  &  un  dans  celle  de  notre  très-cher  &  féal 
Chevalier  Garde  des  Sceaux  de  France ,  le  Sieur  Berryer.  Le  tout 
à  peine  de  nullité  des  Préfentes  ;  du  contenu  defquel les  vous  man- 
dons &  enjoignons  de  faire  jouir  lefdits  Expofans  &  leurs  ayans 
caufes  pleinement  &  paifiblement ,  fans  fouft'rir  qu'il  leur  foit  fait 
cucun  trouble  ou  empêchement  :  Voulons  que  la  Copie  des  Pré- 
fentes ,  qui  fera  imprimée  tout  au  long  an  commencement  ou  à 
Ja  fin  defdits  Livret  &  Ouvrages  foit  tenue  pour  duement  figui- 
fiée ,  &  qu'aux  Copies  collationnées  par  l'un  de  nos  amés  &  féaux 
Confeillers  -  Secrétaires  ,  foi  foit  ajoutée  comme  à  l'Original* 
Commandons  au  premier  notre  Huillier  ou  Sergent  fur  ce  requis  , 
^e  faire  pour  l'exécution  d'icelies ,  tous  ailes  requis  &  néceffaircs , 


fans  demander  autre  permiïïïon  ,  &  nonobstant  clameur  de  Haro  » 
charte  Normande ,  oc  Lettres  à  ce  contraires  :  Car  tel  eu  notre 
plaifir.  Donne  à  Paris,  le  dix- fcptiènie  Jour  du  mois  de  Mars, 
l'an  de  grâce  mil  fept  cent  (bixante-deux  ,  oc  de  notre  Règne  le  qua- 
rante-fepticaxe* 

Par  le  Roi  en  (on  Confeil.  Lebegue. 

Regiftréfur  U  Regiflre  X p.  de  U  Chambre  Royale  G»  Sjyndfcale 
des  Libraires  G»  Imprimeurs  de  Paris,  N°.  377.  foi.  27 S.  confor- 
ménune  au  Règlement  de  1723»    A  Paris  ,  U  24  Mars  1762. 

Rincent,  Adjoint* 


i» 


A    PARIS, 

De  Plmprimerie  M  o  a  e  a  u  .  tue  Galande  1770;  j 


